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P r e d g o v o r 
 
 

Ovaa kniga e nameneta za studentite od prva godina na Prirod-
no matemati~kiot fakultet vo Skopje, zapi{ani na studiskata prog-
rama matematika–fizika i studiskata programa matematika–infor-
matika.  

 U~ebnikot se sostoi od ~etiri poglavja. Vo ramkite na sekoe 
poglavje se obraboteni predvidenite sodr`ini, koi po pravilo se 
ilustrirani so re{eni primeri i crte`i. Niz sekoe poglavje se 
dadeni zada~i za samostojna rabota, a na krajot od sekoe poglavje 
se dadeni zada~i za ve`bawe. Na krajot od u~ebnikot se dadeni 
kratki odgovori ili re{enija na del od zada~ite, pri {to po 
izbor na avtorite, nekade ima i upatstvo za nivno re{avawe.   

 Prvoto poglavje se odnesuva na poimi i problemi vo vrska so 
determinanti i sistemi linearni ravenki koi se potrebna alatka 
za ponatamo{no re{avawe na problemi vo analiti~kata geometri-
ja. Sovladuvaweto na materijalot izlo`en vo vtoroto poglavje 
dava mo`nost za pro{iruvawe na znaewata vo vrska so poimot 
vektor. Poto~no, se definira poimot vektor vo prostor, a potoa 
vo mno`estvoto vektori se vovedeni operaciite sobirawe i 
odzemawe, kako i operaciite mno`ewe na vektor so broj, skalarno 
i vektorsko mno`ewe na vektori.  

Tretoto poglavje e posveteno na obrabotka na delovi od 
analiti~ka geometrija vo ramnina, {to podrazbira voveduvawe na 
koncepti za algebarsko zadavawe na geometriskite objekti. Taka, 
na primer vo izbran koordinaten sistem, to~kite i vektorite se 
zadavaat so nivnite koordinati, a pravite i krivite od vtor red 

 i



 
Predgovor 

 ii 

so nivnite ravenki. Na toj na~in geometriskite zada~i mo`e da se 
re{avaat so algebarski metodi i obratno, algebarskite zada~i da 
se interpretiraat geometriski.   

^etvrtoto poglavje e posveteno na obrabotka na delovi od 
analiti~ka geometrija vo prostor, {to podrazbira izvesna genera-
lizacija na prethodno vovedenite koncepti.   

Posebna blagodarnost im dol`ime na recenzentite na ovaj 
u~ebnik, prof. d-r  Marija Orov~anec i prof. d-r Valentina Miov-
ska, koi vnimatelno go pro~itaa rakopisot za u~ebnikot i so 
svoite sugestii i zabele{ki zna~itelno pridonesoa za podobruva-
we na negoviot kvalitet.   

 

 Avtorite odnapred }e bidat blagodarni za sekoja dobrona-
merna kritika ili zabele{ka za podobruvawe na sodr`inata, i 
veruvaat deka ovaa kniga }e pridonese studentite pobrzo i poles-
no da gi sovladaat celite predvideni so predmetnite programi vo 
ramkite na soodvetnite studiski programi.   

 

 

 Juli, 2018                                                            Od avtorite 
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 1. Determinanti i sistemi  
linearni ravenki  

 

1.1. Determinanti od vtor red   

Neka ,a ,b c  i d  se dadeni realni broevi i ,ad  bc  se soodvet-

nite proizvodi.  

 

     

  

 

  

 

Definicija 1. Vrednosta na izrazot ,bcad   zapi{an {ematski 

 
dc

ba
  

se narekuva determinanta od vtor red; zna~i 

 .bcad
dc

ba
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Broevite ,a ,b c i d  se narekuvaat elementi na determinan-

tata. Tie se rasporedeni vo dve redici (horizontalno) i vo dve 

koloni (vertikalno), a nakrsno formiraat dve dijagonali.  

Prvata redica ja so~inuvaat broevite a i ,b  a vtorata broe-

vite c i .d  Prvata kolona ja so~inuvaat broevite a  i ,c  a vtorata 

broevite b  i .d  Broevite a  i d  ja formiraat glavnata di-

jagonala, a broevite b  i c  ja formiraat sporednata dijagonala. 

Soglasno so goreka`anoto mo`e da zaklu~ime deka deter-

minantata od vtor red e ednakva na razlikata od proizvodite na 

elementite od glavnata i od sporednata dijagonala.  

Primer 1. Determinantata 
43

52
 go pretstavuva brojot ,23  

bidej}i  

;231583542
43

52



  

se veli deka determinantata ima vrednost .23  

Determinantite od vtor red gi imaat slednive svojstva:  

 

     

  

 

  

 

Svojstvo 1. Vrednosta na determinantata ne se menuva, ako redi-

cite se zamenat so koloni, zapazuvaj}i go redniot broj; zna~i 

 .
db

ca

dc

ba
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Svojstvo 2. Determinanta so dve ednakvi redici (koloni) ima 

vrednost nula;  zna~i 

0
ba

ba
  .0

bb

aa










  

 

Svojstvo 3. So zamena na mestata na dvete redici (koloni), 

vrednosta na determinantata go menuva znakot vo sprotiven; 

zna~i  

ba

dc

dc

ba
  .

cd

ab

dc

ba










  

 

Svojstvo 4. Ako elementite na edna redica (kolona) se ednakvi 

na nula, toga{ vrednosta na determinantata e ednakva na nula; 

zna~i  

,0
00

ba
  ,0

dc

00
  ,0

d0

b0
  .0

0c

0a
  

 

Svojstvo 5. Vrednosta na determinantata se mno`i so broj, koga 

so toj broj }e se pomno`at site elementi od edna redica (kolona); 

zna~i  

a b ka kb a b
k

c d c d kc kd
     

a b ka b a kb
k .

c d kc d c kd
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 Svojstvo 7. Vrednosta na determinantata ne se menuva, ako kon 

elementite na edna redica (kolona) gi dodademe soodvetnite 

elementi od drugata redica (kolona) pomno`eni prethodno so ist 

broj ;k  zna~i 

 
dc

kdbkca

dc

ba 
  .

dkdc

bkba

dc

ba














  

Svojstvo 6. Ako soodvetnite elementi od dvete redici (koloni) 

se proporcionalni, vrednosta na determinantata e ednakva na 

nula; zna~i   

0
kbka

ba
  .0

kbb

kaa










  

 

Svojstvo 8. Ako sekoj element na nekoja redica (kolona) na 

determinantata  e zbir od dva sobiroka, toga{ determinantata 

mo`e da se pretstavi kako zbir od dve  determinanti, vo koja site 

elementi, so isklu~ok na elementite od  odnosnata redica 

(kolona), se isti kako vo determinantata. Vo prvata determinanta 

– sobirok, odnosnata redica (kolona) se sostoi od prvite 

sobiroci, a vo vtorata determinanta se sostoi od vtorite 

sobiroci, odnosno 

   
d'c

b'a

dc

ba

dc

'bb'aa



 .

d'c

b'a

dc

ba

d'cc

b'aa















 

 



 

1. Determinanti i sistemi linearni ravenki  

 

 5

Sekoe od gornive svojstva na determinantite od vtor red, 

lesno mo`e da se proveri so presmetuvawe na vrednosta na sekoja 

determinanta od dvete strani na soodvetnoto ravenstvo. Za ilus-

tracija }e go izvedeme svojstvoto 8.  

a a ' b
L (a a ')d (c c ') b ad a 'd bc bc '

c c ' d


          


 

                        
a b a ' b

(ad bc) (a 'd bc ') D.
c d c ' d

        

                              

 Zada~i za samostojna rabota 

1. Presmetaj gi vrednostite na slednive determinanti:   

     a) 
51

32




;                     b) 

a1

aa 2

;        

     v) 




cossin

sincos
;             g) 

baba

babababa 2222




. 

2. Presmetaj ja vrednosta na determinantata  

    
2aa

1a




   

acab

cb




  

koristej}i nekoi od poznatite svojstva na determinanta.  

3. Re{i gi ravenkite:   

    a) 
2

1x 
 0

1x

4



;               b) 

1x

xx 2




0

1x

x 2




;                   
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    v) 
2x

2x




  .0

)2x(

1

2



 

4. Re{i gi neravenkite:    

    a) 5
2x4

2x



;                    b) 

3

2x 
  8

2x

1





;                      

    v) 
x2

x3
14

4

x



.  

 

 

        1.2. Sistem od dve linearni ravenki 

 Za dve linerani ravenki, za koi barame zaedni~ko re{e-

nie, velime deka pretstavuvaat sistem od linearni ravenki. Da 

se re{i daden sistem linearni ravenki zna~i da se najdat vred-

nosti na nepoznatite, koi gi zadovoluvaat dvete ravenki na sis-

temot. Vo prodol`enie }e go razgledame re{avaweto na sistem od 

dve linearni ravenki so primena na poimot determinanta od vtor 

red.   

 

 

1.2.1. Sistem od dve linearni ravenki  

                  so dve nepoznati 

Neka ,a i ,bi ,ci  2,1i   se dadeni realni broevi, a ,x y  se ne-

poznati. Toga{   

    ,
cybxa

cybxa

222

111








                       (1) 
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pretstavuva sistem od dve linearni ravenki so dve nepoznati; 

,a1 ,b1 ,a 2 2b  se koeficienti na sistemot,  a ,c1 2c  se slobodni 

~lenovi. 

Re{enie na sistemot (1) e sekoj podreden par broevi ),y,x( 00  

za koj{to dvete ravenki preminuvaat vo identiteti koga x  }e se 

zameni so 0x , a y  so 0y  vo (1).   

Ako sistemot (1) ima barem edno re{enie, velime deka toj e 

re{liv, a ako toj nema nitu edno re{enie, toga{ za nego velime 

deka e protivre~en. Re{liviot sistem koj{to ima edinstveno re-

{enie se vika ednozna~no re{liv ili opredelen, ako pak toj 

ima pove}e od edno re{enie, velime deka e neopredelen.  

Neka sistemot (1) ima re{enie ).y,x( 00  Toga{, to~ni se ra-

venstvata  

.
cybxa

cybxa

20202

10101








                                           (1’) 

Da pretpostavime deka  

,0a i   ,0bi   2,1i    

i barem eden od slobodnite ~lenovi e razli~en od nula, odnosno  

0c1   ili .0c2    

Toga{ nema da bidat naru{eni gornite ravenstva, ako dvete stra-

ni na prvoto ravenstvo se pomno`at so 2b , a na vtoroto so ( 1b ). 

Zna~i, to~ni se ravenstvata 

1201012 cb)ybxa(b   
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2102021 c)b()ybxa)(b(   

Zemaj}i gi predvid svojstvata na operaciite mno`ewe i sobirawe 

na realni broevi ovie ravenstva se sveduvaat na ravenstvata  

12021021 cby)bb(x)ba(   

21021012 cby)bb(x)ba(   

So sobirawe na levite i na desnite strani na pogornite ravenst-

va se dobiva ravenstvoto    

.cbcbx)baba( 211201221                        (2) 

Analogno, ako prvoto ravenstvo na (1’) se pomno`i so ,a 2  a 

vtoroto so 1a  i taka dobienite ravenstva se soberat }e se dobie 

ravenstvoto  

              .cacay)baba( 122101221                                       (3) 

Imaj}i ja predvid definicijata na determinanta od vtor 

red, izrazot vo zagradata od levata strana na ravenstvata (2) i 

(3), mo`e da se zameni so determinantata   

22

11

ba

ba
 , 

koja{to ima vrednost ednakva na .baba 1221       

 Analogno na ova, izrazite od desnata strana na (2) i (3) 

mo`e da se zamenat soodvetno so determinantite  

 1221
22

11
x bcbc

bc

bc
   i    .caca

ca

ca
1221

22

11
y   
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 Zna~i, za re{enieto )y,x( 00 na sistemot (1) to~ni se raven-

stvata  

x0x    i  .y y0                                            (4) 

Sega, mo`e da nastanat slednive tri slu~ai, koi zaemno se 

isklu~uvaat: 

 Slu~aj I. Ako  determinantata na sistemot  

0  

toga{ )y,x( 00  e  edinstveno re{enie na sistemot (1).   

Navistina, za nenultiot broj   postoi inverzniot broj (re-

cipro~nata vrednost) 


1
 taka {to ravenstvata (4) so mno`ewe so 



1
 se sveduvaat na ravenstvata   

  .y,x
y

0
x

0








      (5)     

Zna~i, od 0  sleduva deka re{enieto )y,x( 00  e edinstve-

no.  

Pogornata diskusija mo`e da ja rezimirame vo slednava 

teorema:     

 

 

 

     

 Teorema 1. Ako determinantata   na sistemot (1) e razli~na od 

nula, toga{ toj sistem ima edinstveno re{enie, opredeleno so 

formulite (5). 
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Voobi~aeno, ravenstvata  (5) se narekuvaat Kramerovi  for-

muli. 

Primer 1. Za sistemot ravenki  









5y2x

1yx3
  

imame deka 

,07
21

13



   

{to zna~i deka toj ima edinstveno re{enie )y,x( 00 . So nao|awe 

na determinantite 

7
25

11
x 


  i ,14

51

13
y 




    

se dobiva re{enieto na sistemot  

.2
7

14
y,1

7

7
x 00 


    

Slu~aj II. Ako za determinantata na sistemot i za sporednite 

determinanti imame deka  

 0yx    

toga{ sistemot ima beskrajno mnogu re{enija.  

Navistina, ravenstvata  

0baba 1221  ,  0bcbc 1221   i  0caca 1221   

soglasno so pretpostavkata ,0a i   ,0bi   2,1i   se sveduvaat na  

2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
  ili,  .

c

c

b

b

a

a

1

2

1

2

1

2    
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Zemaj}i, na primer,  

)0(k
c

c

b

b

a

a

1

2

1

2

1

2    

se dobiva deka  

,kaa 12  12 kbb   i ,kcc 12    

{to zna~i deka sistemot (1)  ima oblik  









111

111

kcykbxka

cybxa
 

koj{to uka`uva deka ravenkite se ekvivalentni, odnosno sekoe 

re{enie na ednata e re{enie i na drugata. Zatoa, ednata ravenka 

e izli{na i mo`e da se izostavi, bez da se izgubi nekoe re{enie 

na sistemot. So izostavuvawe, na primer, na vtorata ravenka 

sistemot se sveduva na edna ravenka,  

.cybxa 111   

Toga{, so izbor na proizvolno t  za edna od nepoznatite, na 

primer, ty   se dobiva to~no opredelena vrednost za x :   

),tbc(
a

1
x 11

1

  taka {to podredenite parovi  

 







 t,t

a

b

a

c

1

1

1

1 ,  za sekoj realen broj t ,  

go pretstavuvaat mno`estvoto re{enija na sistemot.   

Primer 2. Za sistemot ravenki  









5y2x

15y6x3
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imame deka  

,0yx   

od kade {to zaklu~uvame deka podredenite parovi  

)t,5t2(  , za sekoj realen broj ,t   

go pretstavuvaat mno`estvoto re{enija na sistemot.  

No, ne sekoj sistem od dve ravenki so dve nepoznati mora da 

ima re{enie.  

Primer 3.  Sistemot  









1yx

1yx
  

e protivre~en, odnosno nema nitu edno re{enie bidej}i vtorata 

ravenka mo`e da se zapi{e vo vid 1)yx(   i postoeweto na 

re{enie )y,x( 00  bi zna~elo postoewe na realen broj 00 yx   i na 

negoviot sprotiven ),yx( 00   koi{to istovremeno se ednakvi na 

,1  {to pretstavuva protivre~nost.  

Analizata na ovoj sistem uka`uva deka imame situacija koga  

0
11

11





 , 02

11

11
x 


  i .02

11

11
y 


  

Zna~i, za sistemot (1) zaslu`uva vnimanie i slu~ajot: 

Slu~aj III. Ako za determinantata na sistemot i za sporedni-

te determinanti imame deka  

 0   i 0 x   ili   ,0 y   

toga{ sistemot e protivre~en.  
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Navistina, 0  kako i vo vtoriot slu~aj povlekuva deka  

,k
b

b

a

a

1

2

1

2    

dodeka 0 x  ili 0y   zna~i deka 

k
c

c

1

2   odnosno  ,mk
c

c

1

2  .0m    

Toga{ sistemot (1) ima oblik  

.
mckcykbxka

cybxa

1111

111








 

Zna~i, imame deka  

 0cybxa 111    

i istovremeno  

1 1 1 10 k(a x b y c ) c m 0,       

{to pretstavuva kontradikcija. 

Primer 4. Za sistemot ravenki  









10y6x4

6y3x2
  

imame deka 

 ;0
64

32





 ;6

610

36
x 




  4

104

62
y    

{to zna~i deka toj e protivre~en. Vo toa mo`e lesno da se ube-

dime, ako vtorata ravenka ja zamenime so ekvivalentnata ravenka 

(delej}i gi dvete strani so 2) .5y6x2    Za nieden podreden par 

)y,x( , y6x2   ne mo`e istovremeno da e ednakvo na 5 i na 6. 
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Da se potsetime, na po~etokot od diskusijata pretpostaviv-

me deka ,0a i   ,0bi   2,1i   i barem eden od slobodnite ~lenovi e 

razli~en od nula, odnosno 0c1   ili .0c2   Vo prodl`enie }e 

razgledame nekoi specijalni slu~ai:  

10  Neka dvata slobodni ~lena se ednakvi na nula, odnosno  

.0cc 21   

Toga{ sistemot (1) go dobiva oblikot   

,
0ybxa

0ybxa

22

11








 

i se narekuva homogen sistem od dve linearni ravenki so dve ne-

poznati.  

Ne te{ko da se voo~i deka homogeniot sistem sekoga{ ima 

re{enie ,0x 0   ,0y0   koe se narekuva trivijalno re{enie. Za-

toa se postavuva pra{aweto dali postoi netrivijalno re{enie 

)y,x(  razli~no od trivijalnoto ?)0,0(  

Ako 0bbaa 2121   toga{ sekoj podreden par realni broe-

vi )y,x(  pretstavuva re{enie na sistemot.  

Ako barem eden od koeficientite e razli~en od nula, na 

primer, 0a1   toga{ prvata ravenka mo`e da se zameni so ekvive-

lentna ravenka  

.y
a

b
x

1

1   

Koristej}i go ova vtorata ravenka dobiva oblik  
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0y
a

ba
b

1

12
2 








  ili   0ybaba 1221    

odnosno imame deka ,0y   kade  
22

11

ba

ba
 .  

Ottuka sleduva deka ako  

0   

toga{ za sekoja vrednost y  na nepoznatata y  i za vrednost 

y
a

b
x

1

1  na nepoznatata ,x parot )y,x(  pretstavuva re{enie na 

homogeniot sistem 

1

1

b
(x y, y)

a
   

 i ako  

0   

toga{ re{enie na ravenkata 0y   e samo 0y0   i toga{ prvata 

ravenka e ispolneta samo za 0x 0   {to zna~i deka sistemot ima 

samo trivijalno re{enie ).0,0(  

20  Neka barem eden od koeficientite na sistemot (1) e ed-

nakov na nula, odnosno  

ia 0  ili ib 0,  2,1i  . 

Bez gubewe na op{tosta mo`e da se pretpostavi deka .0a1   

So analogna diskusija napravena za sistemot (1) se dobiva deka 

sistemot:  

 ima edinstveno re{enie ako ;0   
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 beskrajno mnogu re{enija ako ;0yx    

 e protivre~en ako 0  i 0 x ili .0y    

 

          Zada~i za samostojna rabota  

1. So pomo{ na determinanti re{i gi sistemite ravenki: 

    a) 








8y2x3

13y3x8
;               b) 









33y16x3

35y10x
;             

    v) .
1103

352









yx

yx
 

2. Re{i gi sistemite ravenki: 

    a) 










22yx

2y22x
;    b) 











3y33x

13yx
;       

    v) 








ky4bx

1y2x3
 . 

3. Najdi gi vrednostite na parametrite a i b za koi sistemot 

ravenki  

   








1byx2

ay6x4
 :  

    a) ima edinstveno re{enie;    b) e neopredelen;     

    v) e protivre~en. 

4. Za koi vrednosti na parametarot k  sistemot ravenki  

   








0y4x3

0y6kx
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ima samo trivijalno re{enie? 

5. Za koja vrednost na k  sistemot ravenki  









5y3x6

4ykx
  

e protivre~en? 

6. Daden e sistemot ravenki  

   








nmyx2

5y2x
.  

Najdi vrednosti za m i ,n  za koi{to sistemot:  

a) ima edinstveno re{enie;             b) e protivre~en;    

v) e neopredelen.  

 

1.2.2. Sistem od dve linearni ravenki  

                 so tri nepoznati 

So pomo{ na determinanti mo`e da se re{ava i sistem od 

dve ravenki so tri nepoznati:   









2222

1111

dzcybxa

dzcybxa
. 

Mo`ni se slednive slu~ai: 

Slu~aj I. Barem edna od determinantite  

 ;
ba

ba

22

11
xy   ;

ca

ca

22

11
xz   

22

11
yz

cb

cb
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e razli~na od ,0  na primer .0yz   Toga{ dadeniot sistem go 

zapi{uvame vo oblik                                                                         

.
xadzcyb

xadzcyb

2222

1111








 

Ovoj sistem ima edinstveno re{enie )z,y( 00  za proizvolna vred-

nost 0x  na ,x imeno,  

;
cxad

cxad

y
yz

2022

1011

0






           ,
xadb

xadb

z
yz

0222

0111

0






  

taka {to ,x 0  ,y0 0z  pretstavuva edno re{enie na sistemot. So iz-

bor na druga vrednost 1x  za nepoznatata x , dobivame drugo re-

{enie na sistemot,  ,x1  ,y1 .z1  

Bidej}i x  mo`e da prima proizvolna realna vrednost (sekoj 

realen broj t  mo`e da bide vrednost za nepoznatata ,x sistemot 

mo`e da ima beskrajno mnogu re{enija i  

 ,t     ,
ctad

ctad

yz

222

111







    
yz

222

111

tadb

tadb







 

e op{tiot oblik na ovie re{enija.  

Primer 1. Za sistemot  









0zy3x3

1zy2x2
 ,   

imame deka  

,0
33

22
xy 




  i .01

13

12
xz    

Zatoa sistemot go zapi{uvame vo oblik  
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y3zx3

y21zx2
.  

So izbor na proizvolna vrednost t  za y  i so presmetuvawe na  

1t
1

1t

1

1t3

1t21

x 









  i ,3
1

3

1

t33

t212

z 









   

mo`e da go zapi{ime op{toto re{enie  

,1tx   ,ty   .3z     

Slu~aj II. Trite determinanti  

;
ba

ba

22

11
xy   ;

ca

ca

22

11
xz   

22

11
yz

cb

cb
  

se ednakvi na nula, i pri toa  

.k
c

c

b

b

a

a

2

1

2

1

2

1    

II1. Ako imame deka 

,
d

d
k

2

1   

toga{ sistemot se sveduva na  

1 1 1 2

2 2 2 2

k(a x b y c z) kd

a x b y c z d

  


  
 

taka {to ednata ravenka e izli{na. Toga{ dadeniot sistem ima 

beskone~no mnogu re{enija, bidej}i za sekoj izbor na dve nepozna-

ti mo`e da se odredi vrednosta na tretata nepoznata taka {to }e 

va`i ravenenstvo na levata i na desnata strana.   
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Primer 2. O~igledno sistemot  









12z6y8x4

6z3y4x2
 

mo`e da se zapi{e vo vid  

.
62)z3y4x2(2

6z3y4x2








  

Pritoa, imame deka 

 ,0
84

42
xy 




  ,0

64

32
xz   yz

4 3
0

8 6


  


  

i va`i  

.
2

1

12

6

6

3

8

4

4

2





   

Op{toto re{enie na dadeniot sistem mo`e da se zapi{e vo vid  

2x 4y 3z 6,    y  i z ,  

koj uka`uva deka za y i z  mo`e da izbereme proizvolni realni 

vrednosti, ,uy   ,vz    a za x  vrednost 
4u 3v 6

.
2

 
 

II2.  Ako  

,
d

d
k

2

1   

toga{ sistemot e protivre~en.   

Primer 3. Ako prvata ravenka na sistemot  









10z6y8x4

6z3y4x2
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se pomno`i so 2  dobivame deka ,12z6y8x4   a toa protivre~i 

na vtorata ravenka .10z6y8x4   Spored toa sistemot e protiv-

re~en. 

 

Zada~i za samostojna rabota  

1. Da se re{i sistemot ravenki so tri promenlivi: 

    a) 








1z3y5x3

4zy2x
;     b) 









3z2y2x4

2zyx2
 . 

2. Re{i go sistemot homogeni ravenki: 

     a) 








0zy2x

0z2y5x3
;              b) 









0zy2x3

0z3y4x6
 ;             

     v) 








0azyx

0zyax
 . 

3. Poka`i deka ako )z,y,x( 111  i  )z,y,x( 222  se dve razli~ni 

re{enija na sistemot ravenki  

    ,
dzcybxa

dzcybxa

2222

1111








  

toga{  

    






 

2

zz
,

2

yy
,

2

xx 212121   

e isto taka re{enie na dadeniot  sistem.    
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1.3 Determinanti od tret red  

1.3.1.  Definicija i osnovni poimi  

Neka  ,a i ,bi ic  )3,2,1i(   se dadeni realni broevi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 Broevite ,a i ,bi ic  )3,2,1i(   se narekuvaat elementi na de-

terminantata. Elementite se rasporedeni vo tri redici (hori-

zontalno) i vo tri koloni (vertikalno). Elementite ,a1  ,b2  3c  ja 

so~inuvaat glavnata dijagonala, a ,a3 ,b2 1c  ja so~inuvaat spo-

rednata dijagonala na determinantata. 

Vo izrazot pretstaven so determinantata od tret red, prvite 

tri sobiroci pretstavuvaat proizvodi od po tri elementi, koi le-

`at na glavnata dijagonala )c,b,a( 321  i vo temiwata na triagol-

nicite, ~ii osnovi se paralelni so glavnata dijagonala 132 c,b,a(  

i )c,b,a 213 , (crte` 1). Slednive tri ~lena od ravenstvoto {to se 

Definicija 1. Vrednosta na izrazot 

 231312123213132321 cbacbacbacbacbacba    

zapi{an {ematski  

3

2

1

a

a

a

 

3

2

1

b

b

b

 

3

2

1

c

c

c

  

se narekuva determinanta od tret red; zna~i  

3

2

1

a

a

a

 

3

2

1

b

b

b

 .cbacbacbacbacbacba

c

c

c

231312123213132321

3

2

1
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zemeni so negativen znak, pretstavuvaat proizvodi od po tri ele-

menti, koi le`at na sporednata dijagonala )c,b,a( 123  i vo temi-

wata na triagolnicite ~ii osnovi se paralelni so sporednata di-

jagonala 312 c,b,a(  i )c,b,a 231 , (crte` 2).  

 

 

 

 

           znak (+)                                      znak (-)    

            Crte` 1                                 Crte` 2        

Za presmetuvawe na vrednosta na determinanta od tret red 

go koristime i takare~enoto Sarusovo pravilo.  

 

 

 

 

                                        Crte` 3 

Spored ova pravilo, za da ja presmetame vrednosta na deter-

minantata, desno od nea gi dopi{uvame prvata i vtorata kolona, 

pri {to tie se ~etvrta i petta kolona na nova pravoagolna {ema. 

Potoa proizvodite na elementite (po tri), {to le`at na glavnata 

dijagonala i na dvete dijagonali paralelni na nea gi zemame so 
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pozitiven znak, a proizvodot na elementite (po tri) {to le`at na 

sporednata  dijagonala i na  dvete  dijagonali  paralelni  na nea 

gi zemame so negativen znak i ovie {est proizvodi gi sobirame 

(crte` 3).                                                                           

Primer 1.  Vrednosta na determinantata  

413

520

312





  

so pomo{ na Sarusovoto pravilo se presmetuva na sledniov na~in  

      

2 1 3 2 1

0 2 5 0 2

3 1 4 3 1

 



 

 

      2 2 4 ( 1) 5 ( 3) 3 0 1 3 2 ( 3) 2 5 1 ( 1) 0 4                        

      39.     

 

Zada~i za samostojna rabota  

1. Presmetaj gi vrednostite na determinantite:     

    a) 

1

1

1

   

1

1

1

  

1

1

1





; b) 

2

3

1

  

7

5

2

   

1

3

1



;                    

    v) 

b

c

a

  

c

a

b

  

a

b

c

;     g) .

cc1

bb1

aa1

2

2

2

              

2. Re{i gi ravenkite po nepoznatata :x    
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     a) 0

111

32x

94x 2

 ;                       b) 0

)1x(31

)1x(21

1x01

3

2 







;          

     v) .0

1ba

1bx

1xa

  

3. Presmetaj gi vrednostite na determinantite:   

    a) 

1zyzxz

yz1yxy

xzxy1x

2

2

2







;             b)  

0zy

z0x

yx0



 ;            

    v)  ,

x10

0x1

cba



  

kade {to ,x ,y ,a b  se proizvolno dadeni realni broevi.  

 

 

1.3.2. Razvivawe na determinanta po  

   elementite na dadena redica (kolona) 

Elementite na determinanta koi se proizvolno dadeni real-

ni broevi (op{ti broevi) ponekoga{ e pozgodno da se zapi{uvaat 

so edna bukva, stavaj}i do nea dva indeksa {to }e ni go poka`u-

vaat redniot broj na redicata i redniot broj na kolonata na koi 

im pripa|a dadeniot element. Po dogovor, prviot indeks sekoga{ 

}e go ozna~uva redniot broj na redicata, a vtoriot indeks – red-

niot broj na kolonata. Taka, na primer,  
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ija ,  za ,3,2,1i   3,2,1j   

e element od i ta redica i j ta kolona na determinantata od 

tret red:   

31

21

11

a

a

a

 

32

22

12

a

a

a

 .

a

a

a

33

23

13

 

Ovaa determinanta }e ja smetame za op{ta dadena determi-

nanta od tret red i kratko }e ja ozna~uvame so .  Za nea }e vove-

deme dva novi poima koi se odnesuvaat na site  determinanti od 

tret red. Toa se poimite minor i algebarski komplement sood-

vetni na daden element na determinantata.   

 

 

     

 

 

Zabele{ka 1. Bidej}i sekoj element ima svoj minor, mo`e 

da zaklu~ime deka edna determinanta od tret red ima devet raz-

li~ni minori. Eve tri od niv koi odgovaraat na elementite ,a12  

,a 23  ,a 31  soodvetno:  

31

21
12

a

a
   ,

a

a

33

23
     

31

11
23

a

a
   ,

a

a

32

12
     

22

12
31

a

a
   

23

13

a

a
. 

 

 

Definicija 1. Za proizvolno izbrani indeksi ,i j  ),3j,i1(   ako 

ja precrtame i tata redica i j tata kolona na determinanta od 

tret red, preostanatite elementi formiraat determinanta od 

vtor red ,ij koja se narekuva minor na elementot .a ij  
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Zabele{ka 2. Algebarskite komplementi na elementite 

31a  i 21a  se soodvetno:  

22

12
3131

13
31

a

a
)1(A     ;

a

a

23

13
       

 
31

11
2323

32
23

a

a
)1(     

32

12

a

a
. 

Vrednosta na determinantata od tret red mo`e da se dobie 

so pomo{ na elementite na edna redica (kolona) i nejze soodvet-

nite minori, odnosno so razvivawe na determinantata po ele-

mentite na izbrana redica (kolona) {to se gleda od slednava 

teorema:  

 

 

     

 

 

 

 

Definicija 2. Algebarski komplement na elementot ija  na deter-

minanta od tret red se vika brojot ,)1(A ij
ji

ij    kade {to ij  e mi-

norot na elementot .a ij  

 

Teorema 1. Vrednosta na determinantata od tret red e ednakva 

na zbirot od proizvodite na elementite na koja bilo i ta redica 

( j ta kolona) pomno`eni so nivnite soodvetni algebarski 

komplementi; zna~i  

,AaAaAa 3i3i2i2i1i1i   3i1   

 ( j3j3j2j2j1j1 AaAaAa   3j1  ).  
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Dokaz. Dokazot }e go izvedeme za vtorata redica ),2i(   

odnosno }e go doka`eme ravenstvoto  

.AaAaAa 232322222121    

Od definicijata na determinanta   od tret red, imaj}i gi 

predvid svojstvata na operaciite sobirawe i mno`ewe na realni 

broevi,  dobivame    

11 22 33 21 32 13 31 12 23

31 22 13 21 12 33 11 32 23

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

    

   
 

   
21 32 13 12 33 22 11 33 31 13

23 31 12 11 32

a (a a a a ) a (a a a a )

a (a a a a )

    

  
 

   
32

12
21

a

a
a   22

33

13
a

a

a


31

11

a

a
  23

33

13
a

a

a


31

11

a

a
  

12

32

a

a
  

            21 21 22 22 23 23a A a A a A .    

Slu~aite za 3,1i   i 3,2,1j   se doka`uvaat analogno.■  

Gornata teorema mo`e da ja koristime za presmetuvawe na 

vrednosta na determinanta od tret red.  

Primer 1. Razvivaj}i ja determinantata  

5

1

3

   

3

4

2





   

1

2

1

  

po elementite na prvata redica dobivame  

5

1

3

   

3

4

2





   

1

2

1


4

3
3




   )2(
1

2

5

1
  1

1

2

5

1
  

4

3
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           3 10 2 ( 11) 1 ( 17) 9.           

        Razvivaweto na determinantata e korisno da se vr{i po onaa 

redica ili kolona koja sodr`i nulti elementi.   

Primer 2. Imame deka  

1

0

2

 

0

8

0

 22
322212 )1(8A0A8A0

5

2

3


1

2
  .56

5

3
  

 

  Zada~i za samostojna rabota 

 1. Izberi edna determinanta od tret red i zapi{i gi site 

nejzini minori i algebarski komplementi.  

2. Presmetaj gi determinantite so razvivawe po elementite 

na nekoja od redicite:        

     a)  

631

321

111

,                b)  

011

101

110

,               v)  .

bac

acb

cba

  

3. Presmetaj gi determinantite so razvivawe po elementi-

te na nekoja od kolonite:                

    a)  

987

654

321

,                 b)  

812516

954

111

,            v)  

xzy

yxz

zyx

,  

kade ,x ,y z se proizvolno dadeni realni broevi.  
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       1.3.3. Svojstva na determinantite od tret red 

Determinantite od tret red gi imaat slednive svojstva: 

 

     

  

 

  

 

Navistina, da ja ozna~ime so    determinanatata od levata 

strana na ravenstvoto, a so  determinantata od desnata strana 

na ravenstvoto. Ako determinantata   ja razvieme po elementite 

na prvata redica, a 
_

  – po elementite na prvata kolona, 

dobivame 

131312121111 AaAaAa    i  ,AaAaAa 131312121111    

od kade {to sleduva . ■   

     

  

 

 Na primer, ako  

31

21

11

a

a

a

  

32

22

12

a

a

a

 

33

23

13

a

a

a

,  

Svojstvo 1. Determinantata ne ja menuva vrednosta, ako redicite 

se zamenat so koloni, zapazuvaj}i go redniot broj; zna~i  

.

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

332313

322212

312111

333231

232221

131211

   

 

Svojstvo 2. Pri zamena na mestata na dve redici (koloni), vred-

nosta na determinantata go menuva svojot znak vo sprotiven. 
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toga{ mo`e da se smeta deka  



33

23

13

a

a

a

 

32

22

12

a

a

a

 

31

21

11

a

a

a

  

e dobiena od determinantata   so zamena na mestata na prvata i 

na tretata kolona. Razvivaj}i ja determinantata 
_

  po elementite 

na prvata kolona, dobivame 

      
32

22
13

_

a

a
a    23

31

21
a

a

a


32

12

a

a
  33

31

11
a

a

a


22

12

a

a
  

21

11

a

a
 

 )aaaa(a)aaaa(a)aaaa(a 122122113312313211232231322113  

31

21
13

a

a
a   23

32

22
a

a

a


31

11

a

a
  33

32

12
a

a

a


21

11

a

a
  

22

12

a

a
. 

Razvivaj}i ja sega determinantata   po elementite na tretata 

kolona, dobivame              

31

21
13

a

a
a   23

32

22
a

a

a


31

11

a

a
  

21

11
33

32

12

a

a
a

a

a
   

22

12

a

a
.   

Zna~i, .
_

    

To~nosta na ostanatite slu~ai se proveruva analogno.■ 

     

  

 

Navistina, ako vo determinantata   dvete ednakvi redici 

si gi zamenat mestata, vrednosta na determinantata ostanuva 

ista, no spored svojstvoto 2, vrednosta na determinantata mora 

Svojstvo 3. Determinanta so dve ednakvi redici (koloni) ima 

vrednost nula.  
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da go promeni znakot vo sprotiven. Zatoa, mora da bide  , 

ili .02   Ottuka, sleduva deka 

.0 ■   

     

 

 

Navistina, so razvivawe na determinantata   po redicata 

(kolonata), vo koja site elementi se nula, dobivame  

.0 ■ 

 

     

 

 Na primer, ako elementite od prvata kolona imaat zaedni~-

ki mno`itel ,k  toga{ imame deka 

31

21

11

ka

ka

ka

  

32

22

12

a

a

a

 k

a

a

a

33

23

13



31

21

11

a

a

a

 

32

22

12

a

a

a

 .

a

a

a

33

23

13

  

Navistina, so razvivawe na determinantata   po elementi-

te na prvata kolona dobivame deka  

).AaAaAa(kAkaAkaAka 313121211111313121211111  ■ 

 

 

Svojstvo 4. Ako site elementi na edna redica (kolona) se nulti, 

toga{ vrednosta na determinantata e ednakva na nula. 

Svojstvo 5. Determinanta se mno`i so broj koga so toj broj }e se 

pomno`at site elementi na edna ista redica (kolona).  
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Navistina, bez gubewe na op{tosta mo`e da pretpostavime  

21

21

11

ka

a

a



22

22

12

ka

a

a

23

23

13

ka

a

a

.    

Povikuvaj}i se prvo na svojstvoto 5, a potoa na svojstvoto 3, 

dobivame   

21

21

11

a

a

a

k

22

22

12

a

a

a

.00k

a

a

a

23

23

13

 ■ 

 

     

  

 

 

 

 

 

 

Svojstvo 6. Ako soodvetnite elementi na dve redici (koloni) se 

proporcionalni, toga{  vrednosta na determinantata e ednakva 

na nula. 

 Svojstvo 7.  Ako sekoj element na nekoja redica (kolona) na deter-

minantata   e zbir od (kone~en broj) n  sobiroci, toga{   mo`e da 

se pretstavi kako zbir  

( n21 ....  )  

od n  determinanti, vo koi site elementi so isklu~ok na elemen-

tite od  odnosnata redica (kolona) se isti kako vo .  Vo prvata 

determinanta – sobirok ( 1 ) odnosnata redica (kolona) se sostoi 

od prvite sobiroci, vo vtorata se sostoi od vtorite, itn. i vo 

n tata se sostoi od n tite sobiroci. 

 



 

1. Determinanti i sistemi linearni ravenki  

 

 34

Na primer za da se utvrdi ravenstvoto  

333

222

111

psa

psa

psa







 

3

2

1

b

b

b

 

3

2

1

c

c

c

3

2

1

a

a

a

 

3

2

1

b

b

b

 

3

2

1

c

c

c

3

2

1

s

s

s

 

3

2

1

b

b

b

 

3

2

1

c

c

c

3

2

1

p

p

p

 

3

2

1

b

b

b

 

3

2

1

c

c

c

  

dovolno e po~etnata determinanta da ja razvieme po elementite 

na prvata kolona.■  

     

  

 

  

Na primer, so posledovatelno koristewe na svojstvoto 7, na 

svojstvoto 5 i na svojstvoto 3,  imame deka 

3231

2221

1211

kaa

kaa

kaa







  

32

22

12

a

a

a

  

33

23

13

a

a

a

31

21

11

a

a

a

 

32

22

12

a

a

a

 k

a

a

a

33

23

13



32

22

12

a

a

a

 

32

22

12

a

a

a

 

33

23

13

a

a

a

 

                        

11

21

31

a

a

a

  

32

22

12

a

a

a

 .

a

a

a

33

23

13

■ 

 

 

  

 

 

Svojstvo 8. Ako kon elementite na edna redica (kolona) na deter-

minantata se dodadat soodvetnite elementi na druga redica (ko-

lona) prethodno pomno`eni so eden ist broj ,k  toga{ ne se menuva 

vrednosta na determinantata.    

Svojstvo 9. Ako elementite na edna redica (kolona) na determi-

nantata se linearni kombinacii na soodvetnite elementi na 

drugite dve redici (koloni), toga{ vrednosta na determinanta-

ta e ednakva na nula.  
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Na primer, so primena na svojstvoto 7 i na Svojstvoto 6, do-

bivame deka 

31

21

11

a

a

a

 

32

22

12

a

a

a

 







3231

2221

1211

yaxa

yaxa

yaxa

31

21

11

a

a

a

 

32

22

12

a

a

a

 

31

21

11

xa

xa

xa

31

21

11

a

a

a

 

32

22

12

a

a

a 12

22

32

ya

ya

ya

             

0 0 0.   ■ 

 

  

 

 

Za proverka na ova svojstvo, elementite na tretata kolona 

}e gi pomno`ime soodvetno so algebarskite komplementi na ele-

mentite od prvata kolona, odnosno }e poka`eme deka va`i ra-

venstvoto   

13 11 23 21 33 31a A a A a A 0.    

Bidej}i algebarskite komplementi na elementite od prvata ko-

lona se formiraat bez upotreba na elementite od taa kolona, za 

koi bilo broevi ,x ,y z  va`i ravenstvoto   

z

y

x

  

32

22

12

a

a

a

  .zAyAxA

a

a

a

312111

33

23

13

  

Posebno za ,ax 13  ,ay 23  ,az 33  dobivame deka 

Svojstvo 10. Zbirot na proizvodite na elementite na koja bilo 

redica (kolona) so soodvetnite algebarski komplementi na ele-

mentite od druga redica (kolona) e ednakov na nula.  
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33

23

13

313321231113

a

a

a

AaAaAa   

32

22

12

a

a

a

 .0

a

a

a

33

23

13

 ■ 

  

Zada~i za samostojna rabota 

1.  Koristej}i gi svojstvata na determinanta od tret red, naj-

di gi vrednostite na slednive determinanti: 

              a) 

763

584

321

;                 b) 

6481

4971

2551

;                    v) .

963

1284

321

 

 2. Determinanta od oblik  

     

33

2322

131211

a00

aa0

aaa

  

se narekuva gornotriagolna. Poka`i deka vrednosta na ovaa 

determinanta e ednakva na .aaa 332211    

 3. Koristej}i gi svojstvata na determinanta, slednite de-

terminanti dovedi gi do gornotriagolna forma, a potoa presmetaj 

gi nivnite vrednosti:   

                 a) 

112

101

021

 ;              b) 

761

541

321

;                v)  .

112

101

110
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1.4. Sistem od tri linearni ravenki  

              so tri nepoznati   

Determinantite od tret red, analogno na determinantite 

od vtor red, mo`e da gi koristime za poednostavno zapi{uvawe 

na slo`eni formuli i uslovi, kako i za re{avawe na sistemi od 

tri linearni ravenki so tri nepoznati.   

 

 

1.4.1. Re{enie na sistemot i  

          Kramerovi formuli 

Neka e daden op{t sistem od tri linearni ravenki so tri 

nepoznati, ,x  ,y  ,z  vo koj {to koeficientite na sistemot od 

prakti~ni pri~ini se ozna~eni so ista bukva i dva indeksi, ,a ij  

,3,2,1j,i   a slobodnite ~lenovi so ,bi :3,2,1i   

.

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

3333231

2232221

1131211















                                           (1)  

Koeficientite pred ,x ,y z  obrazuvaat determinanta na 

sistemot, ozna~ena so ,    

31

21

11

a

a

a

  

32

22

12

a

a

a

 ,

a

a

a

33

23

13

 

Determinantite 
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3

2

1

x

b

b

b

  

32

22

12

a

a

a

 ;

a

a

a

33

23

13

  

31

21

11

y

a

a

a

  

3

2

1

b

b

b

 ;

a

a

a

33

23

13

   

31

21

11

z

a

a

a

  

32

22

12

a

a

a

 

3

2

1

b

b

b

, 

se narekuvaat determinanti na nepoznatite ,x ,y ,z  soodvetno.  

Da se re{i sistemot zna~i da se najdat vrednosti na nepoz-

natite, ako postojat, koi gi zadovoluvaat trite ravenki na sis-

temot i pretstavuvaat negovo re{enie ili da se utvrdi protiv-

re~nost na sistemot.   

Da pretpostavime deka sistemot (1) ima re{enie ).z,y,x( 000  

Toga{ ravenstvata  

   

3033032031

2023022021

1013012011

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa







                              (1’) 

pretstavuvaat identiteti.  

Neka ,A11  ,A 21  31A  se algebarski komplementi na elemen-

tite ,a11  21a  i ,a31  soodvetno. So mno`ewe na dvete strani vo pr-

voto ravenstvo vo (1’) so ,A11  na vtoroto  ravenstvo so ,A 21 a tre-

toto so ,A31  i so sobirawe na nivnite soodvetni strani, dobivame 

deka 

0 11 11 21 21 31 31 0 12 11 22 21 32 31x (a A a A a A ) y (a A a A a A )       

                                                0 13 11 23 21 33 31z (a A a A a A )     

                                                .AbAbAb 313212111   

Soglasno so svojstvata na determinanta, imame deka  

,AaAaAa 313121211111     
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,0AaAaAa 313221221112     

0AaAaAa 313321231113   i  

313212111 AbAbAb 

3

2

1

b

b

b

  

32

22

12

a

a

a

 .

a

a

a

x

33

23

13

   

So toa poka`avme deka  

.x x0   

Analogno, mno`ej}i gi ravenstvata na (1’) soodvetno so alge-

barskite komplementi na elementite od vtorata kolona na deter-

minantata   i potoa sobiraj}i gi nivnite soodvetni strani, doa-

|ame do ravenstvoto  

.y y0    

Sli~no, mno`ej}i gi ravenstvata na (1’) soodvetno so alge-

barskite komplementi na elementite od tretata kolona na   i 

sobiraj}i gi soodvetnite strani na dobienite ravenstva, go dobi-

vame i ravenstvoto  

.z z0   

Spored toa, trojkata broevi ),z,y,x( 000  za koja{to pretposta-

vivme deka e re{enie na dadeniot sistem (1), pretstavuva re{e-

nie i na sistemot ravenki 

 .

z

y

x

z

y

x















                                                            (2) 
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Da premineme na utvrduvawe na re{enijata na dadeniot sis-

tem  linearni ravenki.  

Slu~aj I Neka  

.0  

Toga{ sistemot (2) ima edinstveno re{enie taka {to mora da 

bide 

,x x
0




   ,y

y

0



    .z z

0



                         (3) 

Zna~i, za 0  sleduva deka re{enieto )z,y,x( 000  e edinst-

veno i e ednakvo na 






















 zyx ,,   

{to zna~i deka i (1) ima edinstveno re{enie. Toga{ (1) i (2) se 

ekvivalentni sistemi.  

Spored toa, to~na e slednava teorema na Kramer za sistem 

od tri linearni ravenki so tri nepoznati:  

 

 

     

 

 

 

 Teorema 1. Ako determinantata   na sistemot (1) e razli~na od 

nula, toga{ toj sistem ima edinstveno re{enie, opredeleno so 

formulite  

,x x
0




   ,y

y

0



    .z z

0
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Formulite (3) se narekuvaat Kramerovi formuli, a re{e-

nie dobieno so primena na ovie formuli se veli deka e dobieno 

so Kramerovo pravilo.  

Primer 1. Sistemot ravenki  















3z5y4x

2zyx3

1z4y3x2

  

ima edinstveno re{enie ),0,1,1(  bidej}i ,04   ,4x   4y   i 

,0z   taka {to  dobivame  

,1
4

4
x x

0 



  ,1

4

4
y

y

0 



  .0

4

0
z z

0 



   

Slu~aj II Neka  

.0  

II1  Barem edna od determinantite  

x 0   ili y 0   ili z 0.    

Neka, na primer x 0.   Ako sistemot (1) ima re{enie )z,y,x( 000  

toga{ toa bi moralo da bide re{enie i na sistemot (2), odnosno   

,0x0 x0   ,y y0   .z zz0    

Prvoto ravenstvo pretstavuva protivre~nost, {to zna~i deka ne e 

mo`no postoewe na re{enie na (1), odnosno  sistemot (1) e protiv-

re~en.  

Primer 2. Sistemot ravenki  
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0z5y4x

2zyx3

1z4y3x2

  

e protivre~en bidej}i ,0  a .01x   

II2 Neka  

.0zyx    

]e poka`eme deka vo ovoj slu~aj sistemot ravenki (1) ima 

beskrajno mnogu re{enija ili e protivre~en.   

Da gi ispitame site slu~ai vo koi ~etirite determinanti na 

sistemot }e imaat  vrednost nula.  

  O~igledna situacija nastanuva ako site koeficienti i 

slobodniot ~len na barem edna ravenka se ednakvi na nula. Neka, 

na primer, bez gubewe na op{tosta vo (1)  

.0baaa 3333231    

Toga{  tretata ravenka ima oblik  

0z0y0x0   

i e ispolneta za sekoja trojka realni broevi ).z,y,x(  Pritoa 

re{enie na (1) e sekoe re{enie na sistemot od prvite dve ravenki  









2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa
 

za koj{to znaeme deka ima beskone~no mnogu re{enija ili e pro-

tivre~en.   
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  Neka barem eden koeficient vo barem edna ravenka na sis-

temot (1) e razli~en od nula, na primer,  

.0a 33    

Toga{ tretata ravenka mo`e da se re{i po ,z odnosno da se 

zapi{e vo vid 

y
a

a
x

a

a

a

b
z

33

32

33

31

33

3   

i koristej}i go ova, z  mo`e da se eliminira od prvata i od vto-

rata ravenka na (1). Pritoa, ovie dve ravenki se sveduvaat vo ra-

venki od oblik  

                  
33

3
131

33

32
1312

33

31
1311

a

b
aby

a

a
aax

a

a
aa 

















  

                  
33

3
232

33

32
2322

33

31
2321

a

b
aby

a

a
aax

a

a
aa 

















  

i dvete zaedno pretstavuvaat sistem od dve linearni ravenki so 

dve nepoznati, koj mo`e da se zapi{e kako {to sleduva:  









3233323223332231233321

3133313213331231133311

baaby)aaaa(x)aaaa(

baaby)aaaa(x)aaaa(
 

ili koristej}i determinanti  

.

ab

ab
y

aa

aa
x

aa

aa

ab

ab
y

aa

aa
x

aa

aa

333

232

3332

2322

3331

2321

333

131

3332

1312

3331

1311
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Determinantata na ovoj sistem se sveduva na 33a  i od 

pretpostavkata 0  sleduva deka .0a 33   Ottuka sistemot ili e 

protivre~en i toga{ i (1) e protivre~en, ili ima beskrajno mnogu 

re{enija )y,x(  i za sekoe konkretno )y,x( 00  trojkata ),z,y,x( 000  

odnosno 

0x ,  0y ,  0
33

32
0

33

31

33

3
0 y

a

a
x

a

a

a

b
z   

pretstavuva konkretno re{enie na (1), {to zna~i deka (1) ima 

beskrajno mnogu re{enija.   

Pogornata diskusija mo`e da se rezimira vo slednava teore-

ma: 

 

 

     

 

Primer 3. Vrednosta na determinantata na sistemot  















6z3y9x3

4z2y6x2

2zy3x

  

e ednakva na nula, {to zna~i deka sistemot ima beskrajno mnogu 

re{enija ili e protivre~en. Uo~uvaj}i deka pritoa sistemot mo`e 

da se zapi{e kako  

Teorema 2. Ako determinantata na sistemot (1) e nula, toga{ toj 

sistem ima ili beskrajno mnogu re{enija ili e protivre~en.  
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32)zy3x(3

22)zy3x(2

2zy3x

  

zaklu~uvame deka dvete posledni ravenki se izli{ni i toga{ 

re{enijata na sistemot se re{enijata ravenkata na 2zy3x   

koja{to ima beskrajno mnogu re{enija; trojkata  

,x  ,y  y3x2z    

mo`e da se smeta za op{to re{enie na sistemot za proizvolno 

izbrani realni broevi ,x .y  

Primer 4. Sistemot   















4z4y4x8

6z3y3x6

3zyx2

  

mo`e da se zapi{e vo vid  

,

14)zyx2(4

23)zyx2(3

3zyx2















  

koj {to e ekvivalenten so  

.

1zyx2

2zyx2

3zyx2















  

Posledniot sistem o~igledno e protivre~en, {to zna~i deka 

i dadeniot sistem e protivre~en. Pritoa, imame deka  

 0zyx    
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bidej}i sekoja od ovie determinanti ima barem dve proporcio-

nalni koloni.  

Primer 5. Neposredno za sistemot   















10z3y4x5

1z2yx

8zy2x3

 

se dobiva deka ,0  no vedna{ ne mo`e da se uo~i dali toj e pro-

tivre~en ili ima beskrajno mnogu re{enija. Za da go utvrdime toa 

mo`e da postapime na sledniov na~in. Bidej}i koeficientite na 

sistemot se razli~ni od nula, izbiraj}i go, na primer, brojot (-1) 

pred z  vo prvata ravenka, taa mo`e da se zapi{e vo ekvivalenten 

vid ,8y2x3z    koj{to mo`e da se iskoristi za eliminirawe 

na nepoznatata z  od vtorata i vo tretata ravenka na sistemot. 

Taka se dobiva sistem od dve ravenki so dve nepoznati  









34y10x14

17y5x7
  

ili, ekvivalentno  









172)y10x7(2

17y5x7
  

koj{to o~igledno ima beskrajno mnogu re{enija. Kako op{to 

re{enie mo`e da se zeme, na primer  

,tx   
17 7t

y ,
5


  

t 6
z .

5
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Zada~i za samostojna rabota  

1. Re{i gi sistemite linearni ravenki: 

     a) 














12z2y5x4

6z3y2x

9zy3x2

;    b) 














1z5y3x2

2z4yx3

5zy2x

;                

   v) .

2z4y3x

3zy2x3

1z3yx4















 

2. Doka`i deka sistemot linearni ravenki  

   














2zayx2

0azy2x

1zyx

  

za sekoja vrednost na parametarot a ima edinstveno re{enie. Naj-

di go toa re{enie. 

3. Ispitaj za koi vrednosti na parametarot a sistemot ra-

venki  

    














5z2yx

20zy2ax

8zayx2

 

     a) ima beskrajno mnogu re{enija;        

    b) e protivre~en;    

     v) ima edinstveno re{enie. 
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 4. Pri pretpostavka deka sistemite imaat re{enie i pritoa 

site izrazi vo imenitelite se razli~ni od nula, so voveduvawe 

soodvetna smena, najdi gi re{enijata 

  a) 










































5
yz3

3

x2y

2

zyx

15

3
yz3

1

x2y

4

xyx

6

1
yz3

1

x2y

6

zyx

3

;                        

  b)  .

1
z2x

6

z3y

10

2
z3y

5

yx

6

0
z2x

4

yx

12

































  

 

 

1.4.2. Gausov metod 

 Za numeri~ko re{avawe na sistem linearni ravenki so dve 

nepoznati, poznati se metodot na sprotivni koeficienti i me-

todot na zamena. I dvata metoda mo`e da se primenat i za sis-

temi linearni ravenki so tri nepoznati, no praktikata poka`ala 

deka vo toj slu~aj najefikasno e da se koristi metod koj e kombi-

nacija na ovie dva metoda, i se narekuva Gausov metod, vo ~est na 

slavniot germanski matemati~ar Karl  Fridrih Gaus.   
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Neka e daden sistem od tri linearni ravenki so tri promen-

livi 















3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

.                               (1) 

  Mo`e da pretpostavime deka ,0a11   bidej}i vo sprotivno, 

prvata ravenka mo`e da si go zameni mestoto so vtorata ili so 

tretata taka {to koeficientot pred x  da bide nenulti. Ako site 

koeficienti pred x  se ednakvi na nula, toga{ bi imale sistem so 

dve nepoznati.   

  Prvata ravenka pomno`ena so 
11

21

a

a
  ja dodavame na 

vtorata ravenka, a potoa pomno`ena so 
11

31

a

a
  ja dodavame na 

tretata ravenka.  

Toga{ koeficientite pred x  vo vtorata i vo tretata ra-

venka stanuvaat nula, odnosno dobivame ekvivalenten sistem od 

oblik 

.

'bz'ay'a

'bz'ay'a

bzayaxa

33332

22322

1131211















     

  Ako ,0'a 22   toga{ vtorata ravenka pomno`ena so 
22

32

'a

'a
  ja 

dodavame na tretata ravenka.  

So toa dobivame ekvivalenten sistem na pogorniot, no i na 

po~etniot, od oblik  



 

1. Determinanti i sistemi linearni ravenki  

 

 50

   














333

22322

1131211

"bz"a

'bz'ay'a

bzayaxa

.                             (2a) 

 Ako ,0'a 22   no ,0'a 32   toga{ vtorata i tretata ravenka si 

gi menuvaat svoite mesta, pa povtorno mo`eme sistemot da go do-

vedeme do oblikot (2a).  

 Ako pak, ,0'a'a 3222   toga{ go imame sistemot  















333

223

1131211

"bz"a

'bz'a

bzayaxa

, 

pa gledame koj od koeficientite 23'a  i 33'a  e razli~en od nula. 

Ako na primer, ,0'a 23   vtorata ravenka pomno`ena so soodveten 

koeficient ja dodavame na tretata ravenka i pritoa dobivame 

ekvivalenten sistem od oblik    















3

223

1131211

'''bz0

'bz'a

bzayaxa

.                          (2b) 

Ako pak ,0'a'a'a'a 33322322   toga{ go imame sledniot ekvi-

valenten sistem 















3

2

1131211

'''bz0

'bz0

bzayaxa

.                  (2v) 

Vo sekoj slu~aj, sistemot (1) e ekvivalenten so eden od siste-

mite (2a), (2b) i (2v). 

  Re{enie na sistemot (2a):   
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Slu~aj 1. Ako ,0''a 33   toga{ od tretata ravenka ednozna~no 

se opredeluva ,z a potoa taka dobienata vrednost na z  se 

zamenuva vo vtorata ravenka. Bidej}i ,0'a 22   y  ednozna~no se 

opredeluva od vtorata ravenka, pa taka najdenite y  i z  se 

zamenuvaat vo prvata ravenka. Bidej}i ,0'a 11   i x  se opredeluva 

ednozna~no. Zna~i, sistemot  (1) ima edinstveno re{enie.  

Slu~aj 2. Ako ,0''a 33   no ,0''b 3   sistemot (2) e protivre~en.   

Slu~aj 3. Ako ,0''b''a 333   poslednata ravenka na sistemot 

(2a) e izli{na i ja otfrlame bidej}i se sveduva na .00   Zemaj}i 

potoa proizvolna vrednost t  za z  vo vtorata ravenka, dobivame 

ednozna~no re{enie za y  bidej}i ,0'a 22    

.u
'a

t'a'b
y

22

232 


   

Potoa  se vra}ame na prvata ravenka od koja se dobiva ednozna~no  

;
a

tauab
x

11

13121 
    

bidej}i .0a11   Zna~i vo ovoj slu~aj sistemot (1) ima beskrajno 

mnogu re{enija.  

  Re{enie na sistemot (2b): 

Slu~aj 1. Ako ,0'''b 3   toga{ sistemot e protivre~en. 

Slu~aj 2. Ako ,0'''b 3   toga{ tretata ravenka ja otfrlame ka-

ko izli{na, od vtorata dobivame  

0
23

2 z
'a

'b
z    
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i izbiraj}i za y  proizvolna vrednost t  od prvata ravenka nao-

|ame ednozna~no re{enie za ,x   

11

013121

a

zatab
x


 .          

  Re{enie na sistemot (2v): 

Slu~aj 1. Ako 0'b 2   ili ,0'''b 3  toga{ sistemot e protivre-

~en.  

Slu~aj 2. Ako  

,0'''b'b 32    

toga{ vtorata i tretata ravenka se izli{ni. Vo prvata ravenka 

zemame proizvolni vrednosti t  i u  za y  i ,z  soodvetno, a potoa 

x  se opredeluva ednozna~no bidej}i ,0a11    

.
a

uatab
x

11

13121 
  

Ne e te{ko da se naseti deka pogorniot tek na odvivawe na 

presmetuvawata (algoritam) na Gausoviot metod  ne  e edinstven. 

Izborot na algoritamot ~esto go vr{ime koristej}i ja specifi-

kata na sistemot.   

Primer 1. Za da se re{i sistemot  















1z3y3x2

0zx

1zyx2

  

zabele`uvame deka toj e ekvivalenten so  
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1z3y3x2

1zyx2

0zx

 

koj{to so primena na opi{aniot algoritam od svoja strana e 

ekvivalenten  ( ) so  















1zy3

1zy

0zx

  














4z4

1zy

0zx

 . 

Od posledniot sistem posledovatelno dobivame ,1z   ,0y   

.1x   Pritoa, gi promenivme mestata na prvite dve ravenki, za da 

dobieme ,1a11   i da go izbegneme deleweto so .a11  

Primer 2. Re{avaweto na sistemot   















4z5yx

2zyx

1z2y

  

se odviva kako {to sleduva  















4z5yx

1z2y

2zyx

  














2z4y2

1z2y

2zyx

  














4z0y0

1z2y

2zyx

. 

Tretata ravenka vo posledniot sistem e protivre~na i zatoa razg-

leduvaniot sistem e protivre~en. 

Primer 3. Primenuvaj}i go Gausoviot metod za sistemot   















12z9y3x3

2z4y2x2

3z2yx
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dobivame ekvivalentni sistemi  















3z3

8z8

3z2yx

  .
8z8

3z2yx








  

Od poslednata ravenka na posledniot sistem dobivame .1z   

Potoa, izbiraj}i proizvolna vrednost ty   za x  dobivame .t1x   

Zna~i, sistemot ima beskrajno mnogu re{enija:  

,t1x   ,ty   1z  ,  za sekoj realen broj .t  

                           

Zada~i za samostojna rabota  

 So pomo{ na Gausoviot metod re{i gi slednite sistemi:

 1.  .

5zy7x4

4zy5x3

9z3yx2















                     2. .

3z2y2x

3z4y7x3

10z5y3x2















      

            3.  .

1z2y5x4

1z2y3x3

3z4y6x5















                  4. .

3z2y3x5

1z3y2x6

4z2y3x4















  

5. .

1z5y2x2

10z2y4x3

2z3y2x5















                 6. .

12z2y5x4

6z3y2x

9zy3x2















     

7. .

5z5y3x2

8z2yx4

10z3y2x















                      8. .

7y4x3

11zx2

4z3yx
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1.5. Homogen sistem od tri linearni ravenki  

              so tri nepoznati  

Sistemot linearni ravenki 

       














0zayaxa

0zayaxa

0zayaxa

333231

232221

131211

          (1) 

vo koj slobodnite ~lenovi vo site ravenki se ednakvi na nula, se 

vika homogen sistem od tri linearni ravenki so tri nepoz-

nati. 

O~igledno e deka sekoj homogen linearen sistem (1) sekoga{ 

ima takanare~eno nulto ili trivijalno re{enie ,0x  ,0y  .0z   

Zatoa e od interes da ispitame vo koi slu~ai homogeniot sistem 

linearni ravenki (1) ima i nenulti re{enija. 

]e poka`eme deka va`i slednava teorema:  

 

 

     

 

 

Dokaz. Neka sistemot (1) ima nenulto re{enie ).z,y,x( 111  Ako 

determinantata na sistemot (1) e razli~na od nula, odnosno ako 

,0  toga{ soglasno so teoremata na Kramer sistemot (1) ima 

edinstveno re{enie i toa mora da bide nultoto re{enie. Spored 

Teorema 1. Homogeniot sistem (1) od tri linearni ravenki so 

tri nepoznati ima nenulti re{enija, ako i samo ako determinan-

tata na sistemot (1) e ednakva na nula;  

.0   
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toa, pri 0  doa|ame do protivre~nost so pretpostavkata deka 

sistemot (1) ima nenulto re{enie. Zna~i, .0  

Obratno, neka .0  Vo toj slu~aj, bidej}i sistemot (1) ne e 

protivre~en (ima nulto re{enie), mo`e da zaklu~ime deka 

sistemot (1) ima beskone~no mnogu nenulti re{enija.  Ne e te{ko 

da se uo~i, deka zaedno so sekoe nenulto re{enie ,x o  ,y0  0z  na 

sistemot (1), za sekoj realen broj t i trojkata ,tx o  ,ty0  0tz  pretsta-

vuva re{enie na (1). ■  

Se postavuva pra{aweto pri uslov 0  kako da dojdeme do 

nenultite re{enija na homogeniot sistem (1).   

Sekako, barem eden koeficient na sistemot (1) e razli~en 

od nula (vo sprotivno sekoja trojka realni broevi pretstavuva re-

{enie za sistemot). Bez gubewe na op{tosta mo`e da pretposta-

vime deka .0a11   Toga{ prvata ravenka mo`e da se zapi{e vo 

oblikot 

z
a

a
y

a

a
x

11

13

11

12    

i koristej}i go ova ravenstvo, x  mo`e da se eliminira od vtorata 

i od tretata ravenka i taka da se dobie sistem od dve linearni 

ravenki so dve nepoznati y  i ,z   



















































0z
a

a
aay

a

a
aa

0z
a

a
aay

a

a
aa

11

13
3133

11

12
3132

11

13
2123

11

12
2122

 

koj{to se sveduva vo oblik  
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0z
aa

aa
y

aa

aa

0z
aa

aa
y

aa

aa

3331

1311

3231

1211

2321

1311

2221

1211

 

ili, kratko  

.
0zy

0zy

2223

3233








 

Ako site koeficienti na posledniot sistem (determinanti-

te ,33 ,32 ,23 22 ) se ednakvi na nula, toga{ za proizvolno izb-

rani realni broevi t i ,u  od koi barem eden e nenulti, trojkata  

,u
a

a
t

a

a
x

11

13

11

12  ,ty  uz    

pretstavuva nenulto re{enie na po~etniot sistem (1).  

Ako barem eden koeficient, na primer ,033   toga{ za 

sekoja nenulta vrednost u  na ,z  za  

,uy
33

32
0




  u

a

a
u

a

a
x

11

13

33

32

11

12
0 




 ,  u  

,x 0  ,y0 u  pretstavuva netrivijalno re{enie na sistemot (1).  

Primer 1. Sistemot  linearni ravenki   















0z3yx

0zy2x

0zyx

  

nema nenulto re{enie bidej}i .02                         

Primer 2. Sistemot linearni ravenki   
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0z3y2x4

0zyx2

0z2y3x6

  

ima beskrajno mnogu re{enija bidej}i  

4

2

6

   

2

1

3

  0

3

1

2

 .  

Za da gi najdeme nenultite re{enija postapuvame na sledniov 

na~in: Od vtorata ravenka na sistemot se dobiva yx2z   i so 

zamena na z  so izrazot yx2   prvata i tretata ravenka se svedu-

vaat na ravenkite 0yx2   i .0yx2   Ottuka za proizvolno 

izbran realen broj t  trojkata  

,tx   ,t2y   0z    

pretstavuva re{enie na sistemot.  

 

Zada~i za samostojna rabota  

1. Najdi gi site re{enija na sistemot homogeni linearni 

ravenki: 

    a) 














0zyx

0z2y4x

0z3y7x3

;                      b) .

0353

072

02















zyx

zyx

zyx

  

2. Za koi vrednosti na parametarot a, sistemot homogeni 

linearni ravenki:  
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0z5yx2

0zy5x4

0az3x

    

}e ima nenulti re{enija? 

3. Doka`i deka za proizvolni vrednosti na ,a b  i ,c  

sistemot  















0cybx

0czax

0bzay

  

ima beskone~no mnogu re{enija.  

 4. Za koja vrednost na parametarot ,a  sistemot   















0azyx

0zayx

0zyax

  

ima barem dve re{enija? 

 

Zada~i za ve`bawe 

1. Presmetaj ja vrednosta na determinantata:  

a) 

2

2

2

22

2

t1

)t1(

t1

t2

t1

t2

t1

)t1(












;                       b) .

t1

t1

t1

t2

t1

t2

t1

t1

2

2

2

22

2













 

2. Re{i go sistemot linearni ravenki: 
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 a) 








1y5x2

2y7x3
;                               b) 









14y8x5

13y7x4
 . 

 3. Doka`i deka ako ,a b  i c  se realni broevi, toga{ raven-

kata  

0
xcb

bxa





  

ima realni koreni.  

 4. Doka`i go ravenstvoto: 

            .0

aaa1

aaa1

aaa1

23

3

23









   

 5. Doka`i go identitetot:   

   .
yy

xx

2

1

1yx

1)yy()xx(

1)yy()xx(

21

21

11

212
1

212
1

212
1

212
1





 

 6. So primena na svojstvata na determinanta presmetaj:  

            

7s5s4s

3s2s1s

111



 .  

 7. Re{i ja neravenkata:   

            .0

3x5

121

2x12









  

 8. Za koja vrednost na ,a sistemot  
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1y2x

ayx2

5y5x3

  

ima re{enie?  

 9. Re{i gi slednite sistemi ravenki so tri nepoznati: 

             a) 














czyx

bzyx

azyx

;                         b) .

cxz

bzy

ayx















  

 10. Re{i go sistemot ravenki: 

              .

aazyx

1zyax

azayx

2













   

 11. So pomo{ na Gausoviot metod re{i gi sistemite ravenki: 

   a) 














5z5y3x2

8z2yx4

10z3y2x

;                      b) .

11zx2

11y4x3

4z3yx















  

 12. Ako daden broj se podeli so zbirot na negovite cifri, se 

dobiva koli~nik .22  Ako cifrite na desetkite i na edinicite si 

gi zamenat mestata, }e se dobie broj {to e za 18  pomal od dade-

niot, a ako cifrite na stotkite i na desetkite si gi zamenat mes-

tata, }e se dobie broj za 360 pogolem od dadeniot broj. Koj e toj 

broj?  

 13. Najdi gi dol`inite na stranite na eden triagolnik, ako 

sumite na parovite od negovite strani se ,cm8 cm9 i .cm11   
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 14. Brojot a  pretstavi go kako zbir od tri broja, taka {to 

prviot e za m  (edinici) pogolem od vtoriot, a n  pati pomal od 

tretiot broj.     

 15. Vo koj slu~aj sistemot ravenki  

              














abbyax

byx

ayx

  

ima re{enie?  

 16. Doka`i deka funkcijata 
dcx

bax




  e konstantna (prima ista 

vrednost za sekoe x  za koe 0dcx  ) ako i samo ako 

               .0
dc

ba
   

 17. Re{i go sistemot ravenki 

              














abc3cz2by4ax5

abc2cz5by6ax3

0czby3ax2

   

za proizvolno dadeni realni broevi ,a ,b  .c  

 Koristej}i gi svojstvata na determinanta, doka`i gi identi-

tetite (18-20): 

18. ).bc)(ac)(ab(

abc1

cab1

bca1

       

19. ).bc)(ac)(ab)(cba(

cba

cba

111

333
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20. ).bc)(ac)(ab)(cabcab(

cba

cba

111

333

222   
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2. Vektori 
 

 Vo matematika, vo fizikata i vo drugite prirodni nauki se 

sre}avame se veli~ini koi se napolno opredeleni so svojot meren 

broj, pri izbrana edinica mera. Takvi se veli~inite: dol`ina na 

otse~ka, plo{tina na geometriska figura, masa na fizi~ko telo, 

temperatura, vreme itn. Ovie veli~ini se vikaat skalarni veli-

~ini ili nakuso, skalari.  

 Pokraj skalarnite veli~ini sre}avame i takvi veli~ini koi 

ne se napolno opredeleni samo so svojot meren broj. Takvi se na 

primer, veli~inite: sila, brzina, zabrzuvawe, ja~ina na magnetno 

pole i drugi. Za nivno opredeluvawe pokraj merniot broj treba da 

gi znaeme i nivniot pravec i nasoka. Navistina, ako re~eme: vete-

rot se dvi`i so brzina od 30km h , samo so toj podatok negovata 

brzina ne e celosno opredelena, bidej}i taa se karakterizira u{-

te i so svojata nasoka: sever-jug, jug-sever, istok-zapad ili nekoja 
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druga nasoka. Ovie veli~ini se vikaat vektorski veli~ini ili 

nakuso, vektori.   

 So skalarnite veli~ini, bidej}i tie se napolno opredeleni 

samo so realnite broevi, }e smetame kako so realni broevi. Me|u-

toa, operaciite so vektorskite veli~ini }e gi definirame poseb-

no. Operaciite nad vektorskite veli~ini }e imaat analogni svoj-

stva so svojstvata na soodvetnite operacii nad realnite broevi. 

Delot od matematikata {to se zanimava so izu~uvawe na vektori-

te, nivnite svojstva i operaciite nad niv se vika vektorska al-

gebra. 

 
 

2.1. Osnovni poimi 

  Neka )B,A(  e podreden par to~ki vo prostorot. To~kata A  ja 

narekuvame po~etna to~ka, a to~kata B  krajna to~ka na podrede-

niot par. Pravecot na parot )B,A(  e opredelen so pravata ,AB  

odnosno pravata koja {to minuva niz to~kite A  i .B  Dva para 

(A,B)  i )D,C(  se paralelni ako nivnite pravci se paralelni. Da 

zabele`ime deka vo toj slu~aj to~kite ,A ,B  C i D  le`at vo ista 

ramnina. Dva paralelni para )B,A(  i )D,C(  imaat ista nasoka ako 

to~kite B  i D  se na ista strana od pravata ,AC  dodeka tie imaat 

sprotivni nasoki ako to~kite B  i D  se na razli~ni strani od 

pravata .AC  Ako to~kite A  i C  se sovpa|aat, toga{ dadenite pa-

rovi imaat ista nasoka ako to~kite B  i D  od pravata AB  se na 

ista strana od to~kata ,A  dodeka tie imaat razli~ni nasoki ako 

to~kite B  i D  se na razli~ni strani od to~kata .A  Ako to~kite 
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,A ,B C  i D  se kolinearni toga{ parovite )B,A(  i )D,C(  imaat 

ista nasoka ako postoi par to~ki )F,E(  (to~kite E  i F  ne le`at 

na pravata AB ),  taka {to parovite )F,E(  i )B,A(  kako i parovite 

)F,E(  i )D,C(  imaat ista nasoka.    

 Podreden par )B,A(  kaj koj{to po~etnata i krajnata to~ka se 

sovpa|aat, ,BA   se  narekuva nula-par. Pravecot i nasokata na 

nula-parot ne se opredeleni. Zatoa nula-parot mo`e da se smeta 

paralelen i so ista nasoka so sekoj podreden par to~ki.   

 Dva podredeni para )B,A(  i )D,C(  se ekvipolentni ako i 

samo ako imaat ista nasoka i ,CDAB   i pi{uvame ).D,C(~)B,A(  

Da zabele`ime deka sekoi dva nula-para se ekvipolentni. Defi-

niranata realacija vo mno`estvoto od podredeni parovi to~ki vo 

prostorot e ekvivalencija, odnosno taa e refleksivna, simetri~-

na i tranzitivna. Taka mno`estvoto od podredeni parovi to~ki e 

razbieno na disjunktni klasi od me|usebe ekvipolentni parovi. 

Sega mo`e da ja usvoime slednava definicija:    

 

         

 

  

Soglasno so definicijata, ako e daden proizvolen vektor, 

toga{ sekoja to~ka vo prostorot e po~etna to~ka na eden par to~ki 

koj pripa|a na dadeniot vektor. Spored toa, sekoj vektor pretsta-

vuva beskone~no mno`estvo od podredeni parovi to~ki koi se pa-

ralelni, imaat ista nasoka i opredeluvaat skladni otse~ki.   

Definicija 1.  Edna klasa od me|usebno ekvipolentni podredeni 

parovi to~ki se narekuva vektor.   
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 Vektorite definirani kako klasa ekvipolentni podredeni 

parovi to~ki se narekuvaat u{te i slobodni vektori, a podrede-

nite parovi to~ki vrzani vektori ili vektori vrzani za to~ka. Za 

vrzan vektor )B,A(  vo idnina }e ja koristime oznakata ).AB(  Slo-

bodnite vektori }e gi ozna~uvame so malite latini~ni bukvi so 

strelka: ,...c,b,a  Pokraj ovaa oznaka slobodniot vektor a  koj{to go 

sodr`i vrzaniot vektor )AB(  }e go ozna~uvame so .AB  Zna~i ako 

 ),...CD(),AB(a   toga{ ....CDABa   Vektorot ~ii{to elementi 

se site nula-parovite se vika nulti vektor i se ozna~uva so .0  

 Pravec i nasoka na sloboden vektor e pravecot i nasokata 

na koj bilo vrzan vektor koj pripa|a na dadeniot sloboden vektor. 

Dva vektori so ist pravec se narekuvaat kolinearni vektori. 

Pri dadena edinica dol`ina, merniot broj na otse~kata AB  

se vika modul ili dol`ina na vrzaniot vektor ).AB(  Modul ili 

dol`ina na sloboden vektor a  e modulot na koj bilo vrzan vektor 

koj{to e element na a  i se ozna~uva so |a| . Sloboden (vrzan) 

vektor so dol`ina 1 se vika edine~en sloboden (vrzan) vektor.  

      Zaradi polesno razbirawe na poimite povrzani so vektori, 

vektorite voobi~aeno se  pretstavuvaat grafi~ki. Vo  taa  smisla,  

vrzan vektor )AB(  se pretstavuva so otse~ka, ~ii{to  krajni  to~ki  

se  A i ,B  koja  zavr{uva so strelka vo to~kata B  (crte` 1).  

 

 

 

Crte` 1                Crte` 2 
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Bidej}i site elementi na daden sloboden vektor a


 (beskone~no 

mnogu vrzani vektori) ne mo`e da gi pretstavime grafi~ki, slo-

bodniot vektor }e go pretstavuvame so eden od vrzanite vektori 

koj mu pripa|a, stavaj}i ja pritoa oznakata na slobodniot vektor 

(crte` 2).  

 Primer 1. Vo pravilniot {estagolnik 654321 AAAAAA  so 

centar vo to~kata O  (crte` 3) se pretstaveni vektorite ,OAi  

,6,...,2,1i   ,AA 1ii  ,5,...,2,1i   i 16AA . Me|u sebe ednakvi se slednive 

parovi vektori:    

        ,AAOA 651           ,AAOA 162           ,AAOA 213   

    ,AAOA 324           ,AAOA 435          .AAOA 546   

    

               

                            

                   

 

 

 

 

Crte` 3 

 

   Zada~i za samostojna rabota  

 1. Ako otse~kite AB  i CD  ne le`at na edna prava, toga{ 

DCAB   ako i samo ako ~etriagolnikot ABCD  e paralelogram.  

Doka`i!  
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 2. Doka`i ja implikacijata: DCAB   .BCAD   

 3. Neka A,O  i B  se tri razli~ni to~ki. Ako to~kata O  e 

sredina na otse~kata ,AB  toga{  .BOOA   Doka`i!  

 4. Neka ABC e daden triagolnik i neka ,M N  i P  se sredini 

na stranite ,AB  BC  i ,CA  soodvetno. To~no li e deka:  

              a) ,AMMB            b) ,BNAP           v) ,BNNC             

              g) ,MNAP             d) ?CPAP   

 5. Neka e daden kvadrat ABCD  ~ii{to dijagonali se se~at vo 

to~kata O  i neka ,a)AB(   ,b)BO(   ,c)DA(   .d)CD(   Koi od sled-

nite iskazi se to~ni:  

             a) ,a)DC(         b) ,a)CD(        v) ,b)OD(           g)  ,c)BC(     

             d)  ,c)CB(         |) ,d)AO(        e) ?c)AD(      

 6. Neka e daden pravoagolnik ABCD  ~ii{to dijagonali se se-

~at vo to~kata .O  Koi od slednive vektori se me|u sebe ednakvi?   

            a) ,a)AB(         b) ,b)BC(        v) ,c)DC(        g) ,d)DA(    

            d) ,m)AO(       | ,n)BO(          e) ,p)OC(       i) q)DO(    

       

 

2.2. Sobirawe na vektori 

 Vo mno`estvoto slobodni vektori }e definirame operacija 

sobirawe na vektori so svojstva analogni na svojstvata na opera-

cijata sobirawe na realni broevi.   
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       2.2.1 Definicija na operacijata sobirawe na vektori 

Neka A,O  i B  se tri proizvolni to~ki vo prostorot. Vrza-

niot vektor )OB(  se narekuva zbir na vrzanite vektori )OA(  i 

)AB(  i pi{uvame ).AB()OA()OB(     

Neka se dadeni vektorite a  i b  (crte` 1). Za da go opredeli-

me  nivniot zbir, postapuvame na sledniov na~in:  

  Izbirame proizvolna to~ka O  vo prostorot.  

  Go  konstruirame vektorot .a)OA(   

  Zemaj}i ja to~kata A  kako po~etna, go konstruirame vektorot  

.b)AB(        

 

 

 

 

 

                                                                                                  

Crte` 1 

Vektorot c  koj{to go sodr`i vrzaniot vektor )OB(  se narekuva 

zbir na vektorite  a  i ,b  nare~eni sobiroci, i pi{uvame   

.bac   

Za da poka`eme deka operacijata sobirawe vektori e dobro 

definirana }e poka`eme deka vektorot c  e nezavisen od izborot 

na  to~kata .O  Za taa cel }e ja povtorime konstrukcijata poa|aj}i 

od koja bilo druga to~ka ,O1  razli~na od to~kata O  (crte` 2). 
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Toga{ ,a)AO( 11   b)BA( 11   i zbirot na vektorite a  i b  e vektorot 

1c   

 

 

 

 

 

Crte` 2 

koj{to go sodr`i vrzaniot vektor ).BO( 11  Bidej}i ~etiriagolnikot 

BBOO 11  e paralelogram, dobivame deka ),BO(~)OB( 11  odnosno 

imame deka .cc 1                

Goreizlo`enata postapka za sobirawe na dva vektori se vika 

pravilo na triagolnik. Vo prodol`enie }e go prou~ime pravilo-

to na paralelogram za sobirawe na dva vektora.     

Neka se dadeni vektorite a  i .b  Za da go opredelime nivniot 

zbir postapuvame na sledniov na~in:  

 Izbirame proizvolna to~ka O  vo prostorot.  

 Gi  konstruirame vektorite ,a)OA(  .b)OB(   

 Niz to~kata A  konstruirame prava paralelna so   pra-

vata ,OB  a niz to~kata B  konstruirame prava paralelna so 

pravata .OA  Prese~nata to~ka na taka dobienite pravi ja ozna-

~uvame so C  (crte` 3).  

Vektorot c  koj{to go sodr`i vrzaniot  vektor )OC(  se nareku-

va zbir na vektorite  a  i .b  Vektorite a  i b  voobi~aeno se nareku-
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vaat komponenti, a vektorot c  se narekuva rezultanten vektor 

ili rezultanta.  

 

 

 

 

 

Crte` 3 

Ako vektorite a  i b  se kolinearni, toga{ mo`ni se slednive 

dva slu~aja (crte` 4).  

a) Vektorite a  i b  imaat ista nasoka. Vo toj slu~aj zbirot 

ba   ima pravec i nasoka kako vektorite a  i ,b  a za modulot  

va`i  ravenstvoto 

.|b||a||ba|    

 

 

 

 

 

 

,a)AA( 1  ,b)BB( 1  ba)BC(          ,a)AA( 1   ,b)BA( 1  ba)AB(    

Crte` 4                                     

b) Vektorite a  i b  imaat sprotivni nasoki. Vo toj slu~aj zbi- 
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rot ba   ima pravec kako i vektorite a  i ,b  nasoka na vektorot so  

pogolem modul, a za  modulot va`i ravenstvoto 

.||b||a|||ba|                                                                                      

Dva kolinearni vektori so ednakvi moduli, a sprotivni 

nasoki se narekuvaat sprotivni vektori. Sprotivniot vektor na 

vektorot a  }e go ozna~uvame so .a  Vektorite AB  i BA  se spro-

tivni, za proizvolno izbrani to~ki A  i .B  Neposredno od defini-

cijata za sprotiven vektor sleduvaat ravenstvata 

0)a(a    i  ,a)a(   za sekoj vektor .a  

                            

Zada~i za samostojna rabota  

 1. Dadeni se dva proizvolni nenulti vektori a  i .b  Konstrui-

raj gi vektorite: 

    a) ;ba                      b) );b(a                 v) );a(b            

            g) );b()a(              d) ).ba(   

 2. Doka`i deka za koi bilo tri to~ki ,A B  i C  va`i ravenst-

voto .0CA)BCAB(   

 3. Neka se dadeni dva vektori a  i b  koi ne se kolinearni. 

Konstruiraj go vektorot ,c  taka {to .0c)ba(   

 4. Neka a  i b  se dva vektori so sprotivni nasoki. Odredi ja 

nasokata i dol`inata na zbirot ,ba   ako  

              a) |;b||a|                 b) |;b||a|                   v) .|b||a|    
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 5. Neka ABCD e paralelogram. Ako ,a)AC(   ,b)DC(   ,c)BC(   

najdi po eden pretstavnik na vektorite  

              a) );c(a                b) );b(a                 v) );a(b               

              g) b ( c); 
 

              d) ).b(c                    

 

 

   2.2.2. Svojstva na operacijata sobirawe na vektori 

Da go ozna~ime so V  mno`estvoto slobodni vektori. ]e doka-

`eme nekoi svojstva na operacijata sobirawe na vektori koi pro-

izleguvaat od samata definicija.   

 

 

 

 

 

         

 

 

 

 

 

         

 Dokaz. )i(  sleduva neposredno od definicijata na operacija-

ta sobirawe na vektori i go iska`uva faktot deka zbir od dva 

vektori e vektor.  

Teorema 1. Neka V  e mno`estvoto slobodni vektori. To~ni se 
slednive tvrdewa: 

          )i(  Za sekoi dva vektori ,a Vb  va`i  .Vba   

          )ii(  Za sekoi tri  vektori ,a Vc,b   va`i  ).cb(ac)ba(    

          )iii(  Za sekoj vektor Va  i za nultiot vektor 0  va`i   

                 .aa00a    

          )iv(  Sekoj vektor Va  ima (edinstven) sprotiven vektor  

                ,Va  taka {to va`i .0a)a()a(a   

           )v(  Za sekoi dva vektori ,a Vb  va`i  .abba   
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Crte` 1 

 )ii(  go iska`uva faktot deka operacijata sobirawe na vek-

tori e asocijativna. Neka ,a)OA(  b)AB(   i c)BC(   (crte` 1). 

Toga{  od praviloto na triagolnik, imame deka 

         ,OCBCOBBC)ABOA(c)ba(   i  

       .OCACOA)BCAB(OA)cb(a      

        )iii(  Ako ,a)AB(   toga{ dobivame deka 

          ,aABBBAB0a   i  

        ,aABABAAa0   

od kade {to sleduva deka nultiot vektor e neutralen element vo 

odnos na operacijata sobirawe na vektori.  

)iv(  Kako {to ve}e spomnavme, za koj bilo vektor a  nemu 

sprotivniot vektor a  gi ima svojstvata 

  0)a(a   i  

.a)a(    

Ova svojstvo go iska`uva faktot deka sekoj sloboden vektor ima 

inverzen vektor vo odnos na operacijata sobirawe na vektori.  
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Crte` 2 

)v(  Neka a)BC(),OA(   i b)AC(),OB(   (crte` 2). Toga{ nao|a-

me deka 

,OCACOAba   i  

.OCBCOBab    

Spored toa,  

,abba    

odnosno sobiraweto na vektori e  komutativno. 

 Od teoremata neposredno sleduva deka mno`estvoto V  vo 

odnos na operacijata sobirawe na vektori e komutativna grupa. 

Asocijativnosta i komutativnosta dozvoluvaat pri sobiraweto na 

vektori:  

 nazna~enite operacii da gi izveduvame po proizvolen redos-

led, 

 pove}e vektori da se zamenat so svojot zbir ili eden vektor 

da se zameni so negoviot zbir.  

 Primer 1. Za sekoi ,a ,b Vc  va`i ).ab(c)cb(a   
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 Navistina, od asocijativnosta i od komutativnosta na opera-

cijata sobirawe na vektori, imame deka 

   ).ab(c)ba(cc)ba()cb(a   

So pove}ekratna primena na praviloto na triagolnik mo`e 

da se najde vektorot-zbir na sekoj kone~en broj vektori. Postap-

kata }e ja ilustrirame so sledniot primer.  

Primer 2. Za da go najdeme zbirot na vektorite ,a1 ,a 2 ,a 3 4a  

i ,a 5  prvo }e gi sobereme vektorite  1a  i .a 2  Neka O  e proizvolna 

to~ka i neka 11 a)OA(   i 221 a)AA(   (crte` 3). Toga{ vektorot   

2OA   e  zbir  na  vektorite  1a   i  ,a 2   odnosno  

.aaOA 212    

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 3           

Ako od krajnata to~ka 2A  na vektorot )OA( 2 , zemena kako po~etna 

to~ka, go konstruirame vektorot 332 a)AA(   dobivame deka  

.a)aa(OA 3213     
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Sega, ako od to~kata 3A  go konstruirame vektorot 443 a)AA(    

imame deka 

.a)a)aa((OA 43214     

Na kraj, go konstruirame  vektorot 554 a)AA(   i go dobivame zbi-

rot na vektorite ,a1 ,a 2  ,a 3  4a  i :a5  

.a)a)a)aa(((OA 543215                                                            

Soglasno so asocijativnosta i so komutativnosta na operaci-

jata sobirawe vektori pogorniot zbir }e se dobie i pri sekoj drug 

redosled na sobirocite. Zatoa, toj mo`e da se zapi{e kako  

54321 aaaaa    

i go pretstavuva vektorot ),OA( 5  odnosno  

5 1 2 3 4 5OA a a a a a .    
     

 

koj{to ja zatvora poligonalnata linija ,AAAAOA 54321  konstrui-

rana so pomo{ na vektorite  

,a)OA( 11   ,a),AA( 221   ,a)AA( 332    

443 a)AA(   i  .a)AA( 554   

Na sli~en na~in, mo`e da go najdeme zbirot na kone~no mnogu 

vektori ,a1 .a,...,a n2  Postapkata so koja se opredeluva zbirot na 

pove}e vektori se vika pravilo na mnoguagolnik.  

 Primer 3. ]e poka`eme deka ~etriagolnikot ABCD  e parale-

logram, ako i samo ako za proizvolna to~ka O  va`i ravenstvoto  

   .ODOBOCOA    
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 Prvo da pretpostavuvame deka ~etriagolnikot ABCD  e para-

lelogram i O e izbrana to~ka (crte` 4). Toga{ va`at slednive ra-

venstva 

   ,OBABOA     ODCDOC     i  ,CDAB    

od kade {to sleduva deka .0CDAB    

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 4 

Ponatamu, od ravenstvata  

    ,ODOB)CDOC()ABOA(    

        ,ODOB)CDAB(OCOA   

dobivame deka  

       .ODOBOCOA   

Obratno, pretpostavuvame deka va`i ravenstvoto  

  .ODOBOCOA     

Od ravenstvata  
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 OBCBOC   i ,OADAOD   

sleduva deka 

          ,OB)DAOD()CBOC(OA   

odnosno, dobivame deka   

          .DAODOBCBOCOA   Toga{  ,DACB                                                 

{to zna~i deka ~etriagolnikot ABCD e paralelogram.                             

 

Zada~i za samostojna rabota  

 1. Poka`i deka za sekoi ,a ,b ,c Vd  va`i ravenstvoto  

   ).dc()ba(d))cb(a(   

 2. Neka ABCDEF e pravilen {estagolnik so centar vo to~kata 

.O  Najdi go zbirot na vektorite: ,OA ,OB ,OC ,OD OE  i .OF   

 3. Doka`i deka ~etriagolnikot ABCD  e paralelogram ako i 

samo ako negovite dijagonali se prepolovuvaat.  

 4. Neka ABCD  e paralelogram i neka S  e presekot na 

negovite dijagonali. Uprosti gi izrazite:  

              a) ;SC)SABC(                b) ;SA)DSAB(        

       v) );BCSA(DS                g) ).ABSA()BCDS(   

 5. Daden e pravilen {estagolnik .ABCDEF  Izrazi gi vekto-

rite ,BC ,CD ED  i FE  preku vektorite ABa   i .AFb     
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 2.3. Odzemawe na vektori 

 Vo mno`estvoto na slobodni vektori }e vovedeme nova opera-

cija koja e inverzna na operacijata sobirawe na vektori. Analogno, 

kako kaj realnite broevi, inverznata operacija na operacijata 

sobirawe, }e ja vikame odzemawe.      

 Neka se dadeni vektorite a  i b  (crte` 1). Razlika na vekto-

rot a  so vektorot b  se narekuva vektorot c  taka {to ,cba   i se 

pi{uva  

.bac    

          Vektorot a  e namalenik,  a vektorot b  e namalitel.   

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Od crte` 1 se gleda deka od paralelogramot OABC  mo`e da 

se opredeli i zbirot ba   i  razlikata ba   na  vektorite a  i .b   

Navistina, od aOACAOCCAb    dobivame   deka 

             .CAba                                        

Operacijata odzemawe na vektori e dobro definirana, 

odnosno, vektorot c  e ednozna~no opredelen. Navistina, ako 

pretpostavime deka postojat dva vektori c  i 1c  koi{to se ednak-

vi na razlikata na vektorot a  so vektorot ,b  toga{  cba   i 
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,cba 1  i ottuka dobivame deka .cbcb 1  Bidej}i mno`estvo-

to slobodni vektori e grupa vo odnos na operacijata sobirawe, 

imame deka 

)b()cb()b()cb( 1           

)b()bc()b()bc( 1          (komutativnost) 

))b(b(c))b(b(c 1          (asocijativnost) 

0c0c 1                                   (zbirot na sprotivni       

                                             vektori e 0 ) 

          1cc                                             ( 0  e neutralen element vo  

                      odnos na sobiraweto).  

Operacijata odzemawe na vektori }e ja dovedeme vo vrska so 

operacijata sobirawe na vektori.    

  

 

         

 

 

   Dokaz. Poradi asocijativnosta i komutativnosta na operaci-

jata sobirawe na vektori, imame  

   .aa0a))b(b())a)b((b))b(a(b    

Ottuka sleduva  

   .ba)b(a  ■ 

Teorema 1. Razlikata na vektor a  so vektor b  e ednakva na zbi-

rot na vektorot a  so vektorot b  (sprotivniot vektor na vekto-

rot b ).  
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  Od teorema 1 sleduva deka vo edna vektorska ravenka mo`e 

odredeni ~lenovi od ravenkata da gi prefrlame od ednata na 

drugata strana, bez da se naru{i ravenstvoto, isto kako kaj 

ravenkite so realni broevi.     

Primer 1. Od vektorskata ravenka dcba   so primena na 

teorema 1 gi dobivame slednive ekvivalentni ravenki:  

  ,cdba    

,bdca    

,adcb   i  

.cbda   

Primer 2. Vo pravilen {estagolnik 654321 AAAAAA  vektori-

te ,AA 32  ,AA 43  54AA  i 65AA  mo`e da se izrazat preku vekto-

rite 21AAa   i .AAb 16    

Navistina, neposredno zaklu~uvame deka   

aAAAA 2154   i   

.bAAAA 1643   

Poradi bAAOA 162   i ,aAAOA 213   od triagolnikot 

32AOA  sleduva  deka 3322 OAAAOA   (pravilo na triagolnik), 

odnosno .aAAb 32   Ottuka dobivame deka  

.baAA 32   

Na sli~en na~in od triagolnikot 65AOA  sleduva deka 

.abAA 65    
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       Zada~i za samostojna rabota  

        1. Neka se dadeni vektorite a  i .b  Konstruiraj gi vektorite:  

            a) ;ba                   b) ;ba                    

   v) ;ab                   g) .ba   

        2. Ako a  i b  se zaemno normalni vektori i 6|a|  i ,8|b|   

presmetaj gi  

     a) |ba|         b) .|ba|    

        3. Koi uslovi treba da gi ispolnuvaat vektorite a  i b  za da 

va`i:  

    a) |;ba||ba|                 b) |;ba||ba|             

            v) ?|ba||ba|   

        4. Re{i gi vektorskite ravenki:  

            a) ;cabxa                b) .abcxa   

         5. Neka ABCD  e daden paralelogram i neka S  e presekot na 

negovite dijagonali. Izrazi gi vektorite ,AB ,BC CD  i DA  preku 

vektorite SAa   i .SBb   

       

  

 2.4. Mno`ewe na vektor so skalar 

Neka R e mno`estvoto realni broevi. Negovite elementi 

voobi~aeno se narekuvaat skalari. Vo mno`estvoto slobodni vek-
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tori }e definirame nadvore{na binarna operacija nare~ena mno-

`ewe na vektor so skalar.  

 Neka a  e daden vektor i p  daden skalar.  

Proizvod na vektorot a  so skalarot p  se narekuva vektorot   

apb    

koj{to e kolinearen so vektorot ,a  ima dol`ina |,a||p|  ista 

nasoka kako vektorot ,a  ako ,0p   a sprotivna nasoka ako .0p   

Ako 0p   ili ,0a   toga{ .0ap      

Koli~nik na vektorot a  so nenulti skalar p  se narekuva 

vektorot  

 ;a
p

1
 (zapi{uvame 

a

p



). 

Neposredno od gornite definicii sleduva deka za sekoj 

vektor 0a   vektorot 
|a|

a
a 0   e edini~en vektor so ist pravec i 

nasoka kako i vektorot .a  Spored toa,  dobivame deka .a|a|a 0  

 

  

          

 

 

 

 

     

 

Teorema 1. Neka V  e mno`estvoto slobodni vektori. To~ni se 
slednive tvrdewa: 

 )i(   Za sekoj p R i  sekoj Va  va`i  .Vap   

          )ii(  Za sekoj Va  i realniot broj 1 va`i .aa1    

          )iii(  Za sekoi q,p R i  sekoj Va va`i  .a)pq()aq(p    

          )iv(  Za sekoi q,p R i  sekoj Va va`i  .aqapa)qp(   

)v(  Za sekoj p R i  sekoi Vb,a   va`i  .bpap)ba(p   
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 Dokaz. )i(  i )ii(  sleduvaat neposredno od definicijata na 

operacijata mno`ewe na vektor so skalar.  

 )iii(  Tvrdeweto e o~igledno to~no vo slu~aj koga 0p   ili 

0q   ili .0a   Ako ,0p   0q   i 0a   toga{ vektorite )aq(p  i a)pq(  

imaat ist modul |a||q||p|  i ista nasoka. Poto~no, ako p  i q  imaat 

ist znak, toga{ dvata vektori imaat ista nasoka so vektorot ,a  

dodeka ako p  i q  imaat sprotiven znak, toga{ dvata vektori 

imaat sprotivna nasoka od nasokata na vektorot .a   

 )iv(  Da uo~ime deka vektorite a)qp(   i aqap   se kolinear-

ni. Ako p  i q  imaat ist znak, toga{ dvata vektori imaat ista 

nasoka. Vo toj slu~aj tie imaat ednakvi moduli, odnosno  

         .|a||qp||a||)q||p(||a||q||a||p||aq||ap||aqap|   

 Ako p  i q  imaat sprotivni znaci, na primer 0p   i ,0q   

toga{ vektorite ap  i aq  imaat sprotivni nasoki. Vo toj slu~aj 

imame deka 

           
| pa qa | | p | a | q | a | p || a | | q || a |

| p | | q | | a | | p q || a | | (p q)a | .

     

     

     

    

 Spored toa, mo`e da zaklu~ime deka vektorite a)qp(   i 

aqap   imaat ednakvi moduli. Tie imaat isto taka i ista nasoka, 

imeno nasokata na onoj od vektorite ap  i ,aq  pred koj skalarot e 

pogolem po apsolutna vrednost. Analogno se doka`uva i slu~ajot 

koga 0p   i .0q   

Tvrdeweto e o~igledno to~no vo slu~aj koga 0p  ili 0q  ili 

.0a   
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 )v(  Neka vektorite a  i b  ne se kolinearni i neka .0p   Gi 

konstruirame triagolnicite OAB  i 11BOA  taka {to ,aOA   

,bAB   apOA1   i bpBA 11   (crte` 1).  

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Od sli~nosta na triagolnicite OAB  i 11BOA  sleduva deka 

vektorite ,ba   )ba(p   i bpap   se kolinearni. Tie imaat ista 

nasoka, bidej}i .0p   

Od sli~nosta na triagolnicite OAB  i 11BOA  dobivame deka   

 ,OA:OAOB:OB 11    odnosno   

|,a|:|ap||ba|:|bpap|    

od kade {to sleduva deka  

.|)ba(p||ba||p||bpap|   

Spored toa, vektorite bpap   i )ba(p   imaat ednakvi moduli.                                     

Slu~ajot 0p   se doka`uva analogno so taa razlika {to 

toga{ vektorite )ba(p   i bpap   se kolinearni, no imaat spro-

tivna nasoka od nasokata na vektorot ba   (crte` 2).  
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Crte` 2 

Neka vektorite a  i b  se kolinearni i neka .0p  Toga{ vek-

torite bpap   i )ba(p   se kolinearni. U{te pove}e, tie imaat is-

ta nasoka, bidej}i .0p   Od  

| p(a b) | | p || a b || | p | (| a | | b |)

| pa | | pb | | pa pb |

     

   

     

       

zaklu~uvame deka vektorite bpap   i )ba(p   imaat ednakvi  mo-

duli. 

Slu~ajot 0p   se doka`uva analogno so taa razlika {to to-

ga{ vektorite )ba(p   i bpap   se kolinearni, no imaat  sprotiv-

na nasoka  od nasokata na vektorot .ba  ■     

 Primer 1. Zbirot na dva skalara se mno`i so zbirot na dva 

vektori kako {to se mno`i binom so binom:  

            )ba(q)ba(p)ba)(qp(                (svojstvo )iv( ) 

                                       .bqaqbpap                    (svojstvo )v( ).  
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Primer 2. Za da se konstruiraat vektorite: 

   a) ;a5                      b) ;
2

b
                         

   v) ;
3

b
a3                g) b2

4

a3



               

zabele`uvame deka soglasno so definicijata za mno`ewe na 

vektor so skalar, vektorite ,a5  a3  i 
4

a3
  se kolinearni so 

vektorot ,a  dodeka vektorite ,
2

b
  

3

b
 i b2  se kolinearni so           

vektorot b  (crte` 3).                                                                                      

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 3 

Primer 3. Ako e  daden triagolnikot ABC  i  ,A1 1B  i 1C  se  

sredini na stranite ,BC  CA  i AB  soodvetno, toga{ e to~no deka   

  .0CCBBAA 111   

 Navistina, od ravenstvata  

,
2

BC
ABAA1    
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2

CA
BCBB1   i  

2

AB
CACC1    

dobivame deka  

1 1 1
BC CA AB

AA BB CC AB BC CA
2

 
      

  
     

   

                   
BB

AA 0 0 0.
2

    


   

 

 

         Zada~i za samostojna rabota  

 1. Izberi proizvolen vektor a  i konstruiraj gi vektorite: 

             a) ;a2                     b) ;a3                    v) ;
2

a3
                    

    g) ;a2                    d) .a3  

 2. Izberi dva vektori a  i b  koi{to ne se kolinearni i kon-
struiraj gi vektorite: 

              a) ;ba2                b) ;
2

b
a                    

     v) ;b
2

a3
           g) .b2a            

 3. Izberi ~etiri vektori ,a ,b c  i d  i konstruiraj gi vekto-

rite: 

              a) );d2c(b3a2                      b) );c3b(2a                       

     v) .c)da2(b                 
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 4. Uprosti gi izrazite: 

     a) );ba(4)ba3(2)b2a(3                       

    b) ).c3ba(2b4)c2b3a(2           

5. Re{i ja vektorskata ravenka  po nepoznatiot vektor :x          

   a)  ;x)ba(2bax2                                   

   b) ).xba(3xab3)xa(2   

6. Doka`i deka tri nenulti vektori formiraat triagolnik 

ako i samo ako .0cba    

7. Doka`i deka ako ,A ,B C i D  se temiwa na paralelogram, i 

O  e prese~nata to~ka na negovite dijagonali, toga{ va`i ravenst-

voto  

.MO4MDMCMBMA    

8. Neka to~kite ,A ,B C  i D  se proizvolni to~ki i neka M  i 

N  se sredini na otse~kite AB  i ,CD  soodvetno. Doka`i deka  

.BCADBDACMN2   

 

 

2.5. Delewe na kolinearni vektori  

Spored definicijata za mno`ewe na vektor so skalar, 

vektorite 21 apa   ( ,0p   0a 2  ) i 2a  se kolinearni. Koga 0p   

vektorot 21 apa   e nultiot vektor. Za da mo`e da zboruvame za 

kolinearnost na vektorite  1a  i ,a 2  za sekoj skalar p  }e smetame 

deka nultiot vektor  e kolinearen so sekoj vektor.  
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Obratno, ako vektorot 1a  e kolinearen so vektorot 2a  

( 0a 2  ), toga{ postoi  skalar p  taka {to .apa 21    

Navistina, ako vektorite 1a  i 2a  imaat ista nasoka, toga{ 

brojot 
|a|

|a|

2

1  izbran kako skalar p  go ispolnuva uslovot  

|a||a|
|a|

|a|
a

|a|

|a|
12

2

1
2

2

1   {to zna~i deka vektorite 2

2

1 a
|a|

|a|
 i 1a  se 

ednakvi, odnosno .apa 21    

Ako vektorite 1a  i 2a  imaat sprotivni nasoki, toga{ brojot 

|a|

|a|

2

1  go izbirame za skalar p  so koj{to se mno`i .a 2  Povtorno 

dobivame deka .apa 21   

     Vo sekoj slu~aj brojot ,p  za koj{to 21 apa   se narekuva 

koli~nik na kolinearnite vektori 1a  i 2a  ( 0a 2  ) i se pi{uva 

.
a

a
p

2

1   

Zna~i, ako vektorite 1a  i 2a  ( 0a 2  ) se kolinearni,  toga{   

 ,
|a|

|a|

a

a

2

1

2

1   pri ista nasoka na 1a i ,a 2  i   

,
|a|

|a|

a

a

2

1

2

1   pri sprotivni nasoki na 1a i .a 2    

 Ako vektorot a  e kolinearen so edini~niot vektor ,e  toga{ 

koli~nikot 
e

a
 se narekuva algebarska vrednost na vektorot .a  
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 Za proizvolno dadeni vektori a i b  i proizvolni skalari p  

i q  da ja razgledame ravenkata   

   .0bqap   

Zabele`uvame deka ravenstvoto sekoga{ e mo`no, bidej}i za 

0p   i 0q   imame .000b0a0   Zna~i, parot skalari )0,0(  mo-

`e da se nare~e trivijalno re{enie na ravenkata za sekoj izbor na 

vektorite a  i .b   

Se postavuva pra{aweto dali postojat skalari p  i q  od koi 

{to barem eden e nenulti (netrivijalno re{enie )q,p( ) taka {to 

vektorot bqap   }e bide ednakov na nultiot vektor. Odgovorot 

sekako zavisi od izborot na vektorite a  i :b   

)i(  Za ,0ba   jasno e deka sekoj podreden par )q,p( R2 ja za-

dovoluva ragleduvanata ravenka, zna~i R2 e mno`estvoto re{enija 

na ravenkata. 

   )ii(  Za ,0a   0b   se voo~uva deka p|)0,p{( R} e mno`estvoto 

re{enija na ravenkata, dodeka za a 0,
 

 b 0
 

 se voo~uva deka 

{(0,p) | pR} e mno`estvoto re{enija na ravenkata.  

)iii(  Za ,0a   0b   i ,bka   za nekoj skalar ,k  ravenkata se 

sveduva vo ekvivalentna forma .0b)qkp(   Nejzinoto mno`estvo 

re{enija  p|)kp,p{( R} se dobiva od ravenstvo ,0qkp   koe{to 

mora da bide ispolneto za da bide ednakov na nultiot vektor 

vektorot ,b)qkp(   soglasno so pretpostavkata  deka .0b    

)iv(  Za vektori a  i b  koi ne se kolinearni (zna~i i nenulti) 

trivijalnoto re{enie )0,0(  e edinstvenoto re{enie na razgleduva-
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nata ravenka. Pretpostavkata za postoewe na netrivijalno re{e-

nie )q,p(  vo koe bez gubewe na op{tosta na primer, 0p   povleku- 

va to~nost na ravenkata 0b
p

q
a   ili b

p

q
a   {to protivre~i na 

pretpostavkata deka vektorite ne se kolinearni.  

Zada~a 1. Poka`i deka prese~nata to~ka na dijagonalite vo 

sekoj paralelogram e nivna sredina.   

           Neka ABCD e paralelogram i neka S  e prese~nata to~ka na 

negovite dijagonali (crte` 1).  

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Vektorot AS  e kolinearen so vektorot ,ADABAC   pa ima-

me deka  

),ADAB(AS   za nekoj skalar  .  

Sli~no, vektorot BS  e kolinearen so vektorot  ,ABADBD   pa 

imame deka  

),ABAD(BS   za nekoj skalar .   

Od ravenstvoto ,SBASAB   dobivame deka  

.0AD)(AB)1(    
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Vektorite AB  i AD  ne se kolinearni, pa go dobivame sistemot  i  

  
1 0

0,

   

  

  

od kade {to sleduva deka .
2

1
  

 

  Zada~i za samostojna rabota  

 1. Neka vektorite a  i b  ne se kolinaearni. Najdi gi x  i ,y  

ako va`i uslovot 

       a) ;0b)5y2x(a)yx2(                   

b) .b)y2x(a)1x(b)5y()ba)(yx3(   

 2. Doka`i deka srednite linii vo proizvolen ~etriagolnik 

se prepolovuvaat.   

 3. Neka vektorite a  i b  ne se kolinaearni. Za koja vrednost 

na parametarot p  vektorite ba)1p(c   i b2a)p32(d   se 

kolinearni?  

 4. Neka ~etriagolnikot ABCD  e paralelogram i neka N  e 

sredina na stranata ,AB  a M  e sredina na stranata .AD  Izrazi go 

vektorot AT  preku vektorite ABa   i ,ADb   ako T  e prese~na 

to~ka na pravite MB  i .ND  
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2.6. Linearna kombinacija na vektori 

Za koj bilo priroden broj ,1k   za proizvolno dadeni vektori 

k21 a,...,a,a  i skalari k21 p,...,p,p  izrazot  

kk2211 ap...apap    

pretstavuva ednozna~no opredelen vektor ,s  soglasno so svojstva-

ta na operaciite sobirawe na vektori i mno`ewe na vektor so 

skalar. Vaka pretstaveniot vektor s  se narekuva linearna 

kombinacija na vektorite ,a i  ,k,...,1i   so koeficienti ,pi  

,k,...,1i   soodvetno.  

Za vektorot  

kk2211 ap...apaps    

u{te se veli deka e razlo`en po vektorite ,a i .k,...,1i   

Primer 1. Na primer, vektorot kj
2

1
i

2

1
s   e linearna 

kombinacija na vektorite ,i  j  i k  so koeficienti ,
2

1


2

1
 i 1  

soodvetno. Za vektorot s  se veli deka e razlo`en po vektorite ,i  

j  i .k  

 

  

          

 

 

 

 

Definicija 1. Vektorite k21 a,...,a,a  se narekuvaat linearno zavis-

ni ako postojat skalari k21 p,...,p,p  od koi barem eden e razli~en od 

nula, taka {to  

.0ap...apap kk2211   
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Primer 2. Na primer, vektorite ba
2

1
c   i )b2a(

3

1
d   se  

linearno zavisni bidej}i 0d3c2   i pri toa koeficientite se 

razli~ni od nula. 

Vektorite k21 a,...,a,a  se narekuvaat linearno nezavisni ako 

ne se linearno zavisni. Neposredno od definicijata sleduva deka 

vektorite k21 a,...,a,a  se linearno nezavisni ako od ravenstvoto  

0ap...apap kk2211   

sleduva deka .0p...pp k21   

 

  

          

 

  Dokaz. Ako vektorite 1a  i 2a  se linearno zavisni, toga{ 

postojat skalari 1p  i 2p  od koi barem eden e razli~en od nula 

taka {to .0apap 2211   Ottuka, na primer za ,0p1   imame deka  

,a
p

p
a 2

1

2
1   {to zna~i  vektorite 1a  i 2a  se kolinearni.  

 Obratno, neka  vektorite 1a  i 2a  se kolinearni. Toga{ 

postoi skalar ,p  taka {to ,apa 21   bez da se izgubi op{tosta. 

Poslednoto ravenstvo mo`e da go zapi{eme vo oblik ,0apa1 21   

{to zna~i  deka vektorite 1a  i 2a  se linearno zavisni, bidej}i 

barem 1 pred 1a  e razli~en od nula. ■ 

 Zada~a 1. Neka vektorite 1e i 2e  ne se kolinearni. Za koja 

vrednost na parametarot   vektorite 21 e2ea   i 21 ee3b   se  

Teorema 1. Vektorite  1a  i 2a  se linearno zavisni ako i samo ako 

se kolinearni.    
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kolinearni?  

 Zabele`uvame deka 0a   i 0b  , pa zatoa mo`e da se pretpos-

tavi deka a pb,
 

 odnosno  

   ),ee3(pe2e 2121    

ili ekvivalentno  

   .0e)p2(e)p3( 21    

No, vektorite 1e i 2e  ne se kolinearni i zatoa mora da bide  

   .
0p2

0p3








  

Zna~i za 2p   i 6  vektorite a  i b  se kolinearni.  

 Za tri vektori velime deka se komplanarni ako se paralel-

ni na edna ramnina.   

 

 

 

  

Dokaz. Neka vektorite ,a1  2a  i 3a  se linearno zavisni. 

Toga{ postojat skalari ,p1  2p  i 3p  od koi barem eden e razli~en 

od nula, taka {to   

.0apapap 332211   

Neka, na primer 0p1   taka {to e to~no ravenstvoto  

   .a
p

p
a

p

p
a 3

1

3
2

1

2
1    

 Teorema 2. Vektorite ,a1  2a  i 3a  se linearno zavisni ako i samo 

ako se komplanarni.    
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Toga{ vektorite 2
1

2 a
p

p
  i 3

1

3 a
p

p
  se kolinearni so vektorite 2a   

i ,a3  soodvetno, a vektorot  1a  kako niven zbir e komplanaren so 

vektorite 2a  i 3a  (le`i vo ramninata opredelena so 2a  i  3a ). 

 Obratno, neka vektorite ,a1  2a  i 3a  se komplanarni. Ako dva 

od niv se kolinearni, na primer, 1a  i 2a  toga{ 21 apa   za nekoj 

skalar ,p  pa imame deka 

   ,0a0apa1 321   

zna~i deka vektorite ,a1  2a  i 3a  se linearno zavisni.  

 Ako me|u vektorite nema kolinearni, gi konstruirame vekto-

rite ,a)OA( 11   22 a)OA(   i 33 a)OA(    (crte` 1).   

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Niz to~kata 3A  povlekuvame pravi paralelni so pravite 1OA  i 

.OA2  Da gi ozna~ime so P  i Q  prese~nite to~ki na konstruira-

nite pravi so pravite 2OA  i ,OA1  soodvetno. Toga{ imame deka  

   .PAOPOAa 333    
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Vektorite 1a  i 2a  se kolinearni so vektorite OP  i  ,PA3  pa 

spored toa OPpa 11   i ,PApa 322   za nekoi skalari 1p  i .p2  

Toga{ ,apapa 22113   od kade {to sleduva deka  

   ,0a)1(apap 32211   

  odnosno vektorite ,a1  2a  i 3a  se linearno zavisni.■ 

 Zada~a 2. Doka`i deka koi bilo ~etiri vektori se linearno 

zavisni.  

 Neka ,a  ,b  c  i d  se koi bilo ~etiri vektori. Ako koi bilo 

tri od niv se komplanarni, na primer  ,a  b  i c  toga{ ,bqapc   za 

nekoi skalari p  i ,q  pa }e imame  

   ,0d0c)1(bqap    

od kade {to sleduva deka vektorite ,a  ,b  c  i d  se linearno 

zavisni.  

 

  

 

 

 

 

Crte` 2 

Ako koi bilo tri od vektorite ,a  ,b  c  i d  ne se komplanarni, gi 

konstruirame vektorite ,a)OA(   ,b)OB(   c)OC(   i d)OD(     
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(crte` 2). Niz to~kata D  povlekuvame prava paralelna so pravata 

OC  koja {to ja proboduva ramninata opredelena so to~kite ,O A  i 

B  vo to~kata .E  Stavame e)OE(   i .f)ED(   Toga{ vektorite ,a  b  

i e  se komplanarni, pa ,bqape   za nekoi skalari  p  i .q  

Vektorot f  e kolinearen so vektorot ,c  pa imame deka ,crf   za 

nekoj skalar .r  Toga{  crbqapd   od kade {to dobivame   

   ,0d)1(crbqap    

odnosno vektorite ,a  ,b  c  i d  se linearno zavisni.           

         

 Zada~i za samostojna rabota   

1. Neka vektorite a  i b  se linearno nezavisni. Dali vekto-

rite p  i q  se linearno zavisni ili nezavisni, ako  

     a)  b6a2p   i ;0q                                                    

     b)  b4ap   i ?b24a6q     

2. Neka vektorite ,a  b  i c se linearno nezavisni. Dali 

vektorite p  i q  se linearno zavisni ili nezavisni, ako  

       a)  c
3

1
b2ap   i ;c

2

1
b3a

3

2
q                         

       b)  c7ba4p   i ?c2aq                

 3. Dadeni se vektorite ,a)OA(   b)OB(   i .bqapc   Pod koi 

uslovi to~kite ,A B  i C  pripa|aat na ista prava?   

 4. Neka ,e1  2e  i 3e  se tri linearno nezavisni vektori. Za 

koi vrednosti na parametrite   i  ,  vektorite  
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   321 e3eea   i 321 eee3b    

se kolinearni?  

5. Neka vektorite ,a1  2a  i 3a  se linearno nezavisni. Poka-

`i deka vektorite  

,a2aap 321   321 aa2aq   i  321 aaa3r    

se linearno nezavisni.    

6. Najdi ja vrednosta na parametarot p  za koja vektorite  

,kj3ia   jipb   i ,k2jic    

se komplanarni, ako ,i  j  i k  ne se komplanarni vektori.  

 

 

Zada~i za ve`bawe 

1. Dadeni se vektorite  

,rq3p2a    r2qpb   i  .r3qpc    

Najdi vektor d  taka {to vektorite ,a ,b c  i d  da formiraat ~eti-

riagolnik.  

 2. Dadeni se vektorite ,a)OA(   b)OB(   i ,c)OC(   kade {to 

OC  e te`i{na linija na triagolnikot .AOB  Razlo`i go  

              a) vektorot c  po vektorite a  i ;b                            

       b) vektorot a  po vektorite b  i .c  

 3. Daden e pravilen {estagolnik .ABCDEF  Izrazi gi vekto-

rite ,CB ,DC DE  i EF  preku vektorite ABa   i .AFb   
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 4. Daden e pravilen {estagolnik .ABCDEF  Poka`i deka   

             .0CFEBAD   

  5. Vo tetraedarot OABC dadeni se rabovite ,a)OA(  b)OB(   

i .c)OC(   So pomo{ na dadenite vektori izrazi gi preostanatite 

rabovi na tetraedarot, te`i{nata linija CM  na stranata ABC i 

vektorot ,OT  kade {to T e te`i{teto na stranata .ABC  

 6. Doka`i deka vektorite ,bpaq   ,cqbr   arcp   se kompla-

narni za proizvolni vektori ,a ,b c  i proizvolni skalari ,p ,q .r   

 7. Razlo`i go vektorot qbpax   po vektorite qpby   i 

,qdpcz   kade {to p  i q  se dadeni edini~ni vektori.   

 8. Neka se dadeni vektorite r6q4pxa   i ,ryq2p3b   

kade {to ,p q  i r  ne se komplanarni. Najdi gi vrednostite na 

parametrite x  i y  za koi vektorite a  i  b  }e bidat kolinearni.  

 9. Ispitaj dali se linearno zavisni ili nezavisni slednive 

vektori: 

       a)  ,rq3p2a    ,r3qpb    ,r2q2pc   

       b) ,rqpa    ,rqpb    ,rpc   

ako ,p q  i r   ne se komplanarni vektori.    



 

3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 104

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Analiti~ka geometrija  
vo ramnina  

 

Osnovna cel na analiti~kata geometrija, kako matemati~ka 

disciplina, e voveduvaweto koncepti za algebarsko zadavawe na 

geometriskite objekti. Taka, na primer, vo daden koordinaten sis-

tem to~kite i vektorite se zadavaat so nivnite koordinati, a 

krivite so nivnite ravenki. Na toj na~in e ovozmo`eno geometris-

ki zada~i da se re{avaat so algebarski metodi i, obratno, alge-

barski zada~i da se interpretiraat geometriski.   

  

 

3.1. To~ka vo ramnina  

Vo ova zaglavje }e vovedeme analiti~ki na~in na zadavawe 

na eden od osnovnite poimi vo geometrijata, poimot to~ka. So 

koordinatnoto pretstavuvawe na to~kite vo ramninata mo`e les-
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no da go presmetame rastojanieto me|u dve to~ki, kako i da ja op-

redelime polo`bata na to~kata vo ramninata koja dadena otse~ka 

ja deli vo daden odnos.  

 

 

3.1.1. Koordinati na vektor vo ramnina 

Kako osnovna alatka vo re{avaweto na brojnite problemi vo 

analiti~kata geometrija se koristat vektorite. Niv dosega gi 

zadavavme grafi~ki so pomo{ na naso~eni otse~ki kako nivni 

pretstavnici. Vo ova poglavje }e go vovedeme koordinatniot na~in 

na zadavawe na vektorite koj pretstavuva osnova za koristewe na 

algebarski metodi vo re{avaweto na geometriskite problemi.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Neka vo ramninata se dadeni dva zaemno normalni vektora 

1e  i ,e2  takvi {to ,1ee 21   i edna fiksirana to~ka .O  Kako {to 
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ve}e znaeme, poimot vektor e sinonim na poimot  sloboden  vektor.  

Spored toa, postojat edinstveni to~ki 1E  i 2E , takvi {to 11 OEe   

i .OEe 22   Na sekoja od pravite 1OE  i 2OE  ja izbirame za pozi-

tivna nasoka nasokata na vektorite 1e  i ,e2  soodvetno (crte` 1).  

Vaka dobienite pravi gi vikame koordinatni oski, prvata 

se narekuva x oska ili apscisna oska, a vtorata y oska ili 

ordinatna oska.  

So izborot na to~kata O  i vektorite 1e  i 2e  velime deka 

sme izbrale pravoagolen Dekartov koordinaten sistem, koj }e 

go ozna~uvame so  21 e,e;O  ili samo so  .e,e 21  To~kata O  se nare-

kuva koordinaten po~etok, a vektorite 1e  i 2e  koordinatni 

vektori. Na dvete brojni oski za edinica merka za dol`ina ja 

izbirame dol`inata na koordinatnite vektori. Od tie pri~ini 

koordinatnite vektori gi narekuvame u{te i edini~ni vektori. 

Ramnina vo koja e opredelen pravoagolen Dekartov koordinaten 

sistem se narekuva koordinatna ramnina i se ozna~uva so .xOy    

Neka a  e proizvolen vektor vo kordinatna ramnina opre-

delena so koordinatniot sistem  21 e,e;O , (crte` 2). Toga{ postoi 

edinstvena to~ka A , taka {to .OAa   Neka 1A  i 2A  se ortogonal-

nite proekcii na to~kata A  na x oskata, odnosno y oskata, 

soodvetno.  

Vektorite 1OA  i 1e  se kolinearni, pa spored toa postoi 

edinstven realen broj ,x  taka {to  

.exOA 11    
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Analogno, vektorite 2OA  i 2e  se kolinearni, pa spored toa 

postoi edinstven realen broj ,y  taka {to  

 .eyOA 22   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crt. 2 

Bidej}i ~etriagolnikot 21AAOA  e pravoagolnik, od  pravilo-

to na paralelogram za sobirawe vektori imame deka 

 .eyexOAOAOAa 2121    

Spored toa, na sekoj vektor a  mo`e da mu pridru`ime edinstven 

podreden par realni broevi  y,x  taka {to va`i: 

 21 eyexa                                                             (1) 

Vo toj slu~aj velime deka so formulata (1) e dadeno razlo`uva-

weto na vektorot a  po koordinatnite vektori 1e  i .e2  
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Va`i i obratnoto, odnosno na sekoj podreden par realni 

broevi  y,x  soodvetstvuva edinstven vektor ,a opredelen so for-

mulata (1).   

 Od goreka`anoto mo`e da zaklu~ime deka postoi biekcija 

pome|u mno`estvoto od vektori vo kordinatnata ramnina i mno-

`estvoto podredeni parovi realni broevi. Spored toa, sekoj vek-

tor vo ramninata e ednozna~no opredelen so eden podreden par 

realni broevi. Toa ni dava za pravo da ja prifatime slednava de-

finicija.  

 

 

     

 

 

 

 

Koordinatite na edini~nite vektori se  0,1e1   i  ,1,0e2   

dodeka za nultiot vektor va`i  .0,00    

Zada~a 1. Najdi gi koordinatite na vektorot ,AS  ako S  e pre-

se~nata to~ka na dijagonalite na daden kvadrat ,ABCD  ,ABe1   

ADe2   i koordinatniot po~etok e vo to~kata .A   

Imame deka  

    2121 e
2

1
e

2

1
ee

2

1
ADAB

2

1
AC

2

1
AS    

Spored toa, zaklu~uvame deka .
2

1
,

2

1
AS 








  

 Definicija 1. Koeficientite vo razlo`uvaweto na daden vek-

tor a  se narekuvaat koordinati na vektorot vo odnos na izbran 

koordinaten sistem  21 e,e;O  i pi{uvame  .y,xa   Pritoa, x  se 

narekuva prva koordinata, a y  vtora koordinata na vektorot .a  
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Slednata teorema iska`uva kriterium za ednakvost na dva 

vektora zadadeni preku svoite koordinati.    

 

 

 

 

 

Dokaz. Ako 21 xx   i 21 yy   toga{    ,y,xy,x 2211   od kade 

{to sleduva deka .ba   

Obratno, neka .ba   Toga{ imame deka  

,eyexeyex 22122111    

odnosno  

1 2 1 1 2 2(x x )e (y y )e 0.   
  

 

Bidej}i edini~nite vektori ne se kolinearni, sleduva 0xx 21   

i ,0yy 21   odnosno 21 xx   i .yy 21  ■  

Pod konstrukcija na vektor vo koordinatna ramnina }e ja pod-

razbereme konstrukcijata na pretstavnikot od klasata na slobod-

niot vektor, vrzan za koordinatniot po~etok.  

Zada~a 2. Konstruiraj gi slednive vektori vo koordinatna 

ramnina:   

                 a)   2,5a                 b)  3,5b       

                 v)  4,0c                   g)  0,3d         

                 g)  1,4e                 d)  0,3f         

Teorema 1. Dva vektora  11 y,xa   i  22 y,xb   se ednakvi ako i 

samo ako im se ednakvi soodvetnite koordinati, odnosno ba   

ako i samo ako 21 xx   i .yy 21   
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        |)  0,00                   e)  .2,4g             

 

           

 

 

 

 

 

  

 

Crte` 3 

Konstrukcijata e dadena na crte` 3.                                                  

         

  Zada~i za samostojna rabota  

 

1. Daden e kvadrat .ABCD  Neka ,ABe1   ADe2   i neka koor-

dinatniot po~etok e vo to~kata .A  Zapi{i gi koordinatite na 

vektorite ,BC ,CD ,DA AC  i ,BD  vo odnos na izbraniot koor-

dinaten sistem.  

2. Neka otse~kite ,AA1 1BB  i 1CC  se te`i{ni linii na 

ramnokrak pravoagolen triagolnik  ,ABC so prav agol kaj temeto 

.A  Neka ,ABe1   ACe2   i neka koordinatniot po~etok e vo 

to~kata .A  Zapi{i gi koordinatite na vektorite ,AA1  1BB  i 1CC  

vo odnos na izbraniot koordinaten sistem.  
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3. Konstruiraj gi vo koordinatna ramnina vektorite:   

        a)   2,4a          b)  3,1b         v)  3,2c          g)  31d           

  d)   0,2e           |)  3,0f           e)  0,4g         `)  .20h      

  4. Kakva e zaemnata polo`ba na vektorite )y,x(a   i 

?)x,y(b   

 

 

3.1.2. Operacii so vektori zadadeni preku   

          nivnite koordinati 

 

 Kako {to spomenavme vo prethodnoto poglavje preslikuva-

weto koe na sekoj vektor mu pridru`uva podreden par realni 

broevi e biekcija. Od tie pri~ini operaciite so vektori mo`e da 

gi zamenime so operacii so nivnite koordinati.  

 Neka se dadeni vektorite  111 y,xa   i  .y,xa 222   Toga{ 

imame deka  

  21111 eyexa   i ,eyexa 22122    

od kade {to dobivame deka  

  
   
   

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 1 1 2 2

a a x e y e x e y e

x x e y y e .

     

   

     

   

Spored toa, za koordinatite na zbirot na dadenite vektori imame 

deka     

   212121 yy,xxaa  . 
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 So toa ja doka`avme slednava teorema:  

 

 

 

 

   

 Zada~a 1. Najdi gi koordinatite na vektorot 1 2a a ,
 

 ako 

 1,2a1   i  .4,1a 2    

 Imame deka  

        .5,141),1(24,11,2aa 21   

 Analogno se poka`uva deka  

            212121 yy,xxaa  , 

odnosno, va`i slednava teorema:  

 

 

     

 

  

 Zada~a 2. Najdi gi koordinatite na vektorot  ,aa 21   ako  

 2,3a1   i  .2,2a 2    

            .0,522),2(32,22,3aa 21   

 Da gi opredelime koordinatite na proizvodot na vektor so 

realen broj. Imeno, ako  y,xa   e proizvolen vektor i   proizvo-

len realen broj, toga{ imame deka  

Teorema 1. Sekoja koordinata na zbirot na dva vektora e ednak-

va na zbirot na soodvetnite koordinati na vektorite sobiroci.  

Teorema 2. Sekoja koordinata na razlikata na eden vektor so 

drug e ednakva na razlikata na soodvetnite koordinati na 

namalenikot i namalitelot.  
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 21 eyexa    

od kade {to sleduva deka  

   .eyexeyexa 2121   

Spored toa, dobivame deka  

 y,xa  , 

odnosno va`i teoremata:  

 

 

 

      

  

 Zada~a 3. Najdi gi koordinatite na dadeniot vektor, ako 

 .2,1a   

 a) a2                     b)  .a3     

Imame deka  

 a)      4,222),1(22,12a2    

         b)      .9,33)3(),1(32,13a3    

Neka ),y,x(a 111  )y,x(a),....,y,x(a kkk222   se dadeni vekto-

ri i neka ,1 k2 ,.....,  se dadeni realni broevi. Zaradi svojstvata 

na operaciite sobirawe na vektori i mno`ewe na vektor so rea-

len broj, kako i svojstvata na operaciite sobirawe i mno`ewe 

realni broevi, od ravenstvata   

1 1 1 1 2a x e y e , 
  

                                           

 Teorema 3. Sekoja koordinata na proizvodot na eden vektor so 

realen broj e ednakva na proizvodot na soodvetnata koordinata 

na vektorot so dadeniot realen broj.   
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,eyexa 22122   

............................  

        ,eyexa 2k1kk   

sleduva deka  

           1 1 2 2 k ka a a     
  

  

       1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 k k 1 k 2x e y e x e y e x e y e         
     

  

           1 1 2 2 k k 1 1 1 2 2 k k 2( x x x )e ( y y y )e .            
 

   

Spored toa, dobivame deka  

 1 1 2 2 k k 1 1 2 2 k k 1 1 2 2 k ka a a x x x , y y y                 
  

    

So toa ja doka`avme slednava teorema koja e obop{tuvawe na pret-

hodnite teoremi.   

 

 

 

 

 

  

 Zada~a 4. Najdi gi koordinatite na vektorite: 

               a) 21 a3a2               b)  321 aa3a4           

 v) 4321 a2a3a2a  .  

ako  ,2,0a1    ,3,1a 2    0,3a 3   i  .1,1a 4    

Imame deka  

Teorema 4. Ako  vektorite  ,a1 2 ka , ,a
 

   se  zadadeni  so  svoite 

koordinati ),y,x(a iii   k,...,2,1i   i ako ,1 2 k, ,   se realni broe-

vi, toga{ vektorot 1 1 2 2 k ka a a    
  

  ima koordinati 

 1 1 2 2 k k 1 1 2 2 k kx x x , y y y .             
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 a)    13,33322,1302a3a2 21    

 b)    1,603324,31304aa3a4 321   

 v)  1 2 3 4a 2a 3a 2a 0 2 1 3 3 2 1, 2 2 3 3 0 2 1                
   

 

                      5, 6 .   

                        

 Zada~i za samostojna rabota  

1. Najdi gi koordinatite na zbirot na vektorite 1a i ,a 2  ako: 

   a)  1,4a1   i  0,3a 2            b)   2,1a1   i  .1,3a 2    

2. Zapi{i gi koordinatite na razlikata na vektorot 1a  so 

vektorot ,a 2  ako: 

    a)  2,5a1   i  1,4a 2         b)   2,2a1   i  .7,4a 2     

3.  Dadeni se vektorite 







 3,

2

1
a1  i  .3,2a 2   Najdi gi koor-

dinatite na vektorite: 

    a) 21 a4a3                    b) 21 aa2                   v) .a6a 21   

4. Dadeni se vektorite  ,0,6a1    ,4,3a 2    5,1a 3   i 

 .3,2a 4   Zapi{i gi koordinatite na vektorite: 

   a) 321 a4a2a           b) 431 aaa2            

     v) .a4a3a2a 4321          

 5. Neka ABC e daden triagolnik i neka  6,2AB  i  .2,4AC   

Najdi gi koordinatite na vektorite ,AA1  1BB  i ,CC1  ako ,AA1 1BB  

i 1CC  se te`i{nite linii vo dadeniot triagolnikot.  
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 3.1.3. Koordinati na to~ka vo ramnina  

 Neka M  e proizvolna to~ka vo kordinatna ramnina opre-

delena so pravoagolen Dekartov koordinaten sistem ).e,e;O( 21   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Vektorot OMrM   so po~etok vo koordinatniot po~etok i kraj vo 

to~kata M  se narekuva radiusvektor na to~kata .M  Polo`bata 

na to~kata M e napolno opredelena so nejziniot radiusvektor ,rM  

a toj, pak, e napolno opredelen so svoite koordinati vo odnos na 

izbraniot koordinaten sistem, koi pretstavuvaat podredeni 

parovi realni broevi, odnosno  .y,xr    

 Spored toa, mo`e da zaklu~ime deka postoi biekcija me|u 

mno`estvoto to~ki vo koordinatnata ramnina i mno`estvoto pod-

redeni parovi  realni  broevi (crte` 1). Napravenata diskusija ja 

dopu{ta slednava definicija: 
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Soglasno so definicijata, konstrukcijata na dadena to~ka 

)y,x(M  se sveduva na konstrukcija na radiusvekorot ).y,x(rM   

Krajnata to~ka na dobieniot radiusvektor e baranata to~ka 

).y,x(M   

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 2 

Za taa cel poa|ame od ravenstvoto .eyexr 21M   Gi konstrui-

rame to~kite 1M  i 2M  takvi {to 11 exOM   i ,eyOM 22   a potoa 

po praviloto na paralelogram za sobirawe na vektori go dobivame 

vektorot .OMOMOM 21    

 Definicija 1. Koordinati na to~ka M vo odnos na izbran koordi-

naten sistem )e,e;O( 21  se narekuvaat koordinatite na nejziniot ra-

diusvektor  y,xr   vo odnos na izbraniot koordinaten sistem i pi-

{uvame  .y,xM  Pritoa, x  se narekuva prva koordinata ili apsci-

sa, a y  vtora koordinata ili ordinata na to~kata .M  
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Konstrukcijata na dadenata to~ka mo`e da se uprosti ako 

imame predvid deka paralelogramot 21MMOM  e pravoagolnik ta-

kov {to xOM1   i .yOM2   To~kata M  ja dobivame kako prese~-

na to~ka na normalite na koordinatnite oski podignati od to~-

kite 1M  i ,M2 soodvetno (crte` 2).  

Pritoa, ako ,0x   vektorite 1e  i 1OM  imaat ista nasoka, pa 

spored toa to~kata 1M  ja konstruirame na rastojanie x  od 

koordinatniot po~etok vo nasoka na koordinatniot vektor .e1  Ako, 

pak, ,0x   toga{ vektorite 1e  i 1OM  imaat sprotivni nasoki, pa 

to~kata 1M  ja konstruirame na rastojanie x  od koordinatniot 

po~etok  vo nasoka sprotivna od nasokata na prviot koordinaten 

vektor.   

Analogno se sproveduva konstrukcijata na to~kata 2M  na 

y oskata.  

 Koordinatnite oski ja razdeluvaat ramninata na ~etiri dela 

nare~eni kvadranti (crte` 3). Znacite na koordinatite na dadena 

to~ka opredeluvaat vo koj kvadrant le`i to~kata. Spored toa, da-

dena to~ka )y,x(M le`i:  

 vo I kvadrant, ako 0x   i ;0y    

 vo II kvadrant, ako 0x   i ;0y    

 vo III kvadrant, ako 0x   i ;0y    

 vo IV kvadrant, ako 0x   i ;0y    

 na x oskata, ako ;0y    
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 na y oskata, ako .0x    

 se sovpa|a so koordinatniot po~etok ako 0x  i .0y         

                     

 

                

  

 

 

 

 

 

 

Crte` 3 

 Zada~a 1. Opredeli vo koj kvadrant ili na koja oska pripa-

|aat slednive to~ki: 

       a) )41(A            b) )2,0(B             v)  3,1C           

                g)  D 1,2            d) )5,4(E          |) ).0,3(F         

Imame deka  

a) )41(A   le`i vo IV-ot kvadrant        

 b) )2,0(B  le`i na y oskata    

 v) )3,1(C   le`i vo II-ot kvadrant          

 g)  )2,1(D  le`i vo I-ot kvadrant    
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 d) )5,4(E   le`i vo III-ot kvadrant       

 |) )0,3(B   le`i na x oskata.   

 Zada~a 2. Konstruiraj gi vo koordinatna ramnina to~kite: 

                           a) )2,5(A          b) )0,4(B         v) )5,3(C           g) )3,0(D    

                           d) )1,6(E       |) )0,2(F         e) 









3

1
,2G        `) )2,0(H     

a potoa opredeli vo koj kvadrant ili na koja koordinatna oska 

pripa|aat.   

Imame deka  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 4 

 a) )2,5(A  le`i vo I-ot kvadrant                       

          b) )0,4(B  le`i na x oskata     

          v) )5,3(C   le`i vo II-ot kvadrant                 

          g) )3,0(D  le`i na y oskata      
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          d) )1,6(E   le`i vo III-ot kvadrant  

          |) )0,2(F    le`i na x oskata    

          e) 









3

1
,2G  le`i vo IV-ot kvadrant  

          `) )2,0(H  le`i na y oskata (crte` 4).                                         

       

 Zada~i za samostojna rabota 

 1. Opredeli vo koj kvadrant ili na koja koordinatna oska 

pripa|aat to~kite: 

   a) )4,3(A           b)  1,1B            v) )5,3(C               g) )3,2(D  

               d) )0,2(E           |) )3,0(B            e)  2,0G                  `) ).0,6(H   

 2. Konstruiraj gi vo koordinatna ramnina to~kite:  

  a) )4,2(A           b) 








2

1
,3B            v) 










4

1
,3C            g) 










4

3
,7D  

  d) )0,6(E           |) 









2

3
,0B           e) 








0,

2

1
G              `) )1,0(H   

i opredeli vo koj kvadrant ili na koja oska pripa|aat.  

 3. Najdi gi koordinatite na proekciite ,M ,N P  i Q  na to~ki-

te ),3,1(A  ),4,2(B   )2,5(C   i )1,3(D   na:  

 a) x oskata           b) y oskata. 

 4. Dadena e to~ka ).5,3(M  Najdi gi koordinatite na to~kata N  

koja e simetri~na na dadenata to~ka vo odnos na:  

 a) x oskata           b) y oskata          
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 v) koordinatniot po~etok.  

 5. Konstruiraj ja otse~kata AB  ako se poznati koordinatite 

na nejzinite krajni to~ki )4,1(A  i ).2,5(B  Potoa najdi gi dol`inite 

xm  i ym  na nejzinite ortogonalni proekcii na x oskata i 

y oskata, soodvetno.   

 6. Konstruiraj go triagolnikot ,ABC  ako se poznati koordina-

tite na negovite temiwa: ),3,1(A  )2,5(B  i .
2

1
,0C 








  

 

 

 3.1.4. Rastojanie me|u dve to~ki  

 Vo ova poglavje so pomo{ na analiti~ki metod }e go re{ime 

problemot na presmetuvawe na rastojanieto me|u dve to~ki vo 

koordinatna ramnina. Za taa cel e potrebno prethodno da ja doka-

`eme formulata za presmetuvawe na dol`ina na vektor zadaden 

preku svoite koordinati.  

 Neka vo ramninata e opredelen pravoagolen Dekartov koor-

dinaten sistem )e,e;O( 21  i neka )y,x(a   e proizvolno izbran vek-

tor (crte` 1). Toga{ .eyexa 21   Vektorot 1ex  e kolinearen so 

edini~niot vektor ,e1  vektorot 2ey  e kolinearen so edini~niot 

vektor .e2  Bidej}i edini~nite vektori se zaemno normalni, toga{ 

takvi se i vektorite 1ex i .ey 2  Spored toa triagolnikot so strani 

xexexa 11   i yeyey 22   e pravoagolen trigolnik so 

hipotenuza a  i kateti x  i .y   
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Crte` 1 

Zaradi Pitagorovata teorema, dobivame deka .yxa
222

  Bidej-

}i 
2

a  e nenegativno, za sekoj vektor ,a  i ,aa 22
  za sekoj realen 

broj ,a  dobivame deka  

         22 yxa   

 So toa ja doka`avme slednava teorema:  

 

 

 

 

 

 

  

 Zada~a 1. Presmetaj ja dol`inata na slednive vektori:   

Teorema 1. Dol`inata na proizvolen vektor )y,x(a  e ednakva 

na kvadratniot koren od zbirot na kvadratite na negovite koor-

dinati, odnosno   

  .yxa 22   
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 a) )2,3(a          b) )2,1(b          v) )5,2(c             

 g) )0,4(d          d) ).0,1(e   

Imame deka  

 a) 1323a 22                     b) 52)1(b 22        

v) 29)5()2(c 22             g) 404d 22                  

d) .101e 22                   

 Pod rastojanie d  me|u dve to~ki )y,x(M 111  i )y,x(M 222  vo 

koordinatnata ramnina go podrazbirame merniot broj na dol`ina-

ta na otse~kata .MM 21  Od druga strana, pak, dol`inata na otse~-

kata 21MM  e, vsu{nost, dol`inata na vektorot .MM 21   

 Spored toa, problemot na presmetuvawe na rastojanie me|u 

dve to~ki mo`eme da go razgleduvame kako problem na 

opredeluvawe dol`ina na vektorot so po~etok vo ednata to~ka i 

kraj vo drugata to~ka. Pritoa, redosledot vo izborot na to~kite e 

nebiten bidej}i .MMMM 1221    

Najnapred da gi opredelime koordinatite na vektorot 

.MM 21  Bidej}i koordinatite na edna to~ka vo kordinatnata ram-

nina se ednakvi so koordinatite na nejziniot radiusvektor, od  

)y,x(M 111  sleduva deka nejzniot radiusvektor ).y,x(OM 111    

Sli~no, od )y,x(M 222  dobivame deka nejziniot radiusvektor 

).y,x(OM 222   Od ravenstvoto 2211 OMMMOM   sleduva deka 

1221 OMOMMM   (crte` 2).  Spored toa, imame deka  

  ).yy,xx()y,x()y,x(MM 1212112221    
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Kone~no,   

 ).yy,xx(MM 121221   

              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 2 

 Sega vektorot ~ija{to dol`ina treba da ja opredelime, e za-

daden so negovite koordinati. Ako na vektorot    

 )yy,xx(MM 121221   

ja primenime Teorema 1 dobivame:   

      .yyxxMM 2
12

2
1221   

 Kako {to ve}e rekovme, baranoto rastojanie d  me|u dadenite 

to~ki )y,x(M 111  i )y,x(M 222  e ednakvo na dol`inata na vektorot  

,MM 21  odnosno .MMd 21  Spored toa  

   212
2

12 yyxxd   
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         So toa ja doka`avme slednava teorema:  

   

 

 

  

 

 Zada~a 2. Presmetaj go rastojanieto me|u to~kite )3,2(M1   i 

).2,0(M 2   

Imame deka  

.29)3)2(())2(0(d 22    

        Zada~a 3. Proveri dali to~kite ),6,3(A   )4,2(B   i )2,1(C   le`at 

na edna ista prava.  

         I na~in. ]e proverime dali vektorite AB  i AC  se kolinear-

ni. Imame deka  

AB ( 5,10) 


 i ),4,2(AC    

od kade {to zaklu~uvame deka .AC
2

5
AB   Vektorite AB  i AC  se 

kolinearni, od kade {to sleduva deka to~kite ,A B  i C  le`at na 

edna ista prava.  

         II na~in. ]e gi presmetame dol`inite ,AB  AC i BC  i }e pro-

verime dali ednata od niv e zbir na drugite dve: 

,5512510)5(AB 22    

,52204)2(AC 22     

.5345)6(3BC 22   

Teorema 2. Rastojanieto d  pome|u dve zadadeni to~ki )y,x(M 111  

i )y,x(M 222  se presmetuva spored formulata 

       .yyxxd 2
12

2
12   



 

3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 127

Od  BCACAB   sleduva deka dadenite to~ki le`at na edna ista 

prava. 

 4. Da se opredeli vidot na triagolnikot spored stranite, ako 

),1,1(A  )3,2(B  i 
9

C 1, .
4

 
 
 

 

 Da gi presmetame dol`inite na stranite ,AB  AC  i :BC  

,521AB 22         

,
4

5

4

5
0AC

2
2 








      

.
4

5

4

3
3BC

2
2 








  

 Od ABBCAB   mo`e da zaklu~ime deka dadeniot triagol-

nik e ramnokrak.  

       

 Zada~i za samostojna rabota 

 1. Presmetaj go rastojanieto d me|u to~kite: 

  a)  )3,1(M1   i )6,2(M 2              b)  )2,0(M1  i )2,0(M 2    

  v)  )2,1(M1   i )4,2(M 2            g)  )3,1(M1  i ).0,7(M 2  

 2. Proveri dali to~kite ),3,1(A   )5,3(B  i )7,5(C   se temiwa 

na triagolnik.  

 3. Najdi  ja ordinatata na to~kata ,B  ako nejzinata apscisata 

e ednakva na 7, a nejzinioto rastojanie do to~kata )5,1(A   e 

ednakvo na 10. 
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 4. Dadeni se to~kite )8,5(A  i ).2,11(B   Najdi gi koordinatite 

na to~kata C  koja e simetri~na na to~kata B  vo odnos na to~kata 

.A  

 5. Dadeni se to~kite  ),4,1(A  )9,3(B   i ).2,5(C  Doka`i deka 

tie se temiwa na triagolnik i najdi ja dol`inata na medijanata 

povle~ena od temeto .B  

 6. Najdi ja to~kata B  na apscisnata oska koja e ednakvo 

oddale~ena od koordinatniot po~etok i od to~kata ).3,9(A   

 7. Dadeni se to~kite )5,3(A i ).4,6(B  Najdi to~ka C  na ordi-

natnata oska koja{to e ednakvo oddale~ena od to~kite A  i .B  

 

 

3.1.5. Delewe na otse~ka vo daden odnos 

 

 

 

   

Primer 1. Ako M e sredina na otse~kata ,AB  toga{  

          AM MB,
 

  

odnosno to~kata M  ja deli otse~kata AB  vo odnos ,1  smetano 

od A  kon B (crte` 1).   

 

 

Crte` 1 

Definicija 1. Za to~kata M  velime deka ja deli otse~kata AB  

)BA(   vo odnos ,  smetano od A kon ,B ako .MBAM   
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 Primer 2. Neka to~kite P  i Q  ja delat  otse~kata AB  na  

tri ednakvi dela i neka .AQAP   Toga{      

                    PB
2

1
AP    i ,QB2AQ    

od  kade  {to  zaklu~uvame deka to~kata P  ja  deli otse~kata AB  

vo odnos ,
2

1
 a  to~kata Q  vo odnos ,2 smetano  od A  kon B  (crte` 

2).                              

   

 

 

Crte` 2 

 ^esto namesto da velime ,,to~kata M  ja deli otse~kata AB  

vo odnos ,  smetano od A  kon B ’’,  velime samo ,,to~kata M  ja 

deli otse~kata AB  vo odnos  ’’, smetaj}i pritoa deka oznakata 

,AB  a ne ,BA  ni ozna~uva deka deleweto e od A kon .B    

 Brojot   e pogolem od nula ako i samo ako to~kata M  le`i 

me|u to~kite A  i .B  Specijalno, 1  ako i samo ako to~kata M  e 

sredina na otse~kata .AB  Ponatamu, 0  ako i samo ako to~kata 

M  se sovpa|a so to~kata .A  

 Ako ,1  odnosno ako ,MBAM   toga{ ,MBMA  od kade 

sleduva deka ,BA   {to ne e mo`no.  Spored toa .1  Brojot    

e pomal od nula i 1  ako i samo ako to~kata M  le`i na 

pravata ,AB  nadvor od otse~kata .AB   

Vo slednite ~ekori }e go otkrieme radiusvektorot, a potoa 

i koordinatite na to~kata M  koja ja deli otse~kata AB  vo odnos 
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.  Da uo~ime deka OAOMAM   i .OMOBMB   Toga{ imame 

deka MBAM   ako i samo ako  .OMOBOAOM   Poslednoto  

ravenstvo e ekvivalentno so ravenstvoto ,OBOAOM)1(   

odnosno so ravenstvoto  

.
1

OBOA
OM




   

Zaradi  ,OMrM    OArA   i OBrB  ,  poslednoto ravenstvo dobi-

va oblik  

                   A B
M

r r
r

1










 


                                                                       

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Crte` 3 

Ako ,
q

p
  toga{ 

qp

rprq

q

p
1

r
q

p
r

r BA
BA

M









   odnosno,    

  
qp

rprq
r BA
M




 . 
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 So toa ja doka`avme slednava teorema:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Primer 3. Dadena e otse~ka ,AB  .BA   To~kite P  i Q  ja 

delat otse~kata AB  na tri ednakvi dela.  Izrazi gi radiusvekto-

rite Pr  i  Qr preku radiusvektorite Ar  i  .rB  

         Od uslovot na zada~ata imame deka  

 PB
2

1
AP   i .QB2AQ    

Spored goredoka`anata teorema  imame:   

 ,
3

OBOA2

2

1
1

OB
2

1
OA

OP







      

  .
3

OB2OA

21

OB2OA
OQ







  

Bidej}i ,OPrP   ,OQrQ   OArA   i OBrB  , dobivame deka  

   
3

rr2
r BA
P


    i   .

3

r2r
r BA
Q


  

 

Teorema 1. To~kata M  ja deli otse~kata AB  vo odnos   ako i 

samo ako va`i  

 .
1

rr
r BA
M




   

Specijalno ako ,
q

p
  toga{  

  .
qp

rprq
r BA
M
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Crte` 4 

 Neka se dadeni to~kite )y,x(A 11  i ),y,x(B 21 i neka to~kata 

)m,m(M 21  ja deli otse~kata AB  vo odnos .  Koordinatite na 

to~kite ,A B  i M  vo koordinatnata ramnina se ednakvi na koor-

dinatite na radiusvektorite ,rA  Br  i .rM  Od gornata teorema 

imame  






1

rr
r BA
M ,  

od kade {to sleduva deka    

  ,
1

)yy,xx(

1

)y,x()y,x(
)m,m( 21212211

21








   

ili   

 

           





1

xx
m 21

1                





1

yy
m 21

2   

 Ako ,
q

p
  toga{ imame deka  
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qp

pbqa

q

p
1

b
q

p
a

m 11
11

1









  i ,
qp

pbqa

q

p
1

b
q

p
a

m 22
22

2









  

odnosno 

                  
qp

pxqx
m 21

1



                 

qp

pyqy
m 21

2



                      

 So toa ja doka`avme slednava teorema:  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 Zada~a 4. Neka e daden triagolnikot ABC  ~ii{to temiwa 

imaat koordinati ),3,2(A   )1,6(B  i ).5,4(C   Najdi gi koordinatite 

na te`i{teto na triagolnikot.  

 Za opredeluvawe na koordinatite na te`i{teto }e go koris-

time uslovot deka te`i{teto ja deli sekoja od te`i{nite linii  

,AA1 1BB  i 1CC  vo odnos .2  

 Bidej}i imame deka  

 2
2

62

2

xx
x CB

A1






  i 1

2

13

2

yy
y CB

A1






   

Teorema 2. Neka se dadeni to~kite )yx(A 11  i ).y,x(B 22  Ako to~-

kata )m,m(M 21  ja deli otse~kata AB  vo odnos   toga{ 

 





1

xx
m 21

1  i .
1

yy
m 21

2



   

Specijalno, ako ,
q

p
  toga{  

 
qp

pxqx
m 21

1



  i .

qp

pyqy
m 21

2
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Sleduva deka ).1,2(A1   Toga{ nao|ame deka  

 0
3

44

21

x2x
x 1AA

T 






  i  ,1

3

25

21

y2y
y 1AA

T 






   

pa spored toa ).1,0(T  

 

 Zada~i za samostojna rabota 

 1. Neka ),7,3(A   )2,5(B  i )0,1(C   se temiwa na triagolnik.  

Najdi gi koordinatite na sredinite na negovite strani.   

 2. Dadeni se to~kite )2,9(A   i ).10,12(B  Na pravata AB  najdi 

ja to~kata M , taka {to   

 a) MB
3

1
AM                       b) .MB3AM   

 3. Neka ),1,1(A  )11,5(B  i )1,3(C   se temiwa na triagolnik. Najdi 

ja dol`inata na medijanata povle~ena od temeto .A    

 4. Dadeni se to~kite )2,3(A   i ).3,7(B  Najdi gi koordinatite 

na to~kite koi otse~kata AB  ja delat na pet ednakvi delovi.  

 5. Dadeni se to~kite )1,3(A  i ).3,8(B  Najdi gi koordinatite na 

to~kata M  koja otse~kata AB  ja deli vo odnos: 

      a) 3:2          b) 2:3            v) 3:2              g) .2:3  

 6. Najdi gi koordinatite na temiwata na triagolnikot ABC  

ako se poznati sredinite na negovite strani ),2,3(P   )6,1(Q  i 

).2,4(R   

 7. Neka to~kite ),a,a(A 21  )b,b(B 21  i )c,c(C 21  se temiwa na 

triagolnik. Doka`i deka za te`i{teto na triagolnikot ABC  va`i   
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  .
3

cba
,

3

cba
T 222111 







 
 

 8. Dadeni se dve sosedni temiwa )a,a(A 21  i )b,b(B 21  na para-

lelogramot ABCD  i prese~nata to~ka na negovite dijagonali 

).s,s(S 21  Najdi gi koordinatite na drugite dve temiwa.  

 

 

 3.2. Prava vo ramnina 

Pravata e edna od najednostavnite geometriski figuri, no 

niza geometriski figuri se sostojat od pravi ili od delovi od 

pravi. Od tie pri~ini na{eto izu~uvawe }e go prodol`ime so za-

davawe i izu~uvawe na razni vidovi ravenki na prava vo odnos na 

izbrana koordinatna ramnina .xOy    

 

 

3.2.1. Ekspliciten oblik na ravenka na prava 

Bidej}i pravata e osnoven geometriski poim koj ne se defini-

ra, za da dojdeme do nejzinata ravenka, potrebno e da iskoristime 

nekoe nejzino svojstvo. Da ja izvedeme  najnapred ravenkata na pra-

va koja minuva niz koordinatniot po~etok i e razli~na od koordi-

natnite oski (crte` 1).  

 Neka )y,x(M  e proizvolna to~ka od pravata razli~na od 

koordinatniot po~etok. Da gi ozna~ime so 1M  ortogonalnata 
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proekcija na to~kata M  na x oskata, i so   agolot {to go zafa}a 

pravata so pozitivnata nasoka na x oskata.  Toga{ odnosot 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

                                                                         

y
tg

x
  

e konstanten za proizvolna polo`ba na to~kata .M Toj se ozna~uva 

so k  i se narekuva aglov koeficient ili koeficient na pravec 

na pravata. Ottuka sleduva deka koordinatite na sekoja to~ka od 

pravata ja zadovoluvaat ravenkata  

 kxy  . 

Spored toa, poslednata ravenka pretstavuva ravenka na pra-

va koja minuva niz koordinatniot po~etok i so pozitivnata nasoka 

na x oskata zafa}a agol ,  kade {to .tgk   
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Bidej}i pravata minuva niz koordinatniot po~etok, nejzinata 

ravenka e od oblik .kxy   Od uslovot na zada~ata imame deka 

.1
4

tgtgk 


  Spored toa, baranata ravenka glasi .xy   

Neka e dadena proizvolna prava vo koordinatnata ramnina. 

Toga{ mo`ni se slednive tri slu~ai: 

 pravata gi se~e dvete koordinatni oski (crte` 2). Neka 

)m,0(N  e prese~nata to~ka na pravata so y oskata. Pritoa, ordi-

natata na sekoja to~ka od pravata e pogolema za ,m  ako m e pozi-

tivno,  ili namalena za ,m  ako m e negativno,  vo odnos na to~kite 

od pravata {to minuva niz koordinatniot po~etok i e paralelna 

na  dadenata.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 2 

Zada~a 1. Zapi{i ja ravenkata na pravata {to minuva niz 

koordinatniot po~etok i so pozitivnata nasoka na x oskata 

zafa}a agol .
4
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Dvete  razgleduvani pravi zafa}aat ednakvi agli so pozitivnata 

nasoka na x oskata, pa spored toa nivnite aglovi koeficienti se 

ednakvi. Bidej}i pravata koja{to minuva niz koordinatniot po~e-

tok e zadadena so ravenkata  

 ,kxy   

za ravenkata na dadenata prava dobivame  

mkxy  , 

kade {to k  e koeficientot na pravecot na  dadenata prava, a m  e 

otse~okot na y oskata. Dobienata ravenka se nerekuva eksplici-

ten oblik na ravenka na prava, a za pravata velime deka e za-

dadena vo ekspliciten oblik.       

Zada~a 2. Zapi{i ja ravenkata na pravata {to minuva niz to~-

kite )3,2(M  i ).6,5(N   

 Dadenite to~ki imaat razli~ni apscisi i ordinati, pa spo-

red toa baranata ravenka  na prava ima oblik ,mkxy   kade {to 

k  e agloviot koeficient na pravata, a m otse~okot na y oskata.  

Spored uslovot na zada~ata, to~kite )3,2(M   i )6,5(N  se to~ki od 

pravata, pa nivnite koordinati ja zadovoluvaat ravenkata 

.mkxy   Na toj na~in doa|ame do sistemot 









mk56

mk23
  

~ii{to re{enija se 3k   i .9m   Spored toa, baranata ravenka 

glasi .9x3y    
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Imaj}i go predvid geometriskoto zna~ewe na agloviot koefi-

cient i otse~okot na ordinatnata oska vo eksplicitniot oblik na 

ravenka na prava mo`e da zaklu~ime deka: 

        a) dve pravi imaat ednakvi aglovi koeficienti ako i samo 

ako se paralelni; 

       b) dve pravi imaat ednakvi otse~oci na ordinatnite oski ako 

i samo ako ja se~at ordinatnata oska vo edna ista to~ka;    

  pravata e paralelna so x oskata ili se sovpa|a so x os-

kata (crte` 3). Toga{ site to~ki od pravata se na ednakvo rastoja-

nie od x oskata.       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 3 

Bidej}i rastojanieto od x oskata na edna to~ka, vsu{nost, e nej-

zinata ordinata, mo`e da zaklu~ime deka site to~ki od dadenata 
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prava imaat me|usebno ednakvi ordinati. Ako toa rastojanie go 

ozna~ime so ,m  za ravenkata na pravata dobivame:     

my       

Ovaa polo`ba na pravata mo`e da se tretira kako specijalen 

slu~aj na prethodniot. Imeno, vo ovoj slu~aj pravata zafa}a agol 

,k2   ,...2,1,0k   so pozitivnata nasoka na x oskata, pa spored 

toa agloviot koeficient .0k   Specijalno, ravenkata na x oska-

ta e ;0y    

  pravata e paralelna so y oskata ili se sovpa|a so y os-

kata (crt. 3). Toga{ site to~ki od pravata se na ednakvo rastojanie 

od y oskata. Bidej}i rastojanieto od y oskata na edna to~ka, 

vsu{nost, e nejzinata ordinata, mo`e da zaklu~ime deka site to~-

ki od dadenata prava imaat me|usebno ednakvi ordinati. Ako toa 

rastojanie go ozna~ime so ,a  za ravenkata na pravata dobivame   

ax   

Specijalno y oskata e zadadena so ravenkata .0x   

Zada~a 3. Kakva e polo`bata na pravite 2x   i 3y   vo koor-

dinatnata ramnina?  

Pravata  2x   e paralelna na y oskata i sekoja nejzina to~-

ka e na rastojanie od 2  edinici od nea, dodeka pravata 3y   e pa-

ralelna na x oskata i sekoja nejzina to~ka e na rastojanie od 3  

edinici od nea.  
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Od seto dosega ka`no sleduva deka ravenkata na edna prava 

vo koordinatnata ramninata e ravenka od prv stepen po promenli-

vite x  i .y     

 

 Zada~i za samostojna rabota  

 1. Proveri dali to~kite ),1,1(M   )3,2(N   i )2,2(P  se to~ki od 

pravata .4xy   

 2. Najdi ja ravenkata na pravata {to minuva niz koordinat-

niot po~etok i so pozitivnata nasoka na x oskata zafa}a agol  

   a) 
4


             b) 

4

3
               v) .  

3. Najdi gi agloviot koeficient i otse~okot na y oskata na 

pravata zadadena so:  

 a) 3x2y         b) 3xy           v) 2y           g) .x3y    

4. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja so pozitivnata nasoka 

na x oskata zafa}a agol 
3


  i otse~okot na ordinatnata oska i 

e ednakov na .
2

1
  

 5.  Zapi{i ja ravenkata na pravata {to minuva niz to~kata 

)2,3(A   i so pozitivnata nasoka na x oskata zafa}a agol  

.1350  

 6. Najdi gi agloviot koeficient i otse~okot na ordinatnata 

oska {to go otsekuva pravata {to minuva niz to~kite )1,2(A   i  

).5,3(B    
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 7. Zapi{i ja ravenkata na pravata {to minuva niz to~kite 

)8,2(M   i ).7,1(N   

 8. Najdi gi ravenkite na pravite na koi le`at stranite na 

kvadratot ~ii{to dijagonali le`at na koordinatnite oski, ako  

dol`inata na negovata strana e 4 edinici.   

 

 

3.2.2.  Op{t oblik na ravenka na prava  

Vo prethodnoto poglavje za ravenka na prava vo koordinatna-

ta ramnina dobivme ravenka od prv stepen po promenlivite x  i .y  

Vo ova poglavje }e ispitame {to pretstavuva op{ta ravenka od prv 

stepen so dve promenlivi x i ,y  odnosno ravenka od oblikot:  

.0CByAx                       (1) 

Prirodno e da pretpostavuvame deka 0A   ili .0B   Navistina, 

ako ,0BA   toga{ dadenata ravenkata se sveduva na ravenkata 

.0C   Vo toj slu~aj, ako 0C   ne postojat  to~ki vo ramninata koi ja 

zadovoluvaat ravenkata, dodeka, ako 0C  , site to~ki vo ramnina-

ta ja zadovoluvaat ravenkata.  

 Ako ,0A   toga{ ,0B   pa ravenkata (1) e ekvivalentna na 

ravenkata .
B

C
y   Kako {to znaeme, geometriskoto mesto na to~ki 

vo ramninata koi{to ja zadovoluvaat poslednata ravenka e prava 

paralelna so x oskata i minuva niz to~kata .
B

C
,0M 








    

 Ako ,0B   toga{ ,0A   pa ravenkata (1) e  ekvivalentna na 

ravenkata .
A

C
x   Geometriskoto mesto na to~ki vo ramninata koi 
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ja zadovoluvaat poslednata ravenka e prava koja e paralelna so 

x oskata i minuva niz to~kata .0,
A

C
N 








    

 Ako 0A   i ,0B   toga{ ravenkata (1) e  ekvivalentna na 

ravenkata 
B

C
x

B

A
y   koja{to e ravenka na prava vo ekspliciten 

oblik so aglov koeficient 
B

A
k   i otse~ok na y oskata .

B

C
m      

 Od napravenata diskusija mo`e da zaklu~ime deka ravenkata 

od oblik   

0CByAx   

e ravenka na prava, nare~ena op{t oblik na ravenka na prava.   

 Zada~a 1. Dovedi ja vo op{t oblik ravenkata na pravata  

                          .3x
2

1
y   

          Dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenkata ,03yx
2

1
  

odnosno so ravenkata .06y2x   

 Zada~a 2. Dadena e ravenkata na prava .05y3x3   Najdi gi 

agolot {to go zafa}a dadenata prava so pozitivnata nasoka na 

x oskata i otse~okot na y oskata.    

 Ako dadenata ravenka ja re{ime spored y  ja dobivame raven-

kata ,
3

5
xy   koja e ekvivalentna na dadenata, odnosno pretsta-

vuva ravenka na edna ista prava vo ramninata. Od 1tgk   sle-

duva deka 
4

3
  i .

3

5
m   

 Zada~a 3. Konstruiraj ja pravata zadadena so ravenkata  

                .02y3x2   
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Crte` 1 

 Za da ja re{ime postavenata zada~a, dovolno e da konstrui-

rame dve to~ki od pravata a potoa niz niv da ja konstruirame pra-

vata (crte` 1). Izbirame dve proizvolni vrednosti za ,x  a potoa 

gi presmetuvame soodvetnite vrednosti za .y  Vo ovoj slu~aj zgodno 

e edna izbrana vrednost da bide, na primer, ,2x1   bidej}i vo toj 

slu~aj dobivame celobrojna vrednost za ,y  .2y1   Sli~no, mo`eme 

da izbereme vrednost za ,x  ,1x 2   od kade dobivame deka .0y2   

Pritoa, treba da vodime smetka razlikata me|u izbranite vred-

nosti za x  da bide dovolno golema, taka {to dobienite to~ki da 

se dovolno razdale~eni.                                        

 

Zada~i za samostojna rabota 

 1. Dovedi gi vo op{t oblik slednive ravenki na prava:  

 a) 3x2y                 b) 4y                         v) .3x   
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 2. Najdi gi koeficientot na pravecot i otse~okot na ordinat-

nata oska na pravite: 

     a) 03yx2           b) 03y2x5            v) .016y8x3   

 3. Dadena e ravenkata na prava .03yx   Najdi gi agolot 

{to go zafa}a dadenata prava so pozitivnata nasoka na x oskata 

i otse~okot na y oskata.   

 4. Konstruiraj gi pravite zadadeni so ravenkite:  

  a) 1x3y               b) 2x                v) y  

  g) 2x2y              d) 2x
3

1
y           |) .1y5,0x    

 5. Dali ravenkite 0CByAx   i ,0CByAx   kade 

{to 0  se ravenki na edna ista prava vo koordinatnata ramni-

na.  

6. Najdi gi znacite na koeficientite A  i B  vo ravenkata na 

pravata ,0CByAx   ako taa zafa}a ostar agol so x oskata.  

 

 

3.2.3. Ravenka na snop pravi niz edna to~ka   

Neka )y,x(M 11  e fiksirana to~ka vo koordinatnata ramnina. 

Niz dadenata to~ka minuvaat bezbroj pravi za koi velime deka 

formiraat snop pravi so centar vo to~kata M  (crte` 1). 

Sekoja prava niz to~kata M  ima op{ta ravenka   

.0CByAx   
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Bidej}i to~kata M  le`i na pravata, nejzinite koordinati ja 

zadovoluvaat ravenkata na pravata, odnosno va`i ravenstvoto 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

.0CByAx 11   

Ako dobienoto ravenstvo go odzememe od ravenkata na pravata, 

dobivame deka  

0)yy(B)xx(A 11   

Sekoja ravenka od ovoj oblik e ravenka na prava koja{to 

minuva niz to~kata M  bidej}i nejzinite koordinati ja zadovolu-

vaat ravenkata. So zadavawe na razli~ni vrednosti na koefi-

cientite A  i B  gi dobivame ravenkite na razli~nite pravi niz 

to~kata .M  

Od site pravi vo snopot pravi niz M  postoi edinstvena 

prava koja e paralelna na y oskata. Nejzinata ravenka glasi  
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.xx 1   

Edinstveno taa prava nema aglov koeficient i nema otse~ok na 

y oskata, pa spored toa ovaa prava ne mo`e da se zadade vo 

ekspliciten oblik.  

Sekoja druga prava niz to~kata M  ima eksplicitna ravenka    

.nkxy   

Bidej}i to~kata M  le`i na pravata, nejzinite koordinati ja zada-

voluvaat ravenkata na pravata, odnosno va`i ravenstvoto 

.nkxy 11   

Ako dobienoto ravenstvo go odzememe od ravenkata na pravata, 

dobivame deka  

)xx(kyy 11   

Sekoja ravenka od ovoj oblik e ravenka na prava koja minuva niz 

to~kata M  bidej}i nejzinite koordinati ja zadovoluvaat ravenka-

ta. So zadavawe na razli~ni vrednosti na koeficientot k , gi do-

bivame ravenkite na razli~nite pravi niz to~kata ,M  osven pra-

vata paralelna so y oskata.  

 Zada~a 1. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~-

kata )2,3(M   i so pozitivnata nasoka na x  oskata zafa}a agol 

.1350  

         Snopot na pravi so centar vo to~kata M  ima ravenka  

 ).3x(k2y   
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         Bidej}i baranata prava od snopot so x oskata zafa}a agol 

,1350  taa ima aglov koeficient .1135tgk 0   Toga{ baranata 

ravenka na prava glasi ),3x(2y   ili  

.01yx   

 Zada~a 2. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~-

kata )6,4(M  i e paralelna so pravata .025y2x3   

          Dadenata ravenka na prava e vo op{t oblik. Ako ja transfor-

mirame vo ekspliciten oblik, ja dobivame ravenkata na prava  

,
2

25
x

2

3
y    

so aglov koeficient .
2

3
k   Bidej}i baranata prava i dadenata 

prava se paralelni tie zafa}aat ednakvi agli so pozitivnata na-
soka na x oskata, pa nivnite aglovi koeficienti se ednakvi. 

Spored toa, ravenkata na baranata prava glasi ),4x(
2

3
6y   

odnosno, 

.024y2x3   

 

 Zada~i za samostojna rabota  

 1. Zapi{i ja ravenkata na snopot pravi {to minuvaat niz to~-

kite:   

              a) )3,2(M                  b) ).4,1(M   

          2. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)1,2(M   i ima aglov koeficient .3k     
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 3. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)7,4(M   i so pozitivnata nasoka na x oskata zafa}a agol 

.1200  

 4. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)3,7(M   i e paralelna  so pravata:  

  a) 1x2y                   b) 
2

1
xy                        v) .1x

2

3
y   

5. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)1,3(M   i e paralelna na 

 a) apscisnata oska     b) pravata x3y         v) pravata .xy   

6. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)2,1(M   i e paralelna na pravata  

  a) 05yx               b) 01y6x3                v) .0y3x   

7. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)1,2(M  i so pozitivnata nasoka na x oskata zafa}a agol dvapati 

pogolem od  agolot {to go zafa}a pravata 
3

4

3

x
y   so x oskata. 

  

 

3.2.4. Ravenka na prava niz dve to~ki  

Koristej}i ja ravenkata na snop pravi niz edna to~ka, mo`e 

lesno da ja najdeme ravenkata na prava koja minuva niz dve dadeni 

to~ki.  

Zada~a 1. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~-

kite )5,12(M1   i 2M (8, 3).  
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Snopot pravi so centar vo 1M  ima ravenka  

).12x(k5y    

Bidej}i baranata prava minuva niz to~kata ,M2  nejzinite koordi-

nati ja zadovoluvaat ravenkata na pravata, odnosno va`i ravenst-

voto ),128(k53   od kade {to dobivame deka .
5

2
k    Spored  

toa,  baranata ravenka na prava glasi ),12x(
5

2
5y   ili  

.01y5x2   

Primerot {to go razgledavme ni ja otkriva postapkata za nao-

|awe ravenka na prava opredelena so dve to~ki. Neka se dadeni 

to~kite )y,x(M 111 i )y,x(M 222 , (crte` 1).  ]e ja najdeme ravenkata 

na pravata {to minuva niz dadenite to~ki, odnosno pravata 

.MM 21  

  Ako ,xx 21   toga{ pravata 21MM  e normalna na y oskata, 

pa nejzinata ravenka vo toj slu~aj glasi  

1xx   

  Ako ,xx 21   toga{ snopot pravi so centar vo 1M  ima ra-

venka  

).xx(kyy 11   

Bidej}i pravata 21MM  minuva niz to~kata 2M  nejzinite koordina-

ti go zadovoluvaat  ravenstvoto  

                   ).xx(kyy 1212           
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Crte` 1 

Toga{ agloviot koeficient na pravata 21MM iznesuva  

.
xx

yy
k

12

12




  

Ako vrednosta za k ja zamenime vo ravenkata  na snopot pravi, ja 

dobivame ravenkata na prava niz dvete dadeni to~ki 

)xx(
xx

yy
yy 1

12

12
1 




   

Od ravenkata na prava niz dve dadeni to~ki mo`eme da go iz-

vedeme uslovot za kolinearnost na tri to~ki. Imeno, treta to~-

ka )y,x(M 333  le`i na pravata opredelena so to~kite 1M  i 2M  ako 

i samo ako nejzinite koordinati ja zadovoluvaat ravenkata na 

pravata opredelena so dvete dadeni to~ki, odnosno ravenkata  

)xx(
xx

yy
yy 13

12

12
13 
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Zada~a 2. To~kite ),2,1(A   )3,1(B  i )4,2(C   se temiwa na da-

den triagolnik. Najdi gi ravenkite na medijanite na triagolnikot.  

  Da gi ozna~ime so ,L M i N  sredinite na stranite ,BC CA i 

AB  soodvetno. Toga{ za nivnite koordinati dobivame 

,
2

7

2

yy
,

2

1

2

xx
L CBCB 














     















1

2

yy
,

2

3

2

xx
M ACAC  i   

A B A Bx x y y 1
N 0, .

2 2 2

  
  

 
 

Medijanata AL  ima aglov koeficient   

.11

)1(
2

1

)2(
2

7

xx

yy
k

AL

AL
AL 









   

Toga{ nejzinata ravenka glasi  )xx(11yy AA   ili   

 .09yx11   

 Na sli~en na~in dobivame deka medijanata BM  ima ravenka  

,011y5x4    

a medijanata CN  ima ravenka  

.02y4x7   
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 Zada~i za samostojna rabota  

1. Najdi go koeficientot na pravecot na pravata koja minuva 

niz to~kite: 

     a) )4,1(M1   i )3;4(M 2         b) )2,0(M1   i )3;1(M 2          

     v) )4,1(M1  i ).4,2(M 2   

2. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kite  

)4,1(M1   i ).3,4(M 2   

3. Dali to~kite ),3,0(M1  )6,2(M 2  i )3,1(M3   se kolinearni? 

4. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz koordinat-

niot po~etok i te`i{teto na triagolnikot ,ABC  ako ),1,2(A   

)5,4(B  i ).2,3(C   

5. To~kite ),2,1(A )1,3(B   i )4,0(C  se temiwa na daden tria-

golnik. Najdi gi ravenkite  na pravite, od koi sekoje minuva niz 

edno teme i e paralelna na sprotivnata strana.   

6. To~kite ),7,6(A   )11,2(B  i )13,3(C   se temiwa na daden tria-

golnik. Najdi gi ravenkite na medijanite na triagolnikot.  

7. Dijagonalite na eden romb le`at na koordinatnite oski, a 

negovite dol`ini se 6  i 8  edinici. Najdi gi ravenkite na pravite 

na koi le`at stranite na rombot.  

8. Sredinite na stranite na eden triagolnik se ),2,1(L   

)1,3(M   i ).4,0(N  Zapi{i gi ravenkite na pravite na koi le`at 

negovite strani.  
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9. Dadeni se dve temiwa ),1,3(A  )2,2(B na paralelogramot 

ABCD  i prese~nata to~ka  na negovite dijagonali ).0,3(Q  Da se 

opredelat ravenkite na stranite na paralelogramot.  

 

 

3.2.5. Segmenten oblik na ravenka na prava  

Kako {to ve}e vidovme, ravenkata  

0CByAx                                                     (1) 

pretstavuva ravenka na prava vo koordinatnata ramnina. Pritoa,  

pravata minuva niz koordinatniot po~etok ako i samo ako .0C   

Koeficientot 0A   ako i samo ako pravata e paralelna na x os-

kata, dodeka koeficientot 0B   ako i samo ako pravata e para-

lelna na y oskata.  

Pretpostavuvame deka dadenata prava ne minuva niz koordi-

natniot po~etok i ne e paralelna so nitu edna koordinatna oska. 

Toga{ za koeficientite od nejzinata ravenka va`i: ,0A   0B   i  

.0C   Ako ravenkata (1) ja pomno`ime so brojot 
C

1
 , taa go dobiva 

oblikot  

 01y
C

B
x

C

A
  

ili  

.1

B

C

y

A

C

x
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Ako stavime 
A

C
a   i 

B

C
b  , toga{ ravenkata go dobiva oblik 

   1
b

y

a

x
                                  (2) 

nare~en segmenten oblik na ravenka na prava.                                                                                               

 Da go ispitame geometriskoto zna~ewe na parametrite a  i .b  

Ako vo ravenkata (2) stavime ,0y  a potoa 0x  , gi dobivame pre-

se~nite to~ki )0,a(P  i )b,0(Q  na pravata so x oskata, odnosno 

y oskata. Spored toa broevite a  i b  po apsolutna vrednost se 

ednakvi na dol`inite na otse~kite {to gi otsekuva pravata od 

x oskata i y oskata, soodvetno. Niv gi narekuvame otse~oci 

ili segmenti na oskite (crte` 1).  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

 Zada~a 1. Zapi{i gi vo segmenten oblik slednive ravenki na 

prava: 
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                   a) 06y3x               b) 4x3y    

a potoa najdi gi dol`inite na segmentite na sekoja od koordinat-

nite oski.   

 a) I na~in: dadenata ravenka na prava e ravenka od op{t 

oblik. Ako ravenkata ja pomno`ime so 

   
6

1

6

1

C

1



 ,  

ja dobivame ravenkata 1
2

y

6

x
  koja e ekvivalentna so ravenkata  

  .1
2

y

6

x



   

Poslednata ravenka e zapi{ana vo segmenten oblik i e ekvivalen-

tna na dadenata.  

 II na~in: vo dadenata ravenka ,1A   3B   i .6C   Toga{  

   6
1

6

A

C
a 


  i ,2

3

6

B

C
b 




   

od kade {to go dobivame segmentniot oblik na ravenkata 

.1
2

y

6

x



   

 Dol`inata na segmentot na x oskata iznesuva 6  edinici, do-

deka dol`inata na segmentot na y oskata iznesuva 2  edinici.             

 b) Dadenata ravenka ja doveduvame vo op{t oblik ,04yx2   

a potoa postapuvaj}i kako vo prethodniot slu~aj, go dobivame nej-

ziniot segmenten oblik   

   .1
4

y

2

x
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 Dol`inata na segmentot na x oskata iznesuva 2  edinici, do-

deka dol`inata na segmentot na y oskata iznesuva 4  edinici.            

 Zada~a 2. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot zagraden 

so koordinatnite oski i pravata .010y5x2      

 Bidej}i koordinatnite oski se se~at pod prav agol, baraniot 

triagolnik e pravoagolen so teme pri praviot agol vo koordinat-

niot po~etok, katetite le`at na koordinatnite oski, a hipotenu-

zata na dadenata prava. Znaeme deka plo{tinata na pravoagolen 

triagolnik e ednakva na poluproizvodot od dol`inite na negovi-

te kateti, a toa se tokmu dol`inite na segmentite otse~eni na 

koordinatnite oski. Ako ravenkata na pravata ja transformirame 

do segmenten oblik, ja dobivame ravenkata  

  .1
2

y

5

x
   

Spored toa, dol`inite na segmentite se 5  edinici i 2 edinici od 

kade {to sleduva deka baraniot pravoagolen triagolnik ima kate-

ti 5  edinici i 2  edinici. Toga{ negovata plo{tina iznesuva  

  
5 2

5
2


  kvadratni edinici. 

 

 

 Zada~i za samostojna rabota  

 1. Zapi{i gi vo segmenten oblik slednive ravenki na prava: 

  a) 012y2x3        b) 1xy             v) 2x4y   
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a potoa najdi gi dol`inite na segmentite na sekoja od koordinat-

nite oski.   

 2. Najdi ja vrednosta na parametarot k  za koja zbirot na 

segmentite na koordinatnite oski {to gi otsekuva pravata 

03ky5x2   e ednakov na .10  

 3. Najdi ja vrednosta na parametarot k  za koja proizvodot na 

segmentite na koordinatnite oski {to gi otsekuva pravata 

0k12y5x6   e ednakov na .
6

5
  

 4. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot zagraden so koor-

dinatnite oski i pravata .06y2x      

  5. Niz to~kata )3,4(M   povle~i prava koja so koordinatnite 

oski zagraduva triagolnik so plo{tina ednakva na 3  kvadratni 

edinici.  

 6. Niz to~kata )2,3(M  povle~i prava koja otsekuva ednakvi po 

dol`ina segmenti od koordinatnite oski. 

 7. Sporedi gi segmentite a  i b  {to na koordinatnite oski gi 

otsekuva pravata 1
b

y

a

x
  koja so pozitivnata nasoka na x oskata 

zafa}a agol   

   a) 
4


               b) 

4

3
             v) .

3
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3.2.6. Normalen oblik na ravenka na prava   

Vo ova poglavje }e izu~ime u{te eden na~in na zadavawe pra-

va vo koordinatnata ramnina koja ne minuva niz koordinatniot 

po~etok i ne e paralelna so niedna koordinatna oska.  

 Od koordinatniot po~etok spu{tame normala na dadenata 

prava i so p  ja ozna~uvame dol`inata na otse~kata ,OP  a so   

agolot {to go zafa}a taa normala so x oskata (crte` 1).   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Od pravoagolnite triagolnici OAP  i BOP  dobivame deka 

pcosa   i   .psinb   

Ako vo segmentniot oblik na ravenkata na pravata  

1
b

y

a

x
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zamenime  

 



cos

p
a   i  




sin

p
b , 

po sreduvaweto ravenkata dobiva oblik  

0psinycosx   

nare~en normalen oblik na ravenka na prava.  

 Agolot  e agolot {to go zafa}a normalata na pravata so po-

zitivnata nasoka na x oskata, a p  e rastojanieto na pravata od 

koordinatniot po~etok. Ako agolot  e konstanten, toga{ za raz-

li~ni vrednosti na p  dobivame familija paralelni pravi koi se 

normalni na pravata koja zafa}a agol  so pozitivnata nasoka na 

x oskata.  

 Se postavuva pra{aweto kako da go opredelime normalniot 

oblik na ravenka na prava ako pravata e zadadena so ravenka vo 

op{t oblik  

          .0CByAx   

Dadenata ravenkata }e ja pomno`ime so realen broj ,0M   nare~en 

normira~ki mno`itel za koj va`i:  

           cosAM    i    .sinBM   

Ako poslednite dve ravenstva gi kvadrirame, a potoa gi sobereme, 

dobivame deka  

1cossin)BM()AM( 2222   

od kade {to sleduva deka ,1)BA(M 222   odnosno  
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.
BA

1
M

22 
  

Znakot na normira~kiot mno`itel M  go opredeluvame od us-

lovot .pCM   Poslednoto ravenstvo }e go zapi{eme vo oblik  

.CMp   Bidej}i p  e pozitivno, znakot na M  treba da go izbira-

me taka {to izrazot CM   da bide pozitiven.  Spored toa, znakot 

na normira~kiot mno`itel M  treba da bide sprotiven od znakot 

na .C  Na toj na~in go dobivame normalniot oblik na ravenkata na 

prava:  

0
BA

C
y

BA

B
x

BA

A

222222









 

         Zada~a 1. Zapi{i ja vo normalen oblik ravenkata na pravata 

.010y4x3   

 Dadenata ravenka na prava e ravenka od op{t oblik so koe-

ficienti ,3A  4B   i .10C   Bidej}i koeficientot C  e poziti-

ven, ravenkata ja mno`ime so brojot  

  M .
5

1

43

1

BA

1

2222






  

Toga{ normalniot oblik na ravenkata na dadenata prava glasi 

  .02y
5

4
x

5

3
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 Zada~i za samostojna rabota  

 1. Koja od slednive ravenki na prava pretstavuva ravenka na 

prava vo normalen oblik: 

  a) 07y2x3         b) 03y
2

1
x                   

  v) 01y
7

4
x

3

2
        g) 03y

13

5
x

13

12
               

  d) 02y
5

4
x

5

3
                |) x 5 0?   

 2. Najdi go normira~kiot mno`itel na ravenkite: 

             a) 03yx2         b) 033y10x   v) .010y4x   

 3. Zapi{i gi vo normalen oblik slednive ravenki na prava: 

  a) 010y3x4        b) 039y12x5               

  v) 015y8x6        g) 03y2x               

  d) 4x3y        |) .0410siny10cosx 00   

 4. Zapi{i gi vo normalen oblik slednive ravenki na prava: 

           a) 1
3

y

2

x
  b) 2y

5

x
             v) .3xy   

 

 

3.2.7. Rastojanie od to~ka do prava   

 Na{a sledna zada~a e da nau~ime da presmetuvame rastojanie 

od dadena to~ka do dadena prava vo koordinatnata ramnina. Kako 
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{to znaeme, rastojanieto od to~ka do prava e ednakvo na dol`ina-

ta na normalata spu{tena od to~kata kon pravata.  

  Ako pravata e normalna na x oskata, toga{ rastojanieto d  

od to~kata )y,x(M 11  do pravata px   iznesuva pxd 1   (crte` 1).   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

  Neka pravata e vo op{ta polo`ba (crte` 2). Niz dadenata 

to~ka )y,x(M 11  postavuvame prava paralelna na dadenata. Toga{ 

rastojanieto od to~kata M  do pravata }e bide ednakvo na rastoja-

nieto me|u paralelnite pravi. 

Ako ravenkata na dadenata prava ja zapi{eme vo normalen 

oblik  

,0psinycosx   

toga{ ravenkata na pravata paralelna na nea glasi 
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Crte` 2 

,0psinycosx 1   

kade {to 1p  se opredeluva od uslovot pravata da minuva niz to~-

kata ),y,x(M 11  odnosno 

         .sinycosxp 111   

          Rastojanieto od to~kata )y,x(M 11  do pravata e ednakvo na 

rastojanieto me|u paralelnite pravi, odnosno  

psinycosxppd 111   ili  

psinycosxd 11   

Od poslednoto ravenstvo neposredno sleduva deka rastojanieto 

od dadenata to~ka do pravata se dobiva na toj na~in {to  vo le-

vata strana od normalnata ravenka na pravata, zapi{ana vo oblik 

 ,0psinycosx   
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gi zamenuvame koordinatite na to~kata, a potoa se zema apsolutna 

vrednost od dobieniot broj. Pritoa, znakot na izrazot go ima sled-

novo geometrisko zna~ewe:  

  ako rastojanieto od to~kata do pravata pred zemaweto na 

apsoltnata vrednost e pozitiven broj, toga{ to~kata i koordinat-

niot po~etok se na razli~ni strani od pravata;   

  ako rastojanieto od to~kata do pravata pred zemaweto na 

apsolutnata vrednost e negativen broj, toga{ to~kata i koordinat-

niot po~etok se na edna ista strana od pravata.    

Ako ravenkata na pravata e zadadena vo op{t oblik 

0CByAx  , 

toga{ ravenkata treba da ja transformirame vo normalen oblik, 

odnosno }e ja pomno`ime so normira~kiot mno`itel  

 .
BA

1
M

22 
   

Znakot na normira~kiot mno`itel se izbira da bide sprotiven od 

znakot na koeficientot .C  Toga{ rastojanieto od dadenata to~ka 

do pravata se dobiva na toj na~in {to  vo levata strana od 

normalnata ravenka na pravata, zapi{ana vo oblik 

  0
BA

C
y

BA

B
x

BA

A

222222









, 

gi zamenuvame koordinatite na to~kata, a potoa se zema apsolutna 

vrednost od dobieniot broj. Kone~no dobivame:   
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22

11

BA

CByAx
d




  

 Zada~a 1. Najdi gi rastojanijata od to~kite )1,2(A  i )4,2(B   do 

pravata .015y3x4   

 Za da go najdeme rastojanieto od dadenata to~ka do pravata, 

najnapred treba da ja transformirame ravenkata vo normalen 

oblik. Za taa cel ravenkata ja mno`ime so normira~kiot mno`i-

tel  

.
5

1

BA

1

BA

1
M

2222 






   

Znakot na normira~kiot mno`itel se izbira da bide sprotiven od 

znakot na koeficientot ,C  pa vo ovoj slu~aj .
5

1
M   Toga{ 

normalnata ravenka na pravata glasi  

 .03y
5

3
x

5

4
   

Ako sega gi zamenime koorinatite na dadenata to~ka, dobivame  

 .4431
5

3
2

5

4
d    

Bidej}i znakot na d  pred zemaweto na apsolutnata vrednost be{e 

negativen, to~kata A  i koordinatniot po~etok se na ista strana 

od pravata.  

 Analogno, za to~kata B  dobivame deka  

   .1134
5

3
)2(

5

4
d    
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Vo ovoj slu~aj znakot na d  pred zemaweto na apsolutnata vrednost 

be{e pozitiven, pa to~kata B  i koordinatniot po~etok se na 

razli~ni strani od pravata.  

 Zada~a 2. Koi to~ki od ramninata se na rastojanie 2d   od 

pravata .01yx   

         To~kata )y,x(M  e na rastojanie 2d   od pravata 01yx  , 

ako  ,2
2

1yx



 odnosno 21yx   od kade {to sleduva deka 

21yx   ili .21yx   Spored toa, na rastojanie 2  od 

pravata 01yx   se to~kite od pravite  

  1xy   i .3xy   

       

 Zada~i za samostojna rabota 

1. Najdi go rastojanieto od to~kata )1,5(A   do pravata 

.030y3x4   Dali dadenata to~ka i koordinatniot po~etok se na 

ista strana od pravata? 

2. Najdi go rastojanieto na pravata 010y12x9   od koordi-

natniot po~etok. 

3. Opredeli koja od to~kite )1,3(M   i )4,5(N  e na pomalo 

rastojanie od pravata .05y2x   Poka`i deka dadenata prava 

ne ja se~e otse~kata .MN  

4. Najdi gi visinite na triagolnikot ,ABC  ako   ,5,3A    4,7B   

i ).13,11(C      
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5. Najdi ja ravenkata na pravata koja e na rastojanie 5d   od 

to~kata ),3,4(C  i otsekuva ednakvi segmenti na koordinatnite 

oski.   

6. Od site pravi paralelni na pravata 1
4

y

3

x
 , najdi ja onaa 

koja e na rastojanie 5d   od to~kata ).3,2(A  

7. Najdi ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

 1,2A   i e na rastojanie 4d   od to~kata  .1,3B  

8. Neka to~kite ),2,1(A  )7,3(B  i ),13,5(C   se temiwa na eden 

triagolnik. Najdi ja dol`inata na normalata spu{tena od temeto 

B na te`i{nata linija spu{tena od temeto .A   

 

 

3.2.8. Zaemna polo`ba na dve pravi  

Kako {to znaeme, dve pravi vo ramnina mo`e da se se~at, da 

se paralelni ili da se sovpa|aat.  Neka vo koordinatnata ramnina 

se dadeni dve pravi so svoite op{ti ravenki: 

0CyBxA 111   

.0CyBxA 222   

]e ja ispitame zavisnosta me|u koeficientite na dadenite 

ravenki vo sekoj od navedenite tri slu~ai. 

  Dadenite pravi se se~at, odnosno imaat edna zaedni~ka 

to~ka ako i samo ako sistemot  

         








0CyBxA

0CyBxA

222

111
                                          (1) 
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ima edinstveno re{enie.  

Neka )yx( 00  e edinstvenoto re{enie na dadeniot sistem. Ako 

pravata ravenka od sistemot (1) ja pomno`ime so ,B2  a vtorata so 

1B  i potoa gi sobereme, dobivame:  

0)BCBC(x)BABA( 122101221                        (2) 

Na sli~en na~in, ako prvata ravenka od sistemot (1) ja pomno`ime 

so ,B2 a vtorata so 1B  i potoa gi sobereme, dobivame:  

0)CACA(y)BABA( 122101221                        (3) 

Dovolen uslov za edinstvenost na re{enieto ),y,x( 00  odnos-

no dovolen uslov za da se se~at dadenite pravi e nejzinite 

koeficienti da ja zadovoluvaat relacijata ,0BABA 1221   ili  

da va`i uslovot  

            
2

1

2

1

B

B

A

A
 , 

pri {to podrazbirame deka ako nekoj od imenitelite e ednakov na 

nula, toga{ i  soodvetniot broitel e ednakov na nula. Vo toj slu~aj 

re{enieto na dadeniot sistem glasi:  

           ,
BABA

CBCB
x

1221

1221
0




           

.
BABA

CACA
y

1221

2112
0




                                                (4) 

Dobienite broevite se koordinati na prese~nata to~ka na 

dadenite pravi. Navistina, ako dobienite vrednosti za x  i y  od 

izrazot (4) gi zamenime vo (1), }e zaklu~ime deka ravenkite  (1) 

preminuvaat vo identiteti.  
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Zada~a 1. Doka`i deka pravite 05yx2   i 01y3x   se 

se~at.  

Po eliminacijata na y , dobivame 014x7  , od kade {to 

sleduva deka .2x   Toga{ za y  od prvata ravenka dobivame deka 

.1y   

  Za da poka`eme deka uslovot 0BABA 1221   e potreben za 

da se se~at dadenite pravi, }e go razgledame slu~ajot koga  

           .0BABA 1221   

Ako vo toj slu~aj dadenite pravi imaat u{te edna zedni~ka to~ka 

)y,x( 11  od ravenstvata (2) i (3), sleduva:  

          0BCBC 1221    i  .0CACA 1221   

Od poslednite tri ravenstva sleduva egzistencija na realen 

broj   takov {to  

,AA 12   12 BB   i .CC 12    

Navistina, bidej}i eden od broevite  1A  ili 1B  e razli~en od 

nula, bez gubewe na op{tosta mo`e da pretpostavime deka .0B1    

Ako stavime  

1

2

B

B
   

od ravenstvoto 0BABA 1221   sleduva deka ,AA 12   a od ra-

venstvoto 0BCBC 1221   sleduva deka .CC 12   Spored toa, ra-

venkata na ednata prava se dobiva od ravenkata na drugata prava 

pomno`ena so realen broj .0 Toa zna~i deka  dadenite pravi se 
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sovpa|aat. Uslovot za sovpa|awe na dve pravi voobi~aeno se zapi-

{uva kako  

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 , 

pri {to podrazbirame deka ako nekoj od imenitelite e ednakov na 

nula, toga{ i soodvetniot broitel e ednakov na nula.  

  Ako 0BABA 1221   i eden od broevite 1221 BCBC   i 

1221 CACA   e razli~en od nula, toga{ sistemot (1) nema re{enie, 

{to zna~i pravite se paralelni. Spored toa, potreben i dovolen 

uslov dadenite pravi da bidat paralelni e uslovot  

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 . 

Zada~a 2. Doka`i deka pravite 05y2x3   i 01x6y4   

se paralelni.  

Od 
1

5

4

2

6

3






,  sleduva deka pravite se paralelni. 

 

Zada~i za samostojna rabota  

 1. Vostanovi koi od slednive pravi se se~at, koi se paralel-

ni, a koi se sovpaa|aat. Vo slu~aj koga pravite se se~at, najdi ja 

prese~nata to~ka. 

  a) 01y2x3    i  012y5x2        

 b) 017yx3    i  012y2x6   

  v) 03yx2      i  .09y3x6           
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2. Najdi gi vrednostite na koeficientite A  i B  vo ravenki-

te na pravite  02y4Ax   i ,0B1Byx2   pri koi pravite se 

sovpa|aat.  

3. Najdi gi prese~nite to~ki na koordinatnite oski so pra-

vite: 

    a) 05y10x                    b) .012y3x2   

 4. Dadeni se dve pravi so svoite eksplicitni ravenki 

11 bxky   i .bxky 22   Najdi go potrebniot i dovolen uslov za 

dadenite pravi:  

     a) da se se~at                          b) da se paralelni     

               v) da se sovpadnati.  

 5. Najdi ja ravenkata na pravata {to minuva niz to~kata 

)3,2(A   i e paralelna na pravata .07y6x5   

 6. Ravenkite na pravite na koi le`at stranite na eden 

triagolnik se ,03y2x9   01y7x3   i .017y5x6   Najdi gi 

koordinatite na negovite vrvovi.  

 7. Najdi gi ravenkite na pravite koi minuvaat niz vrvovite 

na triagolnikot ABC i se paralelni na sprotivnite strani, ako 

),2,5(A   )3,2(B   i ).4,1(C   

 8. Ravenkite na dve od stranite na eden paralelogram se 

01yx   i ,0yx2   a prese~nata to~ka na dijagonalite e 

).3,1(S   Najdi gi dol`inite na negovite strani.  
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3.2.9. Agol me|u dve pravi.  

                 Uslov za normalnost na dve pravi   

Vo ova poglavje }e nau~ime da presmetuvame agol me|u dve 

pravi. Agolot me|u dve dadeni pravi najednostavno se presmetuva 

ako pravite se zadadeni so svoite eksplicitni ravenki.  

Neka se dadeni dve pravi so svoite eksplicitni ravenki:  

          11 mxky     i     .mxky 22   

Bidej}i agolot   pod koj se se~at pravite ne se menuva pri 

translacija na pravite, agolot {to go zafa}aat dadenite pravi e 

ednakov na agolot {to go zafa}aat pravite: 

xky 1    i     .xky 2  

Toga{ .12   Ako na dvete strani od ravenstvoto primenime 

tangens dobivame  

,
tgtg1

tgtg
)(tgtg

21

12
12




  

ili ako znaeme deka      

 11 ktg   i  22 ktg   

dobivame deka  

 
21

12

kk1

kk
tg




  

 Agolot {to se dobiva od ovaa formula e agolot {to se dobi-

va so rotacija na prvata prava vo pozitivna nasoka okolu pre-

se~nata to~ka dodeka ne se sovpadne so vtorata prava (crte` 1).  
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Crte` 1 

Ako ednata od dvete pravi e paralelna so y oskata, toga{ agolot 

me|u niv e ,
2




 kade {to  e agolot {to go zafa}a drugata prava 

so pozitivnata nasoka na x oskata.  

 Zada~a 1. Najdi go agolot me|u pravite zadadeni so ravenkite 

3x2y   i .02yx3          

          Za prvata prava koeficientot na pravecot ,2k1   a za 

vtorata prava .3k 2   Spored toa,  

 ,1
)3(21

23

kk1

kk
tg

21

12 








   

od kade {to sleduva deka .
4


  

 Ako pravite se normalni, toga{ imame deka  

  ,
tg

1
ctg

2
tgtgk

1
1122
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od kade {to sleduva deka .
k

1
k

1
2    

Spored toa, uslovot za normalnost na dve pravi glasi  

 
1

2
k

1
k   

 Ako ednata od dvete pravi e paralelna so y oskata, toga{ 

tie se normalni ako i samo ako drugata prava e paralelna so 

x oskata.  

 Zada~a 2. Najdi ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~-

kata )1,1(M   i e normalna na pravata ~ija {to ravenka glasi 

.02yx3   

          Ravenkata na snopot pravi niz to~kata M  glasi  

 ).1x(k1y    

Treba da ja opredelime ravenkata na onaa prava od snopot koja e 

normalma na dadenata prava, odnosno na pravata .2x3y    

Od uslovot za normalnost na dve pravi, dobivame deka .
3

1
k   

Spored toa ravenkata na baranata prava glasi  

 .02y3x   

          Ako pravite se zadadeni so svoite op{ti ravenki:  

  0CyBxA 111    i  0CyBxA 222   

toga{ izrazuvaj}i gi koeficientite 1k  i 2k  preku koeficientite 

,A1 ,B1 2A  i 2B  imame:    

1

1
1

B

A
k    i  ,

B

A
k

2

2
2   
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od kade {to za agolot me|u dve pravi dobivame deka  

 
2121

2112

BBAA

BABA
tg




   za  0BBAA 2121   i   

 
2


   za .0BBAA 2121    

 Ako pravite se zadadeni so svoite op{ti ravenki, uslovot za 

normalnost }e glasi: 

  0BBAA 2121   

 Zada~a 3. Ravenkite na pravite na koi le`at stranite 

,BC CA  i AB  na triagolnikot ABC se ,015y5x3   05y3x   i 

,03yx5   soodvetno. Najdi gi ravenkite na pravite na koi le-

`at visinite na trigolnikot.  

 Sistemot od ravenki na stranite AB  i AC   

  








05y3x

03yx5
   

ima re{enie 1x   i .2y   Spored toa temeto A  ima koordinati 

).2,1(A   Sli~no dobivame deka )3,0(B  i ).0,5(C    

 Visinata 1AA  na triagolnikot  spu{tena od temeto )2,1(A   

kon stranata BC  ima ravenka ).1x(k2y   Pravata na koja le`i 

stranata BC ima aglov koeficient .
5

3
k BC   Taa e normalna na 

pravata na koja le`i visinata .AA1  Spored toa, .
3

5

k

1
k

BC
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Toga{ ravenkata na visinata 1AA  glasi ),1x(
3

5
2y   odnosno 

.01y3x5   

 Na sli~en na~in gi dobivame ravenkite na pravite na koi 

le`at visinite spu{teni od temiwata B  i .C   

 

 Zada~i za samostojna rabota 

 1. Najdi go agolot me|u pravite 07yx2   i .010yx3     

 2. Najdi ja pravata koja minuva niz to~kata )8,2(A   i zafa}a 

agol 
4


  so pravata .5x3y     

 3. Najdi ja ravenkata na slikata na pravata 5xy   pri 

rotacija okolu to~kata )5,0(A  za agol  .600  

4. Koi od slednive pravi se zaemno  normalni: 

  a) 0y3x2   i 0y2x3                 b) 02x   i 05y       

  v)  bkxy   i kxy                       g)  01y2x   i 0yx2       

             g)  07y6x5   i ;01y5x6     d) 2yx   i ?3xy   

 5. Najdi ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)15,3(A  i e normalna na pravata .08y5x3   

 6. Najdi go agloviot koeficient na visinite na triagolnikot 

,ABC  ako ),1,2(A   )4,3(B  i ).2,1(C   

 7. Najdi ja proekcijata na to~kata )4,3(A   vrz pravata 

.08y2x3   
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 3.3. Krivi od vtor red   

Kriva od vtor red vo ramnina se narekuva kriva koja vo odnos 

na izbran pravoagolen Dekartov koordinaten sistem e zadadena so  

ravenka od vtor stepen. Ova zaglavje e posveteno na prou~uvawe 

na nekoi karakteristi~ni krivi od vtor red vo ramnina: kru`nica, 

elipsa, hiperbola i parabola.  

 

 

3.3.1. Kru`nica 

 

 

 

To~kata S  se narekuva centar na kru`nicata. Za proizvol-

na to~ka M  od kru`nicata, otse~kata SM se narekuva polup-

re~nik ili radius na kru`nicata. Voobi~aeno, i dol`inata na 

otse~kata SM  se narekuva polupre~nik ili radius na kru`-

nicata.  

So pomo{ na definicijata za kru`nica mo`e da ja najdeme 

nejzinata ravenka vo odnos na izbrana koordinatna ramnina xOy  

(crte` 1).     

Ako )y,x(M  e proizvolna to~ka od kru`nicata so centar vo 

to~kata ),y,x(S 00  toga{ .rSM   Spored  formulata za rastojanie 

me|u dve to~ki, dobivame deka    

 

Definicija 1. Kru`nica e geometriskoto mesto na site to~ki vo 

ramninata koi se ednakvo oddale~eni od dadena to~ka S  vo ram-

ninata.     
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.r)yy()xx( 2
0

2
0   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

 

Dobienata ravenka mo`e da ja zapi{eme vo oblik:  

22
0

2
0 r)yy()xx(   

koja pretstavuva normalna ravenka na kru`nica so centar vo 

to~kata )y,x(S 00 i radius .r                                      

Specijalno, ako centarot na kru`nicata e vo koordinatniot 

po~etok, toga{ ravenkata dobiva oblik  

222 ryx   

i se narekuva centralna ravenka na kru`nica.                            

Zada~a 1. Najdi ja ravenkata na kru`nicata so centar vo to~-

kata )4,5(S  i radius .8r   



3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 

 180

          Baranata ravenka glasi     .644y5x 22   

          Ako ravenkata na kru`nica ja zapi{eme vo razvien oblik, ja 

dobivame ravenkata   

0ryxyy2xx2yx 22
0

2
000

22   

ili  

 2 2x y x my n 0,    l  

kade {to 02x , l  0y2m   i ,ryxn 22
0

2
0   {to pretstavuva 

ravenka od vtor stepen.  

Se postavuva pra{aweto vo koj slu~aj ravenka od vtor stepen 

od oblikot  

2 2x y x my n 0    l  

e ravenka na kru`nica?  Zaradi ravenkata  

2 2 2 2 2
0 0m 4n 4x 4y 4n 4r     l ,   

zaklu~uvame deka:     

  ako 2 2m 4n 0,  l  toga{ ,0r4 2   odnosno ,0r   od kade 

{to sleduva deka dadenata ravenka e ravenka na kru`nica so 

centar vo to~kata 
m

S ,
2 2

 
  
 

l
 i radius ;r  

  ako 2 2m 4n 0,  l  toga{ ,0r4 2   odnosno ,0r   od kade 

sleduva deka dadenata ravenka e ravenka na to~ka,  
m

S , ;
2 2

 
  
 

l
 

  ako 2 2m 4n 0,  l  toga{ ,0r4 2   odnosno ,0r   od kade 

{to sleduva deka ravenkata e ravenka na imaginarna kru`nica i 

nevozmo`no e nejzino pretstavuvawe vo ramninata.  



3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 

 181

Zada~a 2. Doka`i deka ravenkata  

 018y10x6yx 22    

e ravenka na kru`nica, a potoa najdi gi centarot i radiusot.  

I na~in: Vo dadenata ravenka 6, l  10m   i .18n   Od 

neravenstvoto  

 2 2 2 2m 4n ( 6) 10 4 18 64 0        l   

zaklu~uvame deka dadenata ravenka e ravenka na kru`nica. Od 

uslovite 02x , l  0y2m    i ,ryxn 22
0

2
0   dobivame deka 

,3x 0   5y0   i ,4r   odnosno dadenata ravenka e ravenka na 

kru`nica so centar vo to~kata )5,3(S   i radius .4r   

II na~in: Dadenata ravenka ja transformirame na toj na~in 

{to izrazite x6x 2   i y10y2   gi dopolnuvame do poln kvadrat. 

Toga{ ravenkata go dobiva oblikot     ,0182595y3x 22   

odnosno  

    ,165y3x 22    

od kade {to zaklu~uvame deka centar na dadenata kru`nica e 

to~kata ),5,3(S   a nejziniot radius e .4r   

Zada~a 3. Najdi ja ravenkata na kru`nicata koja minuva niz 

to~kite ),2,2(A  )3,7(B  i ).0,6(C   

Ako koordinatite na dadenite to~ki gi zamenime vo ravenka-

ta 2 2x y x my n 0,    l  go dobivame sistemot   
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2 2m n 8

7 3m n 58

6 n 36

   


   
   

l

l

l

  

~ie {to re{enie e 4, l  6m   i .12n   Baranata ravenka na 

kru`nicata glasi ,012y6x4yx 22   odnosno  

    .253y2x 22   

 

Zada~i za samostojna rabota   

1. Najdi ja ravenkata na kru`nicata so centar vo to~kata 

)0,0(S  i radius .5r    

2. Zapi{i gi koordinatite na centarot i radiusot na kru`-

nicata zadadena so ravenkata:  

   a) 040x14yx 22            b)  064y16x12yx 22          

   v) 0y24x70yx 22          g) .900606022  yxyx  

3. Najdi ja ravenkata na kru`nicata ~ij centar e vo to~kata 

)2,3(S   i minuva niz koordinatniot po~etok.  

4. Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata ~ij dijametar e otse~o-

kot na pravata 012y4x3   me|u koordinatnite oski.  

5. Najdi ja ravenkata na kru`nicata koja e koncentri~na so 

kru`nicata 0y4x3yx 22   i minuva niz to~kata ).4,3(A   

6. Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata koja {to minuva niz 

to~kite:  

a) ),1,7(A  ),5,5(B )4,2(C                 b) ),1,0(A  ),0,2(B ).1,3(C     
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7. Najdi ja ravenkata na kru`nicata opi{ana okolu triagol-

nikot zagraden so pravite  

,03y2x   02yx3   i .06y3x2   

8. Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata koja minuva niz to~kite 

)3,2(A i ),1,4(B   dodeka centarot le`i na pravata .02yx    

9. Za koi vrednosti na parametarot   ravenkata  

   a) 0)12(y6x4yx 22   pretstavuva ravenka na 

kru`nica? 

b) 07y3xyx 22   pretstavuva ravenka na kru`nica 

{to minuva niz to~kata ?)0,1(C  

 

 

3.3.2. Zaemna polo`ba na prava i kru`nica  

 Zaedni~ki to~ki na prava i kru`nica 

 Neka se dadeni kru`nica so svojata ravenka  

  22
0

2
0 r)yy()xx(    

i prava so svojata op{ta ravenka  

.0CByAx    

Dadenata prava ja se~e kru`nicata vo dve to~ki, vo edna to~ka ili 

nema zaedni~ki to~ki so kru`nicata vo zavisnost od toa dali 

sistemot  
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0CByAx

r)yy()xx( 22
0

2
0  

ima dve, edno ili niedno re{enie.  Toga{ velime deka pravata ja 

se~e kru`nicata, pravata ja dopira kru`nicata ili pravata ne 

ja se~e kru`nicata, soodvetno.  

Od elementarna geometrija ni e poznato deka pravata ja se~e 

kru`nicata, ako rastojanieto od centarot na kru`nicata do 

pravata e pomalo od radiusot na kru`nicata; pravata ja dopira 

kru`nicata ako rastojanieto od centarot na kru`nicata do 

pravata e ednakvo na radiusot na kru`nicata; i pravata ne ja se~e 

kru`nicata, ako rastojanieto od centarot na kru`nicata do 

pravata e pogolemo od radiusot na kru`nicata. Koristej}i ja 

formulata za rastojanie od to~ka do prava, dobivame deka:     

  pravata ja se~e kru`nicata vo dve to~ki, ako va`i uslovot 

 ,r
BA

CByAx

22

00





 

  pravata ja dopira kru`nicata, ako va`i va`i uslovot 

,r
BA

CByAx

22

00





 

  pravata ne ja se~e kru`nicata, ako va`i uslovot  

 .r
BA

CByAx

22

00





 

Zada~a 1. Najdi gi prese~nite to~ki na kru`nicata zadadena 

so ravenkata 4)2y()1x( 22   so pravata .05yx   
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Od uslovot  

22
11

52111

22





  

sleduva deka pravata ja se~e kru`nicata. Koordinatite na pre-

se~nite to~ki gi zadovoluvaat dvete dadeni ravenki kako raven-

kata na pravata taka i ravenkata na kru`nicata.  Spored toa, tie 

se re{enija na sistemot   

.
05yx

4)2y()1x( 22










 

 Zamenuvaj}i x5y   vo prvata ravenka ja dobivame kvadratnata 

ravenka 03x4x 2   ~ii koreni se 1x1   i .3x 2   Toga{, za y  od 

vtorata ravenka, dobivame 4y1   i .2y2   Spored toa, dadenata 

prava ja se~e kru`nicata vo to~kite )4,1(  i ).2,3(  

 

Tangenta na kru`nica 

Prava {to dopira dadena kru`nica se vika tangenta na kru`-

nicata. Zaedni~kata to~ka na pravata i kru`nicata se vika do-

pirna to~ka. Od uslovot za tangenta so kvadrirawe, dobivame  

).BA(r)CByAx( 2222
00   

Ako pravata e zadadena vo ekspliciten oblik ( ,kA   1B   i 

)mC   uslovot pravata da bide tangenta na kru`nicata dobiva 

oblik  

  ).k1(r)mykx( 222
00   

 Neka to~kata )y,x(T 11  e to~ka od kru`nicata  
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.r)yy()xx( 22
0

2
0   

 Da ja opredelime ravenkata na tangentata na kru`nicata vo da-

denata to~ka (crte` 1).  Pretpostavuvame deka dadenata to~ka ne 

e presek na kru`nicata so koordinatnite oski. Ravenkata na 

proizvolna prava koja minuva niz to~kata T  glasi   

).xx(kyy 11   

Bidej}i baranata prava e tangenta na kru`nicata vo to~kata T , 

taa e normalna na pravata .ST  Koeficientot na pravecot k  na 

pravata ST  e tangens od agolot {to go zafa}a radiusot so x os-

kata, odnosno  

,
xx

yy
k

01

01




   

kade {to ,0xx 01   ,0yy 01   poradi pretpostavkata deka to~ka-

ta T  ne pripa|a na niedna koordinatna oska.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 
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Toga{ ravenkata na tangenta  glasi: 

                  1 0
1 1

1 0

x x
y y (x x ),

y y


   


              

bidej}i .1kk   Ako ravenkata ja pomno`ime so 01 yy   a potoa go 

iskoristime uslovot deka to~kata T  le`i na dadenata kru`nica, 

odnosno va`i ,r)yy()xx( 22
01

2
01   dobivame deka  

2 2
1 0 1 0 1 1 1 0 0 1yy yy y y y x x x x xx x ,         

       
0 1 0 0 1 0

2 2 2 2 2
1 1 0 0 1 1 0 0

(x x )(x x ) (y y )(y y )

x 2x x x y 2y y y r ,

     

      
 

odnosno ravenkata na tangentata na kru`nicata vo to~kata T  koja 

le`i na kru`nicata glasi 

    2
010010 r)yy)(yy()xx)(xx(  . 

Zada~a 2. Najdi ja ravenkata na tangenta na kru`nicata 

2)3y()2x( 22   vo to~kata ).2,1(T        

To~kata )2,1(T  pripa|a na kru`nicata. Baranata ravenka na 

tangenta glasi  

,2)32)(3y()21)(2x(    

ili po sreduvaweto ja dobivame ravenkata .03yx   

3. Najdi gi ravenkite na tangentite na kru`nicata 

100yx 22   povle~eni od to~kata  .2,14M     

Neka mkxy   e ravenkata na baranata tangenta. Toga{ va`i 

).k1(rm 222   Od uslovot to~kata  2,14M   le`i na pravata 

mkxy  , dobivame ,mk142   odnosno .2k14m   Ako m  go 
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zamenime vo ravenkata )k1(100m 22  , po sreduvaweto ja dobi-

vame kvadratnata ravenka 212k 7k 12 0    ~ii {to koreni se  

3

4
k1   i .

4

3
k 2    

Ako dobienite vrednosti gi zamenime vo 2k14m   dobivame  

1

50
m

3
  i 2

25
m .

2
    

Spored toa, baranite ravenki na tangentite se  

4 50
y x

3 3
    i  ,

2

25
x

4

3
y    

ili  050y3x4   i .050y4x3    

  

 Zada~i za samostojna rabota  

 1. Najdi gi zaedni~kite to~ki na pravata zadadena so raven-

kata 04yx   so kru`nicata .020y4x2yx 22   

 2. Najdi ja dol`inata na tetivata koja ja otsekuva pravata 

02yx3   od kru`nicata .012y6x4yx 22   

3. Zapi{i ja ravenkata na tangentata na kru`nicata dadena 

so ravenkata 0y3x2yx 22   vo to~kata ).3,0(A  

4. Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata koja minuva niz to~kata 

)4,18(A   i gi dopira koordinatnite oski.  

 5. Najdi gi ravenkite na tangentite na kru`nicata dadena so 

ravenkata 025y4x10yx 22   povle~eni od koordinatniot po~e-

tok. 
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6. Najdi gi ravenkite na tangentite na kru`nicata 6yx 22   

koi se paralelni na pravata .3
2

x
y         

 7. Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata koja minuva niz to~kata 

)1,1(A  i gi dopira pravite 03yx7   i .03y7x   

 

 

3.3.3. Elipsa 

 

 

 

To~kite 1F  i  2F   se narekuvaat fokusi na elipsata.  

So cel da ja najdeme ravenkata na elipsa vo ramninata izbi-

rame pravoagolen Dekartov koordinaten sistem, taka {to koor-

dinatniot po~etok O  e sredina na otse~kata ,FF 21  a x oskata e 

pravata ,FF 21  so pozitivna nasoka od  1F  kon 2F  (crte` 1).   

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Definicija 1. Elipsa e geometriskoto mesto na site to~ki vo ram-

ninata ~ij zbir na rastojanija do dve dadeni to~ki vo ramninata 1F  

i 2F   e konstanten, pogolem od rastojanieto me|u 1F  i .F2      
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Ako rastojanieto me|u fokusite go ozna~ime so c2  toga{ 

)0,c(F1   i 2F (c,0).  Da go ozna~ime so a2  zbirot na rastojanijata od 

proizvolna to~ka na elipsata do fokusite na elipsata.  

          Neka )y,x(M  e proizvolna to~ka od elipsata. Spored formu-

lata za rastojanie me|u dve to~ki imame  

22
1 y)cx(MF  i ,y)cx(MF 22

2   

od kade {to, zaradi definicijata na elipsa, sleduva deka                                             

.a2y)cx(y)cx( 2222   

 So cel polesno da gi prou~ime osobinite na elipsata, 

poslednata ravenka }e ja transformirame vo poednostaven oblik. 

Ako vtoriot sobirok go preneseme od levata na desnata strana na 

ravenkata,  dobivame deka  

2222 y)cx(a2y)cx(   

od kade {to  so kvadrirawe na dvete strani doa|ame do ravenkata  

.xcay)cx(a 222   

Povtorno so kvadrirawe na poslednata ravenka, dobivame:  

)ca(ayax)ca( 22222222   

ili  

.1
ca

y

a

x
22

2

2

2




  

 Spored definicijata na elipsa ,c2a2   od kade {to sleduva 

.0ca 22   Ako brojot 22 ca   go ozna~ime so 2b , ja dobivame raven-

kata 



3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 

 191

           1
b

y

a

x
2

2

2

2

                                                       (1) 

 Poka`avme deka sekoja to~ka od elipsata ja zadovoluva 

ravenkata (1). ]e poka`eme deka va`i i obratnoto: sekoja to~ka 

)y,x(M , ~ii koordinati ja zadovoluvaat ravenkata (1), pripa|a na 

elipsata.   

Od ravenkata (1) dobivame deka ,
a

x
1by

2

2
22














  kade {to 

.cab 222   Toga{  

 
2 2

2 2 2 2 2
1 2

b x
F M (x c) y x 2cx c b

a
           

           

22
2 2

2

c c c
x 2cx a x a x a .

a aa

   
          

   
 

Znakot na desnata strana na poslednoto ravenstvo go izbirame 

taka {to 1FM  da bide nenegativno.  Od definicijata na elipsa 

sleduva deka ,ca   dodeka od (1) sleduva deka .ax   Toga{ imame  

,ax
a

c
  {to zna~i .0ax

a

c
  Spored toa, nao|ame deka  

.x
a

c
aMF1    

Analogno dobivame deka  

.x
a

c
aMF2    

So sobirawe na poslednite dve ravenki, dobivame deka:  

,a2MFMF 21   



3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 

 192

od kade {to zaklu~uvame deka to~kata M  pripa|a na elipsata. 

 So toa poka`avme deka sekoja to~ka {to pripa|a na elipsata 

ja zadovoluva ravenkata (1) i obratno, sekoja to~ka {to ja zado-

voluva ravenkata (1) pripa|a na elipsata. Spored toa, ravenkata 

(1) e ravenka na elipsa. Taa se narekuva kanoni~na ili centralna 

ravenka na elipsa.  

Zada~a 1. Najdi ja ravenkata na geometriskoto mesto na to~ki 

~ij zbir na rastojanijata do to~kite )0,3(F1  i )0,3(F2  e ednakov na 

10. Dali to~kite )1,4(M1 i )0,5(M 2  pripa|aat na dadenoto geomet-

risko mesto?  

 Baranoto geometrisko mesto e elipsa so fokusi 1F  i .F2  Od 

,c2FF 21   a210   i ,cab 222   dobivame deka ,5a   3c   i .4b   

Baranata ravenka glasi  

.1
16

y

25

x 22

  

To~kata )1,4(M1  ne pripa|a na dadenoto geometrisko mesto, 

odnosno ne e to~ka od elipsata, bidej}i  

,1
16

1

25

4 22

   

dodeka to~kata )0,5(M 2  e to~ka od dadenoto geometrisko mesto, 

odnosno to~ka od elipsata, bidej}i   

 .1
16

0

25

5 22
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Zada~i za samostojna rabota 

1. Dovedi gi vo kanoni~en oblik slednive ravenki na elipsa: 

    a) 324y36x9 22                 b) 432y36x12 22              

    v) 2 24x 9y 36                    g) 2 225x 9y 225.   

2. Najdi koi od slednive to~ki:  

    ),5,3(M1  ),2,1(M 2   ),3,0(M3  ),2,2(M 4  ),1,3(M5    

    ),3,1(M6  ),4,5(M7  ,
5

42
,1M8 













 ),2,5(M9  ),1,1(M10   

pripa|aat na elipsata .1
9

y

15

x 22

  

3. Zapi{i gi koordinatite na fokusite na elipsata  

 a) 1
36

y

100

x 22

                     b) 1
21

y

29

x 22

                  

 v) 2 24x 9y 36                  g) 2 225x 169y 4225.   

4. Najdi ja ravenkata na geometriskoto mesto na to~ki ~ij zbir 

na rastojanija do to~kite )0,5(F1   i )0,5(F2  e ednakov na .16   

5. Zapi{i ja kanoni~nata ravenka na elipsata koja minuva niz 

to~kite:           

  a)  M 10,6  i  N 1,3          b)  M 2,5  i  3,6N              

  v)  4,6M   i  3,8N                g)  2,3M   i  .1,32N   
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3.3.4. Svojstva na elipsata  

 Vo ova poglavje }e prou~ime nekoi osnovni svojstva na elip-

sata. Za taa cel neka vo koordinatnata ramnina e zadadena elipsa 

so ravenkata   

1
b

y

a

x
2

2

2

2

   

i neka rastojanieto me|u nezjinite fokusi 1F  i 2F  e ednakvo na .c2    

   Ako fokusite 1F  i 2F  na dadena elipsa se sovpa|aat, toga{ 

elipsata e kru`nica so centar OFF 21   i radius .a    

Navistina, ako 21 FF  , toga{ ,0c    odnosno ,ab 22   od kade 

{to sleduva deka ravenkata na elipsata dobiva oblik  

.ayx 222     

Zna~i, kru`nicata e specijalen slu~aj na elipsa.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 
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   Ravenkata na elipsa gi sodr`i samo kvadratite na koordi-

natite x  i .y  Spored toa ako to~kata )y,x(M  le`i na elipsata, 

toga{ i to~kite ),y,x(M1   )y,x(M 2   i )y,x(M3   le`at na elipsa-

ta. Toa zna~i deka elipsata e osno simetri~na vo odnos na dvete 

koordinatni oski i centralno simetri~na vo odnos na koordinat-

niot po~etok. Centarot na simetrija se narekuva centar na elip-

sata (crte` 1).  

   Prese~nite to~ki na elipsata so koordinatnite oski se 

narekuvaat temiwa na elipsata. Stavaj}i  vo  ravenkata  na  

elipsata najnapred ,0y   a potoa 0x  , gi dobivame ~etirite 

temiwa na elipsata: ),0,a(A1   ),0,a(A 2  ),b,0(B1  ).b,0(B2   

 

 

 

 

  

 

 

Crte` 2 

 Pritoa, rastojanieto me|u temiwata 1A  i 2A  e ednakvo na ,a2  

dodeka rastojanieto me|u temiwata 1B  i 2B  e ednakvo na .b2  

Bidej}i ,ba   otse~kata 21AA  se narekuva golema oska, dodeka 

otse~kata 21BB  se narekuva mala oska na elipsata. Otse~kata 
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1OA  se narekuva golema poluoska, dodeka otse~kata 1OB  se nare-

kuva mala poluoska. Voobi~aeno i broevite a  i b  se narekuvaat 

golema, odnosno mala poluoska (crte` 2).  

Zada~a 1. Najdi ja centralnata ravenka na   elipsata koja 

minuva niz to~kata )1,2(M  i  ima golema  oska .8  

  Ako vo ravenkata na elipsa 1
b

y

a

x
2

2

2

2

  

zamenime ,8a2   2x   i ,1y  dobivame ,1
b

1

16

4
2
  odnosno .

3

4
b2   

Baranata  ravenka na elipsa glasi  

 
2 2x 3y

1.
16 4

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 3 

 Od ravenkata na elipsata sleduva deka ax   i ,by   od 

kade {to zaklu~uvame deka nema to~ki od elipsata koi se nadvor 

od pravoagolnikot zagraden so pravite ax   i by   (crte` 3). 

  Brojot  
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2

a

b
1

a

c








  

se narekuva ekscentricitet na elipsata. Bidej}i ,ac   zaklu~u-

vame deka .1  Ekscentricitetot go karakterizira oblikot na  

elipsata, kolku   e pomalo  tolku   pove}e   elipsata   nalikuva  

na kru`nica. Vo slu~aj na kru`nica ba   i .0  

Zada~a 2. Najdi ja kanoni~nata ravenka na elipsa  

  a) ~ii temiwa se ),0,4(A1  ),0,4(A 2 ),3,0(B1  );3,0(B2  

  b) rastojanieto me|u fokusite e ,8  a ekscentricitetot 

iznesuva .
2

1
  

 a) Bidej}i ,a2AA 21  ,b2BB 21   dobivame deka ,4a  ,3b   

od kade {to sleduva deka baranata ravenka glasi  

      .1
9

y

16

x 22

  

b) Od ravenstvata ,8c2   
2

1

a

c
  sleduva deka ,4c  8a   i 

.481664b2   Baranata ravenka glasi   

.1
48

y

64

x 22

  

3. Stolb so krai{ta A  i B  e potpren na vertikalen yid. 

To~kata M  od stolbot e na rastojanie a  i b  od krai{tata A i B  

soodvetno.  Najdi ja traektorijata po koja se dvi`i to~kata ,M  ako 

stolbot se lizga po vertikalniot yid i po horizontalniot pod se 

dodeka ne padne na podot.    
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Izbirame pravoagolen Dekartov koordinaten sistem xOy , 

taka {to to~kata A  le`i na y oskata, a to~kata B  le`i na 

x oskata (crt. 4).  

 

 

 

 

 

 

Crte` 4 

To~kata M  ja deli otse~kata AB  vo odnos ,b:a  pa spored toa 

vo sekoj moment od dvi`eweto va`i:  

        .
ba

OBaOAb
OM




                                                           

 Ako ),y,0(A A  )0,x(B B  i )y,x(M  toga{   

,x
ba

a

ba

xa0b
x B

B







  A

A

b y a 0 b
y y .

a b a b

  
 

 
 

 Vo sekoj moment od dvi`eweto 2 2 2
B Ax y (a b) ,    od kade 

{to sleduva deka ,)ba(y
b

ba
x

a

ba 2
22








 








 
 odnosno  

.1
b

y

a

x
2

2

2

2
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Spored toa traektorijata po koja se dvi`i to~kata M e delot 

od elipsa, koj se nao|a vo prviot kvadrant, so poluoski a i ,b  i 

centar vo koordinatniot po~etok.  

 

Zada~i za samostojna rabota 

1. Zapi{i ja kanoni~nata ravenka na elipsata ako: 

 a) ,10a   6b            b) ,5a   4b           v) ,9ba   .3c    

2. Zapi{i ja kanoni~nata ravenka na elipsata ako: 

 a) ,3a   
3

5
        b) ,2b   

7

53
        v) ,19c   .1991        

3. Najdi gi poluoskite na slednive elipsi: 

 a) 1y
4

x 2
2

            b) 1y25x9 22         v) .15y5x 22   

4. Dadena e ravenka na elipsa .4225y169x25 22   Najdi gi 

dol`inite na nejzinite oski, koordinatite na fokusite i nejzi-

niot ekscentricitet.  

5. Najdi ja ravenkata na elipsata so fokusi ),0,4(F1   )0,4(F2  i 

mala oska .6  

6. Zapi{i ja kanoni~nata ravenka na elipsata ako nejzinata 

golema oska e ,6  a ekscentricitetot e .
3

1
 

7. Najdi ja kanoni~nata ravenka na elipsata ako rastojanieto 

od edniot fokus do temiwata na golemata oska se 1 i .7  

8. Najdi go ekscentricitetot na elipsata, ako:  
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a) malata oska se gleda od fokusite pod prav agol,  

b) rastojanieto me|u fokusite e ednakvo na rastojanieto 

me|u temiwata na malata i golemata oska.  

9. Niz eden od fokusite na elipsata  

1
15

y

25

x 22

   

e podignata normala na nejzinata golema oska. Najdi ja dol`inata 

na tetivata otse~ena so elipsata.  

 

 

3.3.5. Zaemna polo`ba na prava i elipsa  

Zaedni~ki to~ki na prava i elipsa 

Neka se dadeni elipsa so svojata kanoni~na ravenka  

1
b

y

a

x
2

2

2

2

   

i prava so svojata eksplicitna ravenka  

.mkxy    

Dadenata prava i elipsata imaat dve, edna ili niedna zaedni~ka 

to~ka, vo zavisnost od toa dali sistemot  













mkxy

1
b

y

a

x
2

2

2

2
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ima dva para realni re{enija, eden dvoen par realni re{enija 

ili nema realno re{enie. Ako pravata i elipsata imaat dve zaed-

ni~ki to~ki, velime deka pravata ja se~e elipsata, dodeka ako 

pravata i elipsata imaat edna zaedni~ka to~ka, velime deka pra-

vata ja dopira elipsata. Vo slu~aj koga pravata i elipsata ne-

maat zaedni~ki to~ki, velime deka pravata ne ja se~e elipsata.  

So zamena na nepoznatata y  vo ravenkata na elipsata, ja 

dobivame kvadratnata ravenka 222222 ba)mkx(axb   po nepoz-

natata ,x  koja po sreduvaweto dobiva oblik:  

  .0baamxkma2xbak 222222222                                      

Ovaa kvadratna ravenka ima dve realni i razli~ni re{enija, edno 

dvojno re{enie ili nema realno re{enie vo zavisnost od znakot 

na nejzinata diskriminanta:  

      
    

 

2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

D 2kma 4 k a b m a a b

4a b k a b m .

    

  
 

 Spored toa ako  

 ,0mbak 2222   pravata ja se~e elipsata, 

 ,0mbak 2222   pravata ja dopira elipsata,   

 ,0mbak 2222    pravata ne ja se~e elipsata.   

Vo slu~aj koga pravata e paralelna so y oskata, odnosno ima 

ravenka ,mx   ja razgleduvame ravenkata 















2

2
22

a

m
1by  koja, vo 

zavisnost od znakot na izrazot 2 2a m ,  ima dve, edno ili niedno 
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re{enie.  Za ,am   pravata ja se~e elipsata, za ,am   ja dopira 

i za ,am   ne ja se~e elipsata.  

 Zada~a 1. Najdi gi zaedni~kite to~ki na elipsata 1
12

y

36

x 22

  

so pravata .09yx2   

 Ako ravenkata na pravata ja zapi{eme vo ekspliciten oblik  

9x2y    

i dobieniot izraz za y  go zamenime vo ravenkata na elipsata  

,1
12

y

36

x 22

   

ja dobivame kvadratnata ravenka  

0207x108x13 2    

~ii {to koreni se 3x1   i .
13

69
x 2   

Dobienite vrednosti za x  gi zamenuvame vo ravenkata na pravata 

pri {to dobivame 3y1   i .
13

21
y2   

Spored toa, pravata i elipsata imaat dve zaedni~ki to~ki  

  )3,3(M1   i .
13

21
,

13

69
M 2 








 

 

 

Tangenta na elipsa 

Prava koja dopira dadena elipsa se narekuva tangenta na 

elipsata. To~kata vo koja pravata ja dopira elipsata se vika 

dopirna to~ka.  
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 Neka pravata  

 mkxy    

e tangenta na elipsata  

.1
b

y

a

x
2

2

2

2

   

Da ja opredelime dopirnata to~ka. Ako diskriminantata na kvad-

ratnata ravenka  

  0baamxkma2xbak 222222222   

e ednakva na nula, toga{ nejzinoto re{enie e  

.
m

ka

m

kma

bak

kma
x

2

2

2

222

2

1 


   

Vo toj slu~aj imame deka  

,
m

b

m

akm
m

m

ak
mkxy

222222

11 


   

od kade {to sleduva deka dopirnata to~ka na pravata so elipsata 

ima koordinati  

.
m

b
,

m

ka 22














    

 Neka e dadena to~kata )y,x(T 00  od elipsata.  Da ja najdeme  

ravenkata na tangentata na elipsata vo dadenata to~ka. Od izra-

zot za dopirna to~ka dobivame  

2

0

b
m

y
   i .

ya

xb

a

mx
k

0
2

0
2

2

0    
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Spored toa, ravenkata na tangentata glasi  

  
2

0
0 02

0

b x
y y (x x )

a y
     

ili pomno`ena so 0
2 ya , go dobiva oblikot  

,xbxxbyayya 2
0

2
0

22
0

2
0

2    

odnosno  

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0a yy b xx a y b x a b .      

Ako poslednata ravenka ja podelime so 22ba , kone~no dobivame 

deka  

1
b

yy

a

xx
2
0

2
0   

e ravenka na tangenta na elipsata vo to~kata ).y,x(T 00   

 Zada~a 2. Najdi gi ravenkite na tangentite na elipsata zada-

dena so ravenkata 1
3

y

6

x 22

  koi {to se normalni na pravata 

.05yx   

 Uslov za normalnost na pravite  

11 mxky   i 22 mxky    

e ravenstvoto .1kk 21   Za dadenata prava ,5xy   1k1  , pa 

spored toa ,1k 2   od kade {to sleduva deka sekoja normala na 

dadenata prava ima oblik  

  .mxy   

Ako go iskoristime uslovot  

  ,0mbak 2222    
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odnosno pravata mkxy   ja dopira elipsata ,1
b

y

a

x
2

2

2

2

  

dobivame  

  ,0m36 2    

odnosno ,3m   od kade {to sleduva deka baranite ravenki na 

tangenti se  

3xy   i .3xy   

 Zada~a 3. Najdi ja ravenkata na tangentata na elipsata zada-

dena so ravenkata 1
5

y

20

x 22

  vo to~kata ).2,2(T        

 To~kata )2,2(T  pripa|a na elipsata. Baranata ravenka na 

tangenta glasi ,1
5

y2

10

x
  odnosno  

  .010y4x   

Zada~a 4. Najdi gi ravenkite na tangentite na elipsata zada-

dena so ravenkata 
2 2x y

1,
25 4

   koi {to se povle~eni od to~kata 

,
5

2
,7M 







 kako i dopirnite to~ki.  

  Neka mkxy   e ravenkata na baranata tangenta. Toga{ va-

`i uslovot  

  .0m4k25 22    

Od uslovot to~kata 








5

2
,7M  le`i na pravata mkxy   dobivame  

,mk7
5

2
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odnosno .k7
5

2
m   Ako m  go zamenime vo dobienata ravenka 

,0m4k25 22   po sreduvaweto ja dobivame kvadratnata ravenka  

  024k35k150 2    

~ii {to koreni se  

  
15

8
k1   i .

10

3
k 2    

Ako dobienite vrednosti gi zamenime vo k7
5

2
m   dobivame  

  
3

10
m1   i .

2

5
m2    

Spored toa, baranite ravenki na tangentite se  

3

10
x

15

8
y   i ,

2

5
x

10

3
y   

odnosno  

  050y15x8   i .025y10x3    

 Za dobivawe na dopirnite to~ki go koristime uslovot za do-
pirna to~ka  

,
m

b
,

m

ka 22














   

od kade {to dobivame deka pravata  

  050y15x8    

ja dopira elipsata vo to~kata ,
5

6
,4 







 a pravata  

025y10x3   

ja dopira elipsata vo to~kata .
5

8
,3 
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        Zada~i za samostojna rabota  

 1. Najdi gi zaedni~kite to~ki na elipsata 1
9

y

16

x 22

  so pra-

vata .03yx2   

 2. Najdi ja dopirnata to~ka na pravata 040y5x4   so elip-

sata .1
32

y

50

x 22

  

 3. Dadena e elipsata .1
4

y

9

x 22

  Zapi{i ja ravenkata na 

pravata koja otsekuva od elipsata tetiva ~ija {to sredina e vo  

to~kata ).1,1(A  

 4. Zapi{i ja ravenkata na tangentata na elipsata 1
12

y

16

x 22

  

vo to~kata ).3,2(T   

 5. Najdi ja ravenkata na tangentata na elipsata 1
24

y

30

x 22

  

koja e paralelna na pravata .017yx2   

6. Najdi gi ravenkite na tangentite na elipsata 1
9

y

15

x 22

  

povle~eni od to~kata  ,3,6M   kako i dopirnite to~ki.  

 7. Pravata 010y4x  e tangenta na elipsa so kanoni~na 

ravenka koja minuva niz to~kata  .1,4A   Zapi{i ja ravenkata na 

elipsata.   

 8. Pravite 5yx   i 10y4x   se tangenti na elipsa. Zapi{i 

ja kanoni~nata ravenka na elipsata.  
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3.3.6. Hiperbola 

 

 

 

 

 

  To~kite 1F  i 2F   se narekuvaat fokusi na hiperbolata. So 

cel da ja zapi{eme ravenkata na hiperbola, vo ramninata izbi-

rame pravoagolen Dekartov koordinaten sistem, taka {to koor-

dinatniot po~etok O  e sredina na otse~kata ,FF 21  a x oskata e 

pravata ,FF 21  so pozitivna nasoka od 1F  kon .F2  Ako rastojanieto 

me|u fokusite go ozna~ime so c2 , toga{ )0,c(F1   i )0,c(F2  (crte` 1).  

Da ja ozna~ime so ,a2  ,0a   apsolutnata vrednost na razlikata na 

rastojanijata od proizvolna to~ka na hiperbolata do fokusite na 

hiperbolata. Toga{ zaradi definicijata na hiperbola .ca0    

Neka )y,x(M e proizvolna to~ka od hiperbolata. Toga{  ima-

me deka  

22
1 y)cx(MF   i  ,y)cx(MF 22

2   

od kade {to zaradi definicijata na hiperbola sleduva deka:  

.a2y)cx(y)cx( 2222   

 So cel polesno da gi prou~ime osobinite na hiperbolata, 

poslednata ravenka }e ja transformirame vo poednostaven oblik  

 

Definicija 1. Hiperbola e geometrisko mesto na to~ki vo ram-

ninata ~ija apsolutna  vrednost  od razlikata  na rastojanijata do 

dve  dadeni  to~ki  vo ramninata 1F  i 2F   e konstantna,  pomala od 

rastojanieto me|u 1F  i .F2      
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Crte` 1 

a2y)cx(y)cx( 2222   

od kade {to so kvadrirawe na dvete strani doa|ame do ravenkata                                                                                                      

.xcay)cx(a 222   

So kvadrirawe na poslednata ravenka dobivame  

,xccxa2aya)cx(a 22242222   

ili  

.1
ac

y

a

x
22

2

2

2
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 Spored definicijata za hiperbola ,ca   od kade {to sle-

duva deka .0ac 22   Ako brojot 22 ac   go ozna~ime so 2b ,  ja 

dobivame ravenkata  

                                   1
b

y

a

x
2

2

2

2

                                             (1)    

 Poka`avme deka sekoja to~ka od hiperbolata ja zadovoluva 

ravenkata (1). ]e poka`eme deka va`i i obratnoto: sekoja to~ka 

)y,x(M , ~ii koordinati ja zadovoluvaat ravenkata (1), pripa|a na 

hiperbolata.  

 Od ravenkata (1), dobivame deka ,1
a

x
by

2

2
22














  kade {to 

.acb 222   Toga{ imame deka   

2
2 2 2 2 2 2

1 2

22
2 2

2

b
F M (x c) y x 2cx c x b

a

c c c
x 2cx a x a x a .

a aa

        

   
          

   

   

Znakot na desnata strana na poslednoto ravenstvo go izbirame 

taka {to 1FM  da bide nenegativno. Od definicijata za hiperbola 

sleduva deka ,ca   dodeka od (1) sleduva deka .ax   Toga{ 

,ax
a

c
  {to zna~i  

c
x a 0

a
   za x a.    Spored toa,  

1

c
x a x a

a
F M .

c
x a x a

a


 

 
       

za 

  za 

 

Analogno dobivame deka  
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2

c
x a x a

a
F M .

c
x a x a

a


 

 
       

za 

  za 

 

So sobirawe na poslednite dve ravenki, dobivame deka:  

1 2

2a x a
F M F M ,

2a x a


  

  

za 

      za 
 

ili kone~no 

a2MFMF 21   

{to zna~i to~kata M  pripa|a na hiperbolata.   

 So toa poka`avme deka sekoja to~ka {to pripa|a na hiperbo-

lata ja zadovoluva ravenkata (1), i obratno, sekoja to~ka {to ja za-

dovoluva ravenkata (1) pripa|a na hiperbolata. Spored toa, raven-

kata (1) e ravenka na hiperbola, nare~ena kanoni~na ili central-

na ravenka na hiperbola.   

Zada~a 1. Najdi ja ravenkata na hiperbolata ako se dadeni 

nejzinite fokusi  )0,10(F1   i )0,10(F2  i edna to~ka od hiperbolata 

).53,12(M  

Od c2FF 21   sleduva deka ,c220   odnosno .10c   Ponatamu, 

od ,23MF1   ,7MF2   8216MFMF 21  , sleduva deka .8a   

Bidej}i ,36810acb 22222   dobivame deka .6b   Baranata 

ravenka glasi  

 .1
36

y

64

x 22
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    Zada~i za samostojna rabota 

          1. Dali to~kite ),1,2(M1    4,3M 2  i 







6,

3

13
M3  se to~ki od 

hiperbolata ?25y4x9 22   

2. Najdi gi fokusite na hiperbolata .1
9

y

16

x 22

  

3. Zapi{i ja kanoni~nata ravenka na hiperbolata koja minuva 

niz to~kite  

    a) )4,5(M i )32,52(N           b) )1,2(M  i )7,10(N              

    v) )4,5(M i ).1,2(N  

4. Najdi go geometriskoto mesto na to~ki ~ija apsolutna 

vrednost na razlikata na rastojanijata do to~kite )0,5(F1   i 

)0,5(F2  e ednakva na .8  

5. Zapi{i gi koordinatite na to~kata od hiperbolata 

1
9

y

16

x 22

  ~ie {to rastojanie do  leviot fokus e dvapati pogole-

mo vo odnos na rastojanieto do desniot fokus.    

 

 

3.3.7. Svojstva na hiperbola. 

                Asimptoti na hiperbola 

 Da gi ispitame svojstvata na hiperbolata zadadena so raven-

kata  

 .1
b

y

a

x
2

2

2

2

                                                     (1) 
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  Ravenkata (1) gi sodr`i samo kvadratite na koordinatite 

x  i .y  Spored toa, ako to~kata )y,x(M le`i na hiperbolata, toga{ 

i to~kite ),y,x(M1   )y,x(M2   i )y,x(M3   le`at na hiperbolata. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Toa zna~i deka hiperbolata e osno simetri~na vo odnos na dvete 

koordinatni oski i centralno simetri~na vo odnos na koordinat-

niot po~etok. Centarot na simetrija se narekuva centar na hiper-

bolata (crte` 1). 

  Prese~nite to~ki na hiperbolata so koordinatnite oski se 

narekuvaat temiwa na hiperbolata. 
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Stavaj}i vo ravenkata na hiperbolata ,0y   gi dobivame 

dvete prese~ni to~ki na hiperbolata so x oskata: )0,a(A1   i 

).0,a(A 2   

Ako vo ravenkata na hiperbola stavime 0x  , toga{ taa nema 

realni re{enija po ,y  {to zna~i hiperbolata nema zaedni~ki 

to~ki so y oskata.  

Otse~kata  21AA  se narekuva realna oska na hiperbolata.   

Ako to~kite 1B  i 2B  se to~ki od y oskata takvi {to va`i 

,bOBOB 21   toga{ otse~kata 21BB  se narekuva imaginarna oska 

na hiperbolata.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 2 
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Otse~kata 1OA  se narekuva realna poluoska, dodeka otse~-

kata 1OB  se narekuva imaginarna poluoska. Voobi~aeno i broe-

vite a  i  b  se narekuvaat realna odnosno imaginarnata poluoska 

(crte` 2).       

Zada~a 1. Najdi ja centralnata ravenka na hiperbola koja mi-

nuva niz to~kata )1,3(M  i ima realna oska .4  

Ako vo ravenkata na hiperbola   

1
b

y

a

x
2

2

2

2

    

zamenime ,4a2   3x   i ,1y    dobivame ,1
b

1

4

9
2
  odnosno .

5

4
b2   

Toga{ baranata ravenka na hiperbola glasi  

.4y5x 22                    

Od ravenkata (1) sleduva deka ax   od kade {to zaklu~uvame 

deka za koordinatite na to~kite  koi  pripa|aat  na  hiperbolata  

va`i ax   ili .ax   Toa zna~i deka site to~ki od hiprbolata se 

nao|aat desno od pravata ax   i levo od pravata ,ax   pa spored 

toa hiperbolata se sostoi od dva izolirani dela nare~eni, 

granki na hiperbolata.  

  Bidej}i hiperbolata e osnosimetri~na i centralno simet-

ri~na, dovolno e da go ispitame nejzinoto odnesuvawe vo prviot 

kvadrant. Od ravenkata (1) za prviot kvadrant, dobivame  

.ax
a

b
y 22    



3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 

 216

Ovaa funkcija, po~nuvaj}i od to~kata )0,a( , monotono raste. Da ja 

ispitame polo`bata na hiperbolata vo odnos na pravata 

.x
a

b
y    

Najnapred }e gi sporedime ordinatite na to~kite od pravata 

i hiperbolata so isti apscisi. Neka )y,x(M  e to~ka od hiper-

bolata, a )Y,x(N  to~ka od pravata.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 3 

Da ja opredelime dol`inata na otse~kata .MN  Od  

x
a

b
Y   i ,ax

a

b
y 22   

dobivame deka  

,axx
a

b
ax

a

b
x

a

b
yYMN 2222







   



3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 

 217

odnosno  

.
axx

ab
yYMN

22 
  

Koga vrednosta na apscisata na razgleduvanite to~ki raste,  

vrednosta na imenitelot na desnata strana na posledniot izraz, 

isto taka, raste, od kade {to sleduva deka vrednosta na desnata 

strana od izrazot opa|a, {to zna~i dol`inata na otse~kata MN  se  

namaluva. Ako P  e podno`jeto na normalata spu{tena od                                      

to~kata M  na pravata  

b
y x,

a
   

toga{ otse~kata MP  ima pomala dol`ina od otse~kata .MN  Spo-

red toa, koga to~kata M  se dvi`i po delot od hiperbolata vo 

prviot kvadrant, taka {to nejzinata apscisa raste, toga{ rastoja-

nieto na to~kata M  do pravata dobiva se pomali vrednosti, 

odnosno to~kata M  e se ,,poblisku’’ do pravata (crte` 3).  Izrazot 

od desnata strana na razgleduvanoto ravenstvo za sekoja vrednost 

na x  e razli~en od nula, {to zna~i pravata i hiperbolata nemaat 

zaedni~ka to~ka. Za hiperbolata velime deka asimptotski se 

pribli`uva do pravata, a pravata se narekuva asimptota na 

hiperbolata. Od pri~ini na simetrija sleduva deka pravite  

x
a

b
y       i    x

a

b
y   

se dve asimptoti na hiperbolata.   

  Brojot  



3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 

 218

2

a

b
1

a

c








   

se narekuva ekscentricitet na hiperbolata. Bidej}i ,ac   zak-

lu~uvame deka .1  Ekscentricitetot go karakterizira oblikot 

na hiperbolata, kolku   e pogolemo tolku e pogolem po apsolutna 

vrednost agloviot koeficientot  na asimptotite.  

Zada~a 2. Najdi gi poluoskite, koordinatite na fokusite, 

ekscentricitetot i ravenkite na asimptotite na hiperbolata 

.36y9x4 22   

Ako dadenata ravenka ja zapi{eme vo oblik  

,1
4

y

9

x 22

   

za poluoskite dobivame deka ,3a   .2b    

Od ravenstvoto 222 acb   sleduva deka .13c   Spored toa 

koordinatite na fokusite se  

 )0,13(  i ).0,13(   

Za ekscentricitetot na hiperbolata dobivame  

 ,
3

13

3

2
1

a

b
1

22


















   

a ravenkite na asimptotite se  

 x
3

2
y   i  .x

3

2
y   
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Zada~i za samostojna rabota 

1. Najdi ja kanoni~nata ravenka na hiperbolata ako: 

  a) ,6a   18b                 b) ,8a    25,1         

  v) ,5b   
12

13
                g) ,5c   

3

5
   

  d) ravenkite na asimptotite se ,x
12

5
y   a rastojanieto na 

temiwata e  48.  

2. Najdi gi asipmtotite i fokusite na hiperbolata 

.1
25

y

49

x 22

  

3. Najdi gi oskite na slednive hiperboli: 

  a) ;1
4

y

16

x 22

           b) 1y9x25 22           v) .1y64x9 22   

4. Najdi ja ravenkata na hiperbolata koja minuva niz to~kata 

)3,24(M  i ima zaedni~ki fokusi so elipsata .1
10

y

35

x 22

    

5. Najdi to~ka na hiperbolata 1
16

y

49

x 22

  ~ie rastojanie do 

ednata asimptota e tri pati pogolemo od rastojanieto do drugata 
asimptota.   

6. Najdi gi poluoskite na hiperbolata so kanoni~na ravenka, 

ako:  

 a) nejzini asimptoti se pravite ,x2y   a fokusite se na 

rastojanie 5 edinici od centarot,  

 b) nejzini asimptoti se pravite ,x
3

5
y   i minuva niz to~-

kata ).9,6(M  
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3.3.8. Zaemna polo`ba na prava i hiperbola 

 Zaedni~ki to~ki na prava i hiperbola 

 Neka se dadeni hiperbola so svojata kanoni~na ravenka  

1
b

y

a

x
2

2

2

2

  

i prava so svojata eksplicitna ravenka  

        .mkxy     

Dadenata prava i hiperbolata imaat dve, edna ili niedna zaed-

ni~ka to~ka, vo zavisnost od toa dali sistemot  

  












mkxy

1
b

y

a

x
2

2

2

2

 

ima dva para realni re{enija, eden dvoen par realni re{enija 

ili nema realno re{enie. Ako pravata i hiperbolata imaat dve 

zaedni~ki to~ki, velime deka pravata ja se~e hiperbolata, dode-

ka ako pravata i hiperbolata imaat edna zaedni~ka to~ka, toga{ 

velime deka pravata ja dopira hiperbolata. Vo slu~aj koga pra-

vata i hiperbolata nemaat zaedni~ki to~ki, velime deka pravata 

ne ja se~e hiperbolata.  

So zamena na nepoznatata y  vo ravenkata na hiperbolata, 

dobivame kvadratna ravenka 

222222 ba)mkx(axb    

po nepoznatata ,x  koja po sreduvaweto go dobiva oblikot 
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  .0baamxkma2xakb 222222222   

Ovaa kvadratna ravenka ima dve realni i razli~ni re{enija, edno 

dvojno re{enie ili nema realno re{enie vo zavisnost od znakot 

na nejzinata diskriminanta:  

 
    

 

2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

D 2kma 4 b k a m a a b

4a b k a b m .

    

   
 

           Spored toa ako : 

 ,0mbak 2222   pravata ja se~e hiperbolata,  

 ,0mbak 2222   pravata ja dopira hiperbolata,   

 ,0mbak 2222    pravata ne ja se~e hiperbolata.   

Vo slu~aj koga pravata e paralelna so y oskata, odnosno ima 

ravenka  

 ,mx    

ja razgleduvame ravenkata  

 













 1

a

m
by

2

2
22   

koja, vo zavisnost od znakot na izrazot 22 am  , ima dve, edno ili 

niedno re{enie. Za ,am   pravata ja se~e hiperbolata, za ,am   

ja dopira i za ,am   ne ja se~e hiperbolata.   

Zada~a 1. Najdi gi koordinatite na zaedni~kite to~ki na 

hiperbolata 1
36

y

90

x 22

  so pravata .0y5x   
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 Ako ravenkata na pravata ja zapi{eme vo ekspliciten oblik  

  x
5

1
y    

i dobieniot izraz za y  go zamenime vo ravenkata na hiperbolata  

2 2x y
1

90 36
   

ja dobivame kvadratnata ravenka  

  0900x9 2    

~ii {to koreni se 10x1   i .10x 2   Taka dobienite vrednosti za 

x  gi zamenuvame vo ravenkata na  pravata pri {to dobivame 2y1   

i .2y2   Spored toa, pravata i hiperbolata imaat dve zaedni~ki 

to~ki  

        )2,10(M1  i   .2,10M 2   

 

Tangenta na hiperbola  

Prava koja ja dopira dadena hiperbola se narekuva tangenta 

na hiperbolata. To~kata vo koja pravata ja dopira hiperbolata se 

vika dopirna to~ka.  

 Neka pravata  

mkxy    

e tangenta na hiperbolata  

.1
b

y

a

x
2

2

2

2
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Da ja opredelime dopirnata to~ka. Ako diskriminatata na kvad-

ratnata ravenka  

  0baamxkma2xakb 222222222    

e ednakva na nula, toga{ nejzinoto re{enie e  

2 2 2

1 2 2 2 2

kma kma ka
x .

mb k a m


     


   

Ponatamu, od ravenstvoto  

m

b

m

akm
m

m

ak
mkxy

222222

11 


 ,   

dobivame deka dopirnata to~ka na pravata so hiperbolata ima 

koordinati  

 .
m

b
,

m

ka 22














       

 Neka e dadena to~kata )y,x(T 00  od hiperbolata. Da ja 

opredelime ravenkata na tangentata na hiperbolata vo dadenata 

to~ka. Od izrazot za dopirna to~ka dobivame  

,
y

b
m

0

2

    

od kade {to sleduva deka  

.
ya

xb

a

mx
k

0
2

0
2

2
0   

 Spored toa, ravenkata na tangentata glasi:  

),xx(
ya

xb
yy 0

0
2

0
2

0   



3. Analiti~ka geometrija vo ramnina 

 

 224

ili pomno`ena so 0
2 ya , go dobiva oblikot:   

,xbxxbyayya 2
0

2
0

22
0

2
0

2   

odnosno  

.baxbyaxxbyya 222
0

22
0

2
0

2
0

2   

Ako poslednata ravenka ja podelime so 22ba , kone~no dobivame 

deka:  

1
b

yy

a

xx
2
0

2
0   

e ravenkata na tangentata na dadenata hiperbola vo to~kata 

).y,x(T 00   

Zada~a 2. Najdi gi ravenkite na tangentite na hiperbolata 

1
6

y

15

x 22

  paralelni na pravata .07yx   

 Uslov za paralelnost na pravite  

  11 mxky   i 22 mxky    

e ravenstvoto .kk 21   Za dadenata prava ,7xy   1k1  , pa 

spored toa, ,1k 2   od kade {to sleduva deka sekoja prava 

paralelna na dadenata prava ima oblik  

  .mxy    

Ako go iskoristime uslovot za dopir  

,0mbak 2222    

odnosno pravata mkxy   ja dopira hiperbolata ,1
b

y

a

x
2

2

2

2

  

dobivame  
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  0m615 2  ,  

od kade {to sleduva deka .3m   Baranite ravenki na tangenti se  

  3xy   i .3xy   

 Zada~a 3. Najdi ja ravenkata na tangentata na hiperbolata 

1
4

y

5

x 22

  vo to~kata ).4,5(T         

 To~kata )4,5(T   pripa|a na hiperbolata. Baranata ravenka na 

tangentata glasi  ,1
4

y)4(

5

x5



  ili po sreduvaweto dobivame  

.01yx   

Zada~a 4. Najdi gi ravenkite na tangentite na hiperbolata 

1
9

y

8

x 22

  povle~eni od  to~kata  ,0,2M  kako i dopirnite to~ki.  

  Neka  

  mkxy    

e ravenkata na baranata tangenta. Toga{ va`i  

  .0m9k8 22    

Od uslovot, to~kata  0,2M  le`i na pravata mkxy  , dobivame 

,mk20   odnosno  

  .k2m    

Ako m  go zamenime vo ravenkata ,0m9k8 22   po sreduvaweto ja 

dobivame kvadratnata ravenka 09k4 2   ~ii koreni se  

  
2

3
k1   i .

2

3
k 2    

Ako dobienite vrednosti gi zamenime vo k2m   dobivame  
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  3m1   i .3m 2    

Spored toa, dobienite ravenki na tangentite se 3x
2

3
y   i 

,3x
2

3
y   odnosno  

  06y2x3   i .06y2x3    

Ako go iskoristime uslovot za dopirna to~ka  

  ,
m

b
,

m

ka 22














   

dobivame deka pravata 06y2x3   ja dopira hiperbolata vo 

to~kata  ,3,4  a pravata 06y2x3   ja dopira hiperbolata vo 

to~kata  .3,4    

 

Zada~i za samostojna rabota 

 1. Najdi gi zaedni~kite to~ki na pravata so hiperbolata ako: 

      a) ,06y2x3   1
3

y

4

x 22

         b) ,018yx2   1
36

y

90

x 22

    

    v) ,05yx   .1
36

y

90

x 22

   

2. Zapi{i ja ravenkata na tangentata na hiperbolata 

1
4

y

5

x 22

  vo to~kata ).4,5(A   

 3. Kon hiperbolata 100y16x25 22   povle~i tangenti para-

lelni na pravata .03y12x25        
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4. Kon hiperbolata 1
6

y

15

x 22

  povle~i tangenti normalni na 

pravata .0y2x     

 5. Najdi ja vrednosta na parametarot m za koja pravata 

mx
2

5
y   ja dopira hiperbolata  .1

36

y

9

x 22

  

6. Zapi{i ja ravenkata na tangentata na hiperbolata 

1
4

y

5

x 22

  povle~ena od to~kata .
2

3
,

4

15
A 








 

7. Niz to~kata )5,2(A   povle~i pravi paralelni so asimpto-

tite na hiperbolata  .4y4x 22   

 

 

3.3.9. Parabola 

                  

 

 

 To~kata F se narekuva fokus na parabolata, a pravata l  se 

narekuva direktrisa na parabolata. Rastojanieto od fokusot do 

direktrisata na parabolata se vika parametar na parabolata i se 

ozna~uva so .p  

 Da ja najdeme ravenkata na parabola.  Izbirame pravoagolen 

Dekartov koordinaten sistem, taka {to koordinatniot po~etok  O  

e sredina na otse~kata ,FD  kade {to D  e podno`jeto na normalata 

spu{tena od to~kata F  na direktrisata, a x oskata e pravata 

Definicija 1. Parabola e geometriskoto mesto na site to~ki vo 

ramninata za koi rastojanieto do dadena to~ka F  e ednakvo na ras-

tojanieto do dadena prava l  koja ne ja sodr`i to~kata .F  
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koja minuva niz to~kata F  i e normalna na direktrisata (crte` 1). 

Toga{  

,0,
2

p
F 








   ,0,

2

p
D 








   

a ravenkata na direktrisata glasi  

2

p
x    

Neka )y,x(M  e proizvolna to~ka od parabolata. Da go ozna~i-

me so r  rastojanieto od to~kata M  do fokusot ,F  a so d  rastoja-

nieto od to~kata M  do direktrisata na parabolata.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Toga{ imame deka 

 2
2

y
2

p
xr 








  i .x

2

p
d    
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Spored definicijata za parabola, imame  deka ,dr   odnosno  

 .x
2

p
y

2

p
x 2

2









  

Ako poslednata ravenka ja kvadrirame, ja dobivame ravenkata: 

 ,x
2

p
y

2

p
x

2
2

2


















  

 koja po sreduvaweto dobiva oblik:  

                   px2y2                                                                (1) 

So ova poka`avme deka sekoja to~ka koja  pripa|a na parabolata ja 

zadovoluva ravenkata (1). ]e poka`eme deka va`i i obratnoto: ako 

to~kata )y,x(M  ja zadovoluva ravenkata (1) toga{ taa pripa|a na 

parabolata.  

 Rastojanieto r  od to~kata M  do fokusot ,F  i rastojanieto d  

od to~kata M  do direktrisata mo`eme da gi zapi{eme vo oblik:  

2 2
2

22
2

p p
r x y x 2px

2 2

p p p
x px x x

4 2 2

   
         

   

 
       

 

  

i    

        .
2

p
xd   

Bidej}i dr  , mo`eme da zaklu~ime deka to~kata M  pripa|a na 

parabolata. So toa poka`avme deka ravenkata (1) e ravenka na 

parabola i ja narekuvame kanoni~na ravenka na parabola.  
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Zada~a 1. Na parabolata x16y2   najdi to~ka ~ie {to rasto-

janie do fokusot e ednakvo na .13   

 Od definicijata za parabola sleduva deka rastojanieto od 

baranata to~ka M  od parabolata do fokusot e ednakvo na rastoja-

nieto od to~kata M  do direktrisata na parabolata. Ravenkata na 

direktrisata glasi  

,4
2

p
x    

pa spored toa apscisata na baranata to~ka M  e .9x   Ako 

dobienata vrednost 9x   ja zamenime vo ravenkata na parabolata, 

dobivame dve re{enija,  

)12,9(M1  i  ).12,9(M 2   

        Da istakneme nekoi pova`ni svojstva na parabolata.            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 2 
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  Ako koordinatite na to~kata )y,x(M  ja zadovoluvaat 

ravenkata (1) toga{ ravenkata ja zadovoluvaat i koordinatite na 

to~kata ).y,x(M1   Spored toa, parabolata e osno simetri~na vo 

odnos na x oskata. Oskata na simetrija se vika oska na parabo-

lata (crte` 2).  

  Od ravenkata (1) neposredno sleduva deka parabolata ja 

sodr`i to~kata ).0,0(O  Taa e edinstvena zaedni~ka to~ka na 

parabolata so koordinatnite oski i se narekuva teme na 

parabolata.   

  Od ravenkata (1) sleduva deka za sekoja to~ka na 

parabolata 0x   (bidej}i ,0y2   0p  ), pa spored toa parabolata 

se nao|a na edna strana od y oskata, poto~no od stranata na koja 

le`i fokusot. 

 

Zada~i za samostojna rabota 

 1. Najdi ja vrednosta na parametarot p  vo kanoni~nata raven-

ka na parabolata koja minuva niz to~kata:  

  a) )4,2(M               b) )6,12(M            v) .4,
2

1
M 








    

 2. Zapi{i gi koordinatite na fokusot i ravenkite na direkt-

risata na parabolata:  

             a) x5y2                   b) xy2                 v) .
2

x
y2         
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 3. Najdi gi to~kite od parabolata x8y2   koi se na rastojanie 

20  od direktrisata na parabolata.     

 4. Najdi ja kanoni~nata ravenka na parabolata, ako:  

  a) rastojanieto od temeto do fokusot e ednakvo na 4 , 

  b) parabolata minuva niz to~kata ).2,1(M  

 5. Vo parabolata x10y2   e vpi{an  ramnokrak triagolnik so 

vrv vo koordinatniot po~etok, a visinata mu iznesuva 
3

2
 od osno-

vata. Zapi{i gi koordinatite na temiwata na triagolnikot.   

 6. Na parabolata x5,4y2   e dadena to~ka )y,x(M  ~ie {to 

rastojanie do direktrisata  e .125,9d   Najdi go rastojanieto na 

taa to~ka do temeto na parabolata.  

 7. Nad edna reka {iroka 30  metri treba da se konstruira 

paraboli~en most so stolbovi  na rastojanie od 5 metri. Kolkava 

treba da bide visinata na stolbovite ako visinata na sredniot 

stolb e 5,7 metri? 

 

 

3.3.10. Zaemna polo`ba na prava i parabola 

 Zaedni~ki to~ki na prava i parabola 

 Neka se dadeni parabola so svojata kanoni~na ravenka  

px2y2    

i prava so svojata eksplicitna ravenka  
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.mkxy    

Dadenata prava i parabolata imaat dve, edna ili niedna zaedni~-

ka to~ka, vo zavisnost od toa dali sistemot 

 










mkxy

px2y2

  

ima dva para realni re{enija, eden dvoen par realni re{enija 

ili nema realno re{enie. Ako pravata i parabolata imaat dve 

zaedni~ki to~ki, toga{ velime deka pravata ja se~e parabolata. 

Vo slu~aj koga pravata i parabolata imaat edna zaedni~ka to~ka, 

velime deka pravata ja dopira parabolata. Ako pravata i para-

bolata nemaat zaedni~ki to~ki, velime deka pravata ne ja se~e 

parabolata.  

      So zamena na nepoznatata y  vo ravenkata na parabolata, 

dobivame kvadratna ravenka  

0px2)mkx( 2   

po nepoznatata x  koja, po sreduvaweto go dobiva oblikot:  

2 2 2k x 2(km p)x m 0.     

Ovaa kvadratna ravenka ima dve realni i razli~ni re{enija, edno 

dvojno re{enie ili nema realno re{enie, vo zavisnost od znakot 

na nejzinata diskriminanta:  

).km2p(p4D   

 Bidej}i p  sekoga{ e pozitivno za: 

  ,0km2p   pravata ja se~e parabolata, 
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  ,0km2p   pravata ja dopira parabolata,   

  ,0km2p    pravata ne ja se~e parabolata.   

Vo slu~aj koga pravata e paralelna so y oskata, odnosno ima 

ravenka  

,mx    

ja razgleduvame ravenkata  

pm2y2    

koja {to vo zavisnost od znakot na m,  ima dve, edno ili niedno 

re{enie.  Za ,0m   pravata ja se~e parabolata, za ,0m   ja dopira 

i za ,0m   ne ja se~e parabolata.   

 Zada~a 1. Najdi gi koordinatite na zaedni~kite to~ki na 

parabolata x18y2   so pravata .066  yx  

 Ako ravenkata na pravata ja zapi{eme vo ekspliciten oblik  

6x6y    

i dobieniot izraz za y  go zamenime vo ravenkata na parabolata  

,x18y2    

ja dobivame kvadratnata ravenka 

 036x90x36 2    

~ii koreni se  

2x1   i 2

1
x .

2
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 Taka  dobienite vrednosti za x  gi zamenuvame vo ravenkata na  

pravata, pri {to dobivame  

6y1   i .3y2    

Spored toa, pravata i parabolata imaat dve zaedni~ki to~ki  

)6,2(M1   i .3,
2

1
M 2 








 

 

Tangenta na parabola  

Prava koja dopira dadena parabola se narekuva tangenta na 

parabolata. To~kata vo koja pravata ja dopira parabolata se vika 

dopirna to~ka.  

Neka pravata  

mkxy    

e tangenta na parabolata  

.px2y2    

Da ja opredelime dopirnata to~ka. Ako diskriminantata na kvad-

ratnata ravenka  

2 2 2k x 2(km p)x m 0     

e ednakva na nula, toga{ nejzinoto re{enie e  

1 2 2

p km 2km km m
x

kk k

  
      

od kade {to dobivame deka  
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,m2mkxy 11    

pa sleduva deka dopirnata to~ka na pravata so parabolata ima 

koordinati    

.m2,
k

m








   

 Neka e dadena to~kata )y,x(T 00  od parabolata. Da ja opre-

delime ravenkata na tangentata na parabolata vo dadenata to~ka. 

Od izrazot za dopirna to~ka dobivame  

,
2

y
m 0    

od kade {to sleduva deka  

.
x2

y

x

m
k

0

0

0

   

Spored toa, ravenkata na tangentata glasi:  

,
2

y
x

x2

y
y 0

0

0   

ili pomno`ena so 0y , go dobiva oblikot:   









 1

x

x

2

y

2

y
x

x2

y
yy

0

2
0

2
0

0

2
0

0  

Ako go iskoristime uslovot, 0
2
0 px2y  , dobivame deka   

).xx(p1
x

x
pxyy 0

0
00 








  

Kone~no, ravenkata na tangentata na parabolata vo dadenata 

to~ka )y,x(T 00  od parabolata pxy2y2   glasi   

)xx(pyy 00   
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Zada~a 2. Najdi ja ravenkata na tangentata na parabolata 

x12y2   paralelna na pravata .05yx3   

Uslov za paralelnost na pravite  

11 mxky   i 22 mxky    

e ravenstvoto .kk 21   Za dadenata prava ,5x3y   3k1  , pa spo-

red toa ,3k 2   od kade {to sleduva deka sekoja prava paralelna 

na dadenata prava ima oblik 

.mx3y    

Ako go iskoristime uslovot  

,0km2p    

odnosno pravata y kx m   ja dopira parabolata ,px2y2   dobiva-

me deka ,0m326   odnosno m 1.  Baranata ravenka na tangen-

tata e  

y 3x 1.    

 Zada~a 3. Najdi ja ravenkata na tangentata na parabolata 

x6y2   vo to~kata ).6,6(T         

 To~kata )6,6(T   pripa|a na parabolata. Baranata ravenka na 

tangenta glasi ),6x(3)6(y   ili po sreduvaweto dobivame  

x 2y 6 0.    

Zada~a 4. Najdi gi ravenkite na tangentite na parabolata 

x8y2   povle~eni od to~kata  ,7,5M   kako i dopirnite to~ki.  

  Neka  
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mkxy    

e ravenkata na baranata tangenta. Toga{ va`i  

.0km24    

Od uslovot, to~kata  7,5M   le`i na pravata mkxy  , dobivame  

,mk57    

odnosno .k57m   Ako m  go zamenime vo ravenkata ,0km24   

po sreduvaweto ja dobivame kvadratnata ravenka  

02k7k5 2    

~ii koreni se  

5

2
k1   i .1k 2    

Ako dobienite vrednosti gi zamenime vo k57m  , dobivame  

5m1   i .2m 2    

Spored toa, dobienite ravenki na tangentite se 5x
5

2
y   i 

,2xy   odnosno  

025y5x2   i .02yx    

Ako go iskoristime uslovot za dopirna to~ka  









m2,

k

m
  

dobivame deka pravata 025y5x2   ja dopira parabolata vo 

to~kata ,10,
2

25








  a pravata 02yx   ja dopira parabolata vo 

to~kata  .4,2    
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 Zada~i za samostojna rabota 

1. Najdi gi zaedni~kite to~ki na parabolata x18y2   so pra-

vata:  

     a) 02y2x9            b) 05yx4              v) .03y   

2. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)1,2(A  koja e sredina na tetivata {to parabolata x4y2   ja otse-

kuva na pravata.  

3. Dadena e parabolata .x12y2   Najdi ja tangentata na para-

bolata: 

  a) vo to~ka od parabolata so apscisa 3x           

  b) paralelna so pravata  .5x3y    

4. Dadena e parabolata .x4y2   Najdi ja tangentata na parabo-

lata koja: 

 a) e normalna na pravata 7yx2            

   b) so pravata 09y2x4   zafa}a agol od .
4


 

5. Najdi go parametarot na parabolata ,px2y2   ako pravata 

05y2x   e nejzina tangenta.  

6. Najdi go najkratkoto rastojanie od parabolata x64y2   do 

pravata .046y3x4     
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 Zada~i za ve`bawe 

1. Presmetaj go perimetarot na triagolnikot ABC  ako ),5,5(A   

)3,7(B   i ).1,3(C   

2. Najdi gi koordinatite na to~kata M  koja ja deli otse~kata 

AB  vo odnos ,  ako:  

 a) ),3,10(A  )5,2(B   i 
3

1
                       

b) ),5,2(A   )5,13(B  i .
2

3
  

3. To~kite ),1,1(A  )3,1(B   i )0,2(C  le`at na edna prava. Da se 

opredeli odnosot   vo koj to~kata A  ja deli ote~kata .CB  

4. To~kite ),1,1(A  )5,9(B   i )4,5(C  se temiwa na daden tria-

golnik .ABC  Simetralite na vnatre{niot i nadvore{niot agol 

pri temeto A  ja se~at stranata BC  vo to~kite L  i ,M  soodvetno.  

Najdi gi koordinatite na to~kite L  i  .M  

5. Ravenkite na pravite na koi le`at otse~kite ,AB  BC  i 

CA  se ,05y3x2   0y2x3   i ,05yx4   soodvetno. To~kata 

M ja deli otse~kata BC  vo odnos .2  Najdi ja ravenkata na 

pravata .AM  

6. Najdi ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kite 

)2,7(M1   i ).5,3(M2   

7. Doka`i deka to~kite ),9,1(A )3,2(B   i )3,5(C   le`at na 

edna prava.  

8. Dadeni se to~kite ),1,2(A  )2,1(B  i ).4,1(C   Zapi{i gi 

koordinatite na to~kata ,D  ako ABCD e paralelogram.  
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9. Dadeni se temiwata )5,3(A   i )7,1(B  na paralelogramot 

ABCD i prese~nata to~ka )1,1(Q  na negovite dijagonali. Najdi gi 

koordinatite na drugite dve temiwa na paralelogramot.   

10. Dadeni se to~kite ),3,3(A )3,2(B   i ).0,1(C   Doka`i deka 

triagolnikot ABC  e ramnokrak.  

11. Najdi go rastojanieto d  od to~kata )3,2(M  do pravata:  

   a) 025y4x3              b) .04y5x12   

12. Zapi{i gi ravenkite na medijanite na triagolnikot ,ABC  

ako ),2,3(A )4,5(B  i ).4,1(C  

13. Daden e triagolnik .ABC  Zapi{i gi koordinatite  na:  

   a) te`i{teto T  na triagolnikot, ako ),1,8(A   )2,1(B  i 

)3,5(C   

    b) ortocentarot H  na triagolnikot, ako ),8,4(A   )7,1(B   i 

).5,7(C  

 14. Dadeni se to~kite ),2,2(A  )1,7(B  i ).3,3(C  Najdi: 

               a) ja dol`inata na otse~kata AB ,       

               b) go rastojanieto na to~kata C od pravata AB ,       

               v) ja plo{tinata na triagolnikot .ABC  

 15. Najdi gi koordinatite na to~kata M koja e simetri~na na 

to~kata )2,3(N vo odnos na pravata .05yx   

 16. Presmetaj ja plo{tinata na daden kvadrat, ako dve negovi 

strani le`at na pravite 065y12x5   i .026y12x5   
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 17. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)8,3(M   i so koordinatnite oski zagraduva triagolnik so plo{tina 

.6P   

 18. Dadeni se to~kite ),1,2(M  )1,1(G  i ).3,1(E   Najdi gi 

koordinatite na temiwata na triagolnikot ,ABC  ako to~kata M  e 

sredina na otse~kata ,AB  to~kata G e te`i{te na triagolnikot 

,ABC  a to~kata E  le`i na pravata opredelena so visinata niz 

temeto .C  

 19. Osnovata na ramnokrak triagolnik le`i na pravata 

,03y2x   edna negova  strana le`i na pravata ,05yx4   a 

drugata minuva niz to~kata .
5

28
,

5

6
P 








 

    a) Zapi{i gi koordinatite na te`i{teto na dadeniot 

triagolnik.   

               b) Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot.  

 20. Stranite ,AB  ,BC  CD  i DA  na ~etriagolnikot ABCD  se 

dadeni so ravenkite ,013yx5   ,017y7x2   013y2x3   i 

,017y4x3   soodvetno.  Najdi gi ravenkite na pravite na koi 

le`at dijagonalite na dadeniot ~etriagolnik. 

 21. Najdi gi ravenkite na tangentite na kru`nicata zadadena 

so ravenkata 01y14yx 22   koi se paralelni na pravata 

.13x    

 22. Dadeni se to~kite )6,0(A   i ).0,3(B  
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    a) Najdi gi koordinatite na centrite na kru`nicite koi gi 

dopiraat koordinatnite oski i ja imaat za oska na simetrija 

pravata .AB  

               b) Zapi{i gi ravenkite na tie kru`nici.  

 23. Neka OAB  e triagolnik opredelen so koordinatnite oski 

i pravata .024y4x3   Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata: 

    a)  opi{ana okolu triagolnikot ,OAB  

    b) vpi{ana vo triagolnikot ,OAB  i  

    v) najdi gi koordinatite na dopirnata to~ka so dadenata 

prava.  

 24. Najdi gi ekscentricitetot i koordinatite na fokusite na 

elipsata .12y4x3 22   

 25. Elipsa ima golema poluoska 20  i mala poluoska .5  

Presmetaj ja dol`inata na tetivata koja elipsata ja otsekuva od 

pravata .028y4x   

 26. Zapi{i ja ravenkata na hiperbolata, ako rastojanieto 

me|u temiwata e ,20  a rastojanieto me|u fokusite .30  

 27. Za koi vrednosti na parametarot k  pravata kxy   ja se~e 

hiperbolata .1
b

y

a

x
2

2

2

2

  

 28. Zapi{i ja ravenkata na hiperbolata koja minuva niz 

to~kite )3,26(M   i .
2

3
,53N 
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 29. Najdi gi prese~nite to~ki na kru`nicata 1y4yx 22   so 

hiperbolata .1yx 22   

 30. Najdi gi koordinatite na prese~nite to~ki na asimptotite 

na hiperbolata 12y3x 22   so kru`nicata koja minuva niz centa-

rot na hiperbolata, a centarot e vo desniot fokus na hiperbolata.  

 31. Zapi{i ja ravenkata na tangentata na parabolata x4y2   

koja na koordinatnite oski otsekuva ednakvi otse~oci. 

 32. Ako pravata mkxy   ja se~e parabolata ,px2y   toga{ 

tangentite na parabolata povle~eni vo prese~nite to~ki  se se~at 

vo to~kata .
k

p
,

k

m
S 








 Doka`i! 

 33. Asimptotite na hiperbolata 400y144x225 22   otseku-

vaat na pravata 080y12x5   otse~ka koja e dijametar na kru`-

nica. Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata.  

 34. Malata oska na edna elipsa  e ,9b2   a desniot fokus se 

sovpa|a so fokusot na parabolata .x24y2   Da se opredeli raven-

kata na tangentata na parabolata paralelna so pravata {to minu-

va niz zaedni~kiot fokus i niz prese~nata to~ka na elipsata so 

negativniot del na x oskata.  

 35. Zaedni~kite tangenti na parabolata x4y2   i kru`nicata 

08y8x2yx 22   zagraduvaat triagolnik okolu koj e opi{ana 

kru`nica. Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata.  

 36. Zapi{i gi ravenkite na zaedni~kite tangenti na kru`ni-

cata 16yx 22   i elipsata .225y25x9 22   
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 37. Rastojanieto od leviot fokus na elipsata 20y5x4 22   

do desniot fokus na hiperbolata 144y9x16 22   e ednakvo na aps-

cisata na to~kata A koja le`i na pravata povle~ena niz to~kite 

)3,2(B   i ).4,5(C   Zapi{i ja ravenkata na kru`nicata so centar vo 

to~kata A  i radius ednakov na dol`inata na otse~kata .BC  
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4. Analiti~ka geometrija  

vo prostor  

 

4.1. Vektori vo prostor 

Kako osnovna alatka vo re{avaweto na brojni problemi vo 

analiti~kata geometrija vo prostor se koristat vektorite. Vove-

duvaweto na koordinatniot na~in na zadavawe na vektorite go 

ovozmo`uva re{avaweto na geometriski problemi preku koriste-

we algebarski metodi. Zaradi toa naslovenata tema ja zapo~nu-

vame so voveduvawe algebarski karakteristiki na vektorite vo 

prostorot.  
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4.1.1 Koordinati na vektor vo prostor 

 Neka vo prostorot se dadeni tri zaemno normalni vektori ,i  

j  i ,k  takvi {to ,1|k||j||i|   i edna fiksna to~ka .O  Gi konst-

ruirame vektorite ,i)OX(  j)OY(   i .k)OZ(   Na sekoja od pravite 

,OX  OY  i OZ  ja izbirame za pozitivna nasoka nasokata na vek-

torite ,i  j  i ,k  soodvetno (crte` 1).  

 Vaka dobienite pravi gi vikame koordinatni oski, prvata 

se narekuva x oska ili apscisa, vtorata y oska ili ordinata, a 

tretata z oska ili aplikata. Trite ramnini opredeleni so paro-

vite oski ,xy  yz  i xz  se narekuvaat koordinatni ramnini.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

 So izborot  na  to~kata O  i vektorite ,i  j  i k  velime deka 

sme izbrale pravoagolen Dekartov koordinaten sistem, koj }e 

go ozna~uvame so )k,j,i;O(  ili samo so ).k,j,i(   
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 To~kata O  se narekuva koordinaten po~etok, a vektorite ,i  

j  i k  koordinatni vektori. Na trite brojni oski za edinica mera 

za dol`ina ja izbirame dol`inata na koordinatnite vektori. Od 

tie pri~ini koordinatnite vektori gi narekuvame u{te i edini~-

ni vektori.                                                                                                                

 Vo zavisnost od orientacijata na koordinatnite oski razli-

kuvame desen i lev koordinaten sistem (crte` 2).  

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 2 

Poto~no, koordinatniot sistem se vika desen koordinaten sis-

tem ako slikata na x oskata pri rotacija okolu z oskata za agol  

2


 vo nasoka sprotivna od nasokata na dvi`eweto na strelkite na  

~asovnikot se sovpa|a so y oskata (crte` 2a). Vo sprotivno koor-

dinatniot sistem se vika lev koordinaten sistem (crte` 2b).  

Koordinatnite oski na desniot (leviot) koordinaten sistem vo 

prostorot mo`e da gi pretstavime i so trite prsta od desnata (le-
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vata) raka i toa: x oskata so palecot, y oskata so pokazalecot, 

a z oskata so sredniot prst.                  

 Neka a  e proizvolen  vektor  vo prostorot  i  neka a)OA(   

(crte` 3). Poznato ni e ve}e deka koi bilo ~etiri vektori se 

linearno zavisni. U{te pove}e, ako tri od niv ne se komplanarni, 

toga{ ~etvrtiot mo`e da se izrazi kako nivna linearna kombina-

cija. 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 3                                                          

Spored toa postoi razlo`uvaweto  

,kajaiaa zyx   

kade {to ,i j  i k  se koordinatni vektori.  

Razlo`uvaweto e edinstveno, bidej}i ako postoi u{te edno 

takvo razlo`uvawe   

,kbjbiba zyx    
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toga{ imame deka ,0k)ba(j)ba(i)ba(aa zzyyxx   od kade 

{to zaradi linearnata nezavisnost na vektorite ,i  j  i  k  sleduva 

deka   

,ba xx   yy ba   i .ba zz   

                                                                                                                                        

  

          

 

 

 

Koordinatnite pretstavuvawa na edine~nite vektori se 

),0,0,1(i   )0,1,0(j   i ),1,0,0(k   i za nultiot vektor va`i  ).0,0,0(0    

 

  

     

 

 

 

 

 

Crte` 4 

Definicija 1. Koeficientite vo razlo`uvaweto na daden vektor 

a  se narekuvaat koordinati na vektorot vo odnos na izbran koor-

dinaten sistem );k,j,i;O(  zapisot )a,a,a(a zyx  e koordinatno prets-

tavuvawe na vektorot .a  Pritoa xa  se narekuva prva koordinata, 

ya  vtora koordinata, a za  se narekuva treta  koordinata na vek-

torot .a   
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Primer 1. Vektorot k3j4i7a   ima koordinati ,7a x   

4a y   i ,3a z   a vektorot k
2

i
b   ima koordinati ,

2

1
bx   

0b y   i  ;1bz   )3,4,7(   e koordinatnoto pretstavuvawe na vekto-

rot ,a  dodeka 







 1,0,

2

1
 e  koordinatnoto pretstavuvawe na vekto-

rot .b                                      

        Podredenite trojki 









2

5
,1,2  i )0,1,2(  gi pretstavuvaat vekto-

rite k
2

5
ji2c   i ,ji2d   soodvetno. Na crte` 4 vektorite c  

i d  se pretstaveni geometriski vo koordinaten sistem  ).k,j,i;O(                                 

                                               

        Zada~i za samostojna rabota  

1. Zapi{i gi koordinatnite pretstavuvawa na vektorite:  

     a) ;kj4ia              b) ;kji2a                  

     v) ;k2ja                   g) .k3ia    

2. Razlo`i gi koordinatnite pretstavuvawa na vektorite  

    a) );4,1,0(a                  b) );10,7(a                     

    v) );0,2,0(a                  g)  ),6,2,1(a    

po koordinatnite vektori. 

3. Vo koordinaten sistem )k,j,i;O(  konstruiraj gi vektorite: 

    a) ;k4j3i2a             b) ;k3j2ia              

    v) ;k2j7a                   g) .ki3a   
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4. Konstruiraj gi vektorite:    

    a)  );5,1,3(a                     b)  ;4,1,
2

1
a 








                

    v)  );0,2,0(a                  g)  ).2,1,0(a                     

 

 

4.1.2. Operacii so vektori zadadeni so  

koordinatni pretstavuvawa  

       Neka se dadeni vektorite )a,a,a(a zyx  i ).b,b,b(b zyx  Toga{ 

od  

kajaiaa zyx   i ,kbjbibb zyx   

 dobivame deka  

 
x y z x y z

x x y y z z

a b (a i a j a k) (b i b j b k)

(a b )i (a b ) j (a b )k,

       

     

       

    

odnosno   

  ).ba,ba,ba(ba zzyyxx   

 Spored toa, sekoja koordinata na zbirot od dva vektori e 

ednakva na zbirot na soodvetnite koordinati na vektorite, 

dodeka sekoja koordinata na razlikata na eden vektor so drug e 

ednakva na razlikata na soodvetnite koordinati na vektorite.   

 Primer 1. Ako )3,1,2(a   i ),1,2,0(b   toga{ koordinatnite 

pretstavuvawa na zbirot  ba  i razlikata ba  se, soodvetno,    

 ),2,1,2()1)3(),2(1,02()1,2,0()3,1,2(ba   
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 ).4,3,2()1)3(),2(1,02()1,2,0()3,1,2(ba   

 Neka e daden vektorot )a,a,a(a zyx  i neka   e proizvolen 

skalar. Toga{ od  

kajaiaa zyx    

sleduva deka  

,kajaia)kajaia(a zyxzyx   

odnosno  

  ).a,a,a(a zyx        

 Zna~i, sekoja koordinata na proizvodot na eden vektor so 

skalar e ednakva na proizvodot na soodvetnata koordinata na 

vektorot so dadeniot skalar.   

    Primer 2. Ako ),3,0,1(a   toga{ koordinatnite 

pretstavuvawa na vektorite ,a2  a3  i .a
2

1
 se, soodvetno  

 ),6,0,2()32,02),1(2()3,0,1(2a2   

          ),9,0,3()3)3(,0)3(),1(3()3,0,1(3a3   

 .
2

3
,0,

2

1
3

2

1
,0

2

1
),1(

2

1
)3,0,1(

2

1
a

2

1

















   

 

 

 

  

          

Teorema 1. Ako ),r,q,p(a 1111   )r,q,p(a),...,r,q,p(a kkkk2222   i ako 

,1 k2 ,...,  se dadeni skalari, toga{ vektorot 

        kk2211 a...aa    

ima koordinatno pretstavuvawe 

       ).r...rr,q...qq,p...pp( kk2211kk2211kk2211   
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 Dokaz. Soglasno so svojstvata na operaciite sobirawe na 

vektori i mno`ewe na vektor so skalar, kako i svojstvata na ope-

raciite sobirawe i mno`ewe realni na broevi, od ravenstvata   

 ,krjqipa 1111   

,krjqipa 2222   

                  ............................  

,krjqipa kkkk   

sleduva deka  

1 1 2 2 k ka a a     
  

  

   
 
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

k k k k k k

p i q j r k p i q j r k ...

p i q j r k

     

  

      

   

     

    

                  
   

 
1 1 2 2 k k 1 1 2 2 k k

1 1 2 2 k k

p p ... p i q q ... q j

r r ... r k

     

  

        

   

 

  

Spored toa, dobivame deka 

    1 1 2 2 k k

1 1 2 2 k k 1 1 2 2 k k 1 1 2 2 k k

a a ... a

( p p ... p , q q ... q , r r ... r ).

  

        

   

         

  

 

 Primer 3. Ako ),0,2,0(a1   ),0,3,1(a 2   )1,0,3(a 3   i ),1,1,2(a 4   

toga{ koordinatnite pretstavuvawa na vektorite 321 aa3a4   i  

4321 a2a3a2a   se, soodvetno 

 ),1,1,6()10304,03324,31304(aa3a4 321   

 1 2 3 4a 2a 3a 2a   
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(0 2 1 3 3 2 ( 2),2 2 3 3 0 2 1,0 2 0 3 1 2 1

(11, 6,1)

                    

 
 

 

  

          

Dokaz. Vektorot a  mo`e da go zapi{eme vo oblik  

.kajaiaa zyx    

 

 

 

 

 

 

 

                            Crte` 1                                         

Vektorite ,ia)OA( x  ja)OB( y  i ka)OC( z  se rabovi na 

pravoagolen paralelopiped i pritoa modulot na vektorot a)OD(   

e ednakov na dol`inata na negovata dijagonala (crte` 1).  Toga{  

,|)OC(||)OB(||)OA(||)OD(| 2222   

 odnosno ,a|ia| 2
x

2
x   Poradi ,1|k||j||i|   imame deka  

,a|ia| 2
x

2
x   2

y
2

y a|ia|   i ,a|ia| 2
z

2
z    

Teorema 2. Ako ),a,a,a(a zyx  toga{ .aaa|a| 2
z

2
y

2
x    
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od kade {to sleduva deka ,aaa|a| 2
z

2
y

2
x

2   odnosno    

.aaa|a|
2

z
2

y
2

x  ■  

 Primer 4. Modulot na vektorot k7j2ia   e  

.63)7(2)1(|a| 222   

                      

 Zada~i za samostojna rabota  

 1. Najdi go koordinatnoto pretstavuvawe na zbirot na vekto-

rite 1a  i ,a 2  ako: 

      a) )0,1,4(a1   i );1,0,3(a 2          

              b)  )3,4,7(a1   i ).6,0,5(a 2    

         2.  Zapi{i gi koordinatnoto pretstavuvawe na razlikata na 

vektorot 1a  so vektorot ,a 2  ako: 

 a) )0,6,2(a1   i );2,3,5(a 2          

         b)  )7,1,0(a1   i ).1,7,3(a 2     

         3. Dadeni se vektorite 







 7,3,

2

1
a1  i  .0,3,2a 2   Najdi go 

koordinatnoto pretstavuvawe na vektorite: 

 a) ;a4a3 21                    b) ;aa2 21                    v) .a6a 21   

         4. Dadeni se vektorite ),4,0,0(a1   ),3,4,3(a 2   )0,3,1(a 3   

i ).1,2,0(a 4   Zapi{i go koordinatoto pretstavuvawe na vektori-

te: 

      a) ;a4a2a 321                      b) ;aaa2 431                         
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               v) .a4a3a2a 4321        

         5. Dva vektori se ednakvi ako i samo ako im se ednakvi 

soodvetnite koordinati. Doka`i!  

         6. Presmetaj go modulot na vektorot .k4j2i5a   

         7. Poka`i deka vektorite ),2,1,1(a   )4,2,1(b   i )1,1,3(c   se 

linearno nezavisni.  

 

4.1.3. Ortogonalna proekcija na vektor 

 Neka se dadeni pravata p  i vektorot )AB(  (crte` 1). Ortogo-

nalna proekcija na vektorot )AB(  vrz pravata p  e vektorot 

),BA( 11  kade {to 1A  i 1B  se ortogonalnite proekcii na to~kite A  

i B  vrz pravata ,p  i pi{uvame 

).BA()AB(pr 11p   

 Na pravata p  ja izbirame za pozitivna nasoka nasokata na 

izbran vektor 0e   paralelen na pravata .p  Vaka orientirana, 

pravata p  ja narekuvame oska, a vektorot )BA( 11  ortogonalna  

proekcija  na  vektorot AB  vrz oskata .p             

 

 

 

 

Crte` 1 
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 Ako ),CD(~)AB(  toga{ ),DC(~)BA( 1111  odnosno  ortogonalni-

te proekcii na dva ekvipolentni vektori se ekvipolentni vekto-

ri. Prethodnata diskusija dopu{ta voveduvawe na poimot orto-

gonalna proekcija na sloboden vektor a  vrz sloboden vektor 

.0e    

 Imeno, ako )AB(  e proizvolen vrzan vektor od slobodniot 

vektor AB  i ako )BA( 11  e ortogonalnata proekcija na vektorot 

)AB(  vrz oska orientirana so vektorot ,e  velime deka slobodniot 

vektor 11BA  e ortogonalna proekcija na slobodniot vektor AB  

vrz vektorot e  i pi{uvame:   

.BAABpr 11e
  

 Neka a  e proizvolen vektor. Brojot 

 ,
e

apr

0

e   

kade {to 0e  e edine~en vektor kolinearen so ,e  se vika alge-

barska vrednost na ortogonalnata proekcija na vektorot a  vrz 

vektorot .e  Od definicijata za delewe na kolinearni vektori 

sleduva deka  

|,apr|
|e|

|apr|

e

apr

e
0

e

0

e    

ako vektorite apr
e

 i 0e imaat ista nasoka,  i  

|,apr|
|e|

|apr|

e

apr

e
0

e

0

e    
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ako vektorite apr
e

i 0e imaat sprotivni nasoki.   

 Neka a  i b  se dva proizvolni vektori. Ako a)OA(   i 

,b)OB(   toga{ agol me|u vektorite a  i b  e agolot me|u polupra-

vite OA  i OB  i }e go ozna~uvame so ).b,a(  Da napomneme deka 

.)b,a(0   

 

  

 

 

 Dokaz. Da go razgledame vektorot a)AB(   ~ija{to po~etna 

to~ka A  le`i na oskata p  koja ima ista nasoka kako vektorot e  

(crte` 2).  

 Da ja ozna~ime so 1B  ortogonalnata proekcija na to~kata B  

vrz oskata .p  

  

 

 

 

Crte` 2 

 Ako agolot )e,a(  e ostar, toga{ imame deka  

).e,acos(|AB||AB| 1    

Teorema 1. Algebarskata vrednost na ortogonalna proekcija na 

vektorot  a  vrz vektor 0e   e ednakva na proizvodot od modulot 

na vektorot a  i kosinusot od agolot ).e,a(    
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Od apr)AB(
e1   i ,a)AB(   imame ),e,acos(|a||apr|

e
  odnosno   

).e,acos(|a|
e

apr

0

e   

 Ako agolot  )e,a(   e tap,  toga{ imame deka  

 ).b,acos(|AB|))b,a(cos(|AB||AB| 1     

Bidej}i apr)AB(
e1   i ,a)AB(   kako i vo prethodniot slu~aj dobi-

vame deka 

).e,acos(|a|
e

apr

0

e   

 Dokazot vo slu~aj koga ,0)e,a( o  o90)e,a(   ili ,180)e,a( o  

kako i slu~ajot koga 0a   mu go prepu{tame na ~itatelot.■ 

 Primer 1. Neka ABC  e ramnostran triagolnik so strana .a  

Da ja ozna~ime so O  prese~nata to~ka na visinite na triagolni-

kot, a so 1B  sredinata na otse~kata AC  (crte` 3).  

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 3 
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Ortogonalnata proekcija na vektorot OB1  vrz vektorot ABe   e 

vektorot ,OB 12  kade {to 2B  e ortogonalnata proekcija na to~kata 

1B  vrz pravata ,AB  a 1O  e ortogonalnata proekcija na to~kata O  

vrz pravata .AB  Zna~i  

 .OBOBpr 121e
   

Bidej}i ,30)e,OB( o
1   imame deka 

                 .
4

a

6

3a

2

3
|OB|

2

3
30cos|OB|

e

OB
1

o
1

0

12       

 

 

  

 

 Dokaz. Neka se dadeni dva vektori a  i .b  Ako a)AB(   i 

,b)BC(   toga{ imame deka (AC) a b 
 

 (crte` 4). Neka  

                 ,BAapr 11e
  11e

CBbpr   i 11e
CA)ba(pr    

 

 

 

 

 

 

Crte` 4 

Teorema 2. Algebarskata vrednost na ortogonalnata proekcija na 

zbir od dva vektori e ednakva na zbirot od algebarskite 

vrednosti na ortogonalnite proekcii na dvata vektori.  
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Od ravenstvoto  

 111111 CBBACA    

imame deka  

 ,bprapr)ba(pr
eee

   

od kade {to sleduva deka 

.e
e

bpr
e

e

apr
e

e

)ba(pr
0

0

e
0

0

e
0

0

e 


  

Bidej}i                      

,0e
e

bpr

e

apr

e

)ba(pr
0

0

e

0

e

0

e 
































 

 poradi 0e0   dobivame deka  

.
e

bpr

e

apr

e

)ba(pr

0

e

0

e

0

e 


■                                                        

Primer 2.  Za tri dadeni vektori  ,a  b  i ,c  va`i    

,
e

bpr

e

apr

e

)b(pr

e

apr

e

))b(a(pr

e

)ba(pr

0

e

0

e

0

e

0

e

0

e

0

e 








 

odnosno algebarska vrednost na ortogonalnata proekcija na razli-

kata na eden vektor so drug e ednakva na razlikata od algebarska-

ta vrednost na ortogonalnata proekcija na edniot vektor so alge-

barskata vrednost na ortogonalnata proekcija na drugiot vektor. 

Ponatamu, algebarskata vrednost na ortogonalnata proekcija na 
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zbir od tri vektori e ednakva na zbirot od algebarskite vrednos-

ti na ortogonalnite proekcii na vektorite, odnosno    

e e e e

0 0 0 0

pr (a b c) pr a (b c) pr a pr (b c)

e e e e

    
   

   
        

     

                    e e e

0 0 0

pr a pr b pr c
.

e e e
  

  
  

    

  

 

 

 

 Dokaz. Neka e daden vektorot ).a,a,a(a zyx  Toga{  

.kajaiaa zyx    

Soglasno so krajot od primer 2, za proekcijata na vektorot a  vrz 

vektorot  i  imame  

.kaprjapriaprapr yiyjxii
  

Toga{ za algebarskata vrednost na proekcijata na vektorot a  vrz 

vektorot i  dobivame 

.
i

kapr

i

japr

i

iapr

i

apr ziyixii   

 Algebarskata vrednost 
i

ia x  na vektorot iapr xi
 e ednakva na 

|,a| x  ako vektorot ia x  ima ista nasoka so vektorot ,i  odnosno, ako 

Teorema 3. Koordinatite na vektorot a  se algebarski vrednosti  

na ortogonalnata proekcija na vektorot a  vrz soodvetnite koor-

dinatni vektori.   



4. Analiti~ka geometrija vo prostor 

 

 264

,0a x   dodeka taa e ednakva na |,a| x  ako vektorot ia x  ima 

sprotivna nasoka so vektorot ,i  odnosno, ako .0a x    

 Ako ,0a x   toga{ ,0)i,ia( x   i soglasno so teorema 2, imame   

.a|a|)i,iacos(|a| xxxx    

 Sli~no na ova, ako ,0a x   toga{ ,)i,ia( x   taka {to  

.a|a|)i,iacos(|a| xxxx    

 Ponatamu, bidej}i ,
2

)i,ka()i,ja( zy


  algebarskite vrednosti 

na vektorite japr yi
 i japr zi

 se ednakvi na nula. Spored toa, mo`e 

da zaklu~ime deka  

  .a
i

apr
x

i    

Sli~no se poka`uva i deka va`at ravenstvata 

 y
j

a
j

apr
  i .a

k

apr
z

k    

 Spored teorema 1 imame deka 

),i,acos(|a|
i

apr
i   )j,acos(|a|

j

apr
j
   i  ).k,acos(|a|

k

apr
k    

Kone~no, dobivame deka va`at ravenstvata 

),i,acos(|a|a x   )j,acos(|a|a y    i  ).k,acos(|a|a z  ■ 

 

 Zada~i za samostojna rabota  

 1.  Vo koj slu~aj ?0apr
e
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 2. Doka`i deka za proizvolen vektor a  va`i neravenstvoto  

.|a||apr|
e

  Vo koj slu~aj va`i ravenstvo?  

 3. Najdi ja algebarskata vrednost na ortogonalnata proekcija 

na vektorot a  vrz vektorot ,e  ako  

       a) 6|a|   i ;60)e,a( o               b) 8|a|   i ;90)e,a( o          

              v) 5|a|   i ;0)e,a( o                 g) 6|a|   i .180)e,a( o  

 4. Neka a  i b  se dva nenulti vektori. Doka`i deka va`i 

ravenstvoto .|apr||b||bpr||a|
ba

   

 5. Doka`i deka za proizvolen skalar   va`i ravenstvoto 

.aprapr
ee

  

         6. Neka 3
e

apr

0

e   i .4
e

bpr

0

e   Presmetaj  

     a) ;
e

a3pr

0

e             b) ;
e

)ab(pr

0

e


            v) .
e

a
2

1
b3pr

0

e










 

 

 4.2. Skalaren proizvod na vektori 

 Pokraj operaciite sobirawe, odzemawe i mno`ewe na vektor 

so skalar, vo vektorskata algebra ima smisla i mno`eweto na 

vektori.  Mno`eweto na dva vektori mo`e da se definira na dva 

na~ina vo zavisnost od toa dali sakame rezultatot od izvr{enata 

operacija da bide skalar ili vektor. Spored toa, }e razlikuvame 

skalarno i vektorsko mno`ewe na dva vektori.  
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4.2.1. Definicija i svojstva na skalarniot  

                 proizvod na vektori 

 

 

         

 

     

  Neposredno od definicijata na skalaren proizvod sleduva 

deka skalarniot proizvod e pozitiven broj, negativen broj ili e 

ednakov na nula  vo zavisnost od toa dali agolot me|u vektorite 

soodvetno e ostar, tap ili prav, ili pak edniot od vektorite e 

nultiot vektor. 

 Primer 1. Skalarniot proizvod na vektorite a  i ,b  za koi-

{to va`i  

          a) ,2|a|   3|b|   i ,60)b,a( o  e brojot   

               ;360cos32)b,acos(|b||a|ba o                       

          b)  ,4|a|   7|b|   i ,120)b,a( o  e brojot   

              .14120cos74)b,acos(|b||a|ba o                       

            

 

 

         

Definicija 1. Skalaren proizvod na vektorite a  i b  se narekuva 

brojot ednakov na proizvodot od modulite  na ovie vektori i ko-

sinusot od agolot me|u niv, i se  ozna~uva so ba   ili .ba  Zna~i, 

                 ).b,acos(|b||a|ba   

 

Teorema 1. Za skalarniot proizvod na dva vektori to~ni se sled-

nive tvrdewa:  
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Dokaz. Ako eden od vektorite ,a b  i c  e nultiot vektor, 

toga{ o~igledno tvrdewata od teoremata se to~ni.  

 )i(  Neka ,a .Vb  Toga{ имаме дека  

,ab)a,bcos(|a||b|)b,acos(|b||a|ba    

soglasno so asocijativnosta i komutativnosta na mno`eweto real-

ni broevi.  

 )ii(  Neka ,a  Vb i neka p R.   ]e gi razgledame slednive dva 

slu~aja:  

 Ako ,0p   toga{ ).b,ap()b,a(   Od definicijata na skalarniot 

proizvod i asocijativnosta na mno`eweto realni broevi imame  

(pa) b | pa || b | cos(pa,b) | p || a || b | cos(a, b)   
         

 

            p(| a || b | cos(a, b)) p(a b).  
     

 

 Ako ,0p   toga{ )b,ap()b,a(   i .p|p|   Spored toa,  

)i(  (komutativnost) Za sekoi dva vektori ,a Vb  va`i 

   .abba    

)ii(  (asocijativnost) Za sekoi dva vektori ,a  Vb i za sekoj p R  

va`i  

          ).ba(pb)ap(    

)iii(  (distributivnost) Za sekoi tri vektori ,a  Vc,b  va`i 

.caba)cb(a    
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(pa) b | pa || b | cos(pa, b) | p || a || b | cos( (a, b))    
         

  

                                p(| a || b | ( cos(a,b))) p(| a || b | cos(a,b)) p(a b).     
         

 

)iii(  Neka ,a . Vc,b   Koristej}i ja teoremata za zbir na proek-

cii dobivame дека   

a a a

0 0 0

pr (b c) pr b pr c
a (b c) | a | | a |

a a a

 
      
 
 

  
   

    
   ■  

                a a

0 0

pr b pr c
| a | | a | a b a c.

a a
     

 
 

     
   

Primer 2. Skalarniot proizvod na vektorite q4p3a   i 

,q5p12b   kade {to ,2|p|   3|q|   i ,60)q,p( 0  e skalarot  

.63|q|20)qp(33|p|36)q5p12)(q4p3(ba 22   

 Vo prodol`enie }e doka`eme u{te nekoi svojstva na skalar-

niot proizvod.  

 

 

         

 

     

  Dokaz.  Od  2o2 |a|0cos||a|)a,acos(|a||a|aa   sleduva deka  

.aa|a|  ■  

Teorema 2. Modulot |a|  na vektorot a  e kvadraten koren od skalar-

niot proizvod ,aaa
2








  zna~i  

.aaa|a|
2
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 Neposredno od teoremata sleduva deka 0|a|   ako i samo ako 

.0a   

  Primer 3. Ako vektorite a  i b  se takvi {to ,8|a|   4|b|   i 

,30)b,a( 0  toga{ dol`inata na vektorot ba2p   e ednakva na  

  2 2| p | p p (2a b) (2a b) 4 | a | 4(a b) | b |          
          

 

                         4 64 4 16 3 16 272 64 3.                

 Slednata teorema sodr`i formula za presmetuvawe agol 

me|u dva nenulti vektori, ako e poznat nivniot skalaren proiz-

vod.     

 

 

            

 Dokaz. Neka 0a   i .0b   Od )b,acos(|b||a|ba   sleduva дека  

.
|b||a|

ba
)b,acos(


 ■■ 

 Primer 4. Za da go najdeme kosinusot od agolot me|u vekto-

rite ba3c   i ,b3a2d   za koi{to ,2|a|   1|b|   i ,
3

)b,a(


  sog-

lasno so definicijata  

,
|d||c|

dc
)d,ccos(


   

potrebno e  da gi najdeme vrednostite ,ba   |,c|  |d|  i :dc    

 ,1
3

cos12)b,acos(|b||a|ba 


  

Teorema 3. Neka  a  i  b se nenulti vektori. Toga{ .
|b||a|

ba
)b,acos(
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 2 2| c | c c (3a b)(3a b) 9 | a | 6(a b) | b |         
          

               

                          2 29 2 6 1 1 31,       

 | d | d d (2a 3b)(2a 3b)     
      

   

                         2 2 2 24 | a | 12(a b) 9 | b | 4 2 12 1 9 1 37,          
   

 

2 2c d (3a b)(2a 3b) 6 | a | 7(a b) 3 | b |        
         

 

                          2 26 2 7 1 3 1 28.        

 Spored toa, dobivame deka  

.82675,0
3731

28

|d||c|

dc
)d,ccos( 





  

 Od teoremata neposredno se dobiva uslovot za ortogonal-

nost na dva vektori:  

 

 

          

 Navistina, ako 0a   i ,0b   toga{ 0ba   ako i samo ako 

,0)b,acos(   {to zna~i .
2

)b,a(


   

 Primer 5. Dokaz na teoremata na Tales: Sekoj periferen 

agol nad dijametar na kru`nica e prav.  

 Neka )r,O(K  e dadena kru`nica, AB  nejzin dijametar i C  

proizvolna to~ka od kru`nicata (crte` 1). Toga{ ,OACOCA   

,OACOOBCOCB   pa  

 ,0rrOACO)OACO()OACO(CBCA 2222
                              

Posledica 1. Dva nenulti vektori a  i  b se ortogonalni ako i samo 

ako .0ba   
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Crte` 1 

od kade {to sleduva  deka  vektorite CA  i CB  se zaemno ortogo-

nalni, odnosno .90ACB o               

                          

Zada~i za samostojna rabota  

 1. Presmetaj ja vrednosta na izrazot  

    a) ;ba               b) ;a
2

           v) ;b
2

              

    g) );b3a)(ba2(                 d) ),ab2(a2   

ako ,3|a|   4|b|   i .60)b,a( 0   

 2. Doka`i gi identitetite: 

              a) ,ba)ba()ba(
22

  za sekoi ,a ;Vb  

     b) ,bba2a)ba(
222   za sekoi ,a ;Vb  

              v) ,bba2a)ba(
222   za sekoi ,a ;Vb  

              g) ,0)ba(c)ac(b)cb(a   za sekoi ,a ;Vc,b   

              d) ,dbcbdaca)dc()ba(   za sekoi ,a ,c,b .Vd  
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 3. Odredi go znakot na skalarniot proizvod ,ba  0a   i ,0b   

ako  

      a) ;90)b,a(0 0o                   b) .180)b,a(90 0o   

 4. Najdi go kosinusot od agolot me|u vektorite ba3c   i 

,bad   ako ,1|a|   2|b|   i .
3

)b,a(


  

 5. Dadeni se vektorite ,a b  i ,c  taka {to ,1|a|   ,2|b|   ,3|c|   

090)c,b()b,a(   i  .45)a,c( 0  Presmetaj ja dol`inata na vektorot 

.cbap   

 6.  Doka`i ja Pitagorinata teorema: zbirot od kvadratite na 

katetite vo pravoagolen triagolnik e ednakov so kvadratot na 

hipotenuzata.  

 7. Najdi go kosinusot od  agolot   me|u dijagonalite na eden 

paralelogram ~ii {to strani se ednakvi na a i ,b  a agolot me|u 

niv e .  

  

 

 4.2.2. Presmetuvawe na skalaren proizvod  

                 so pomo{ na koordinati 

                   

 

 

          

  Dokaz.  Vektorite mo`e da gi zapi{eme vo oblik  

Teorema 1. Ako )a,a,a(a zyx  i ),b,b,b(b zyx  toga{  

  .babababa zzyyxx   
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kajaiaa zyx   i x y zb b i b j b k.  
   

  

Zaradi asocijativnosta, komutativnosta i distributivnosta na 

skalarniot proizvod, imame deka 

  )kbjbib()kajaia(ba zyxzyx  

                x x y y z za b ii a b jj a b kk   
   

 

                x y y x x z z x y z z y(a b a b )i j (a b a b )ik (a b a b ) jk.     
  

 

Bidej}i vektorite ,i  j  i k  se edine~ni i vo parovi zaemno 

normalni, imame deka 1kji
222
  i .0kjkiji   Spored toa,  

dobivame deka  

.babababa zzyyxx  ■ 

Primer 1. Ako )0,7,3(a   i  ),2,3,4(b   toga{ imame deka 

.9203)7(43ba   

Od teorema 1 neposredno sleduva deka ako ),a,a,a(a zyx  

toga{  negoviot modul mo`e da go presmetame po formulata  

.aaa|a| 2
z

2
y

2
x   

 Primer 2. Ako ),0,2,1(a   toga{ negovata dol`ina e  

.502)1(|a| 222   

 Isto taka, od teorema 1 sleduva deka ako )a,a,a(a zyx  i 

)b,b,b(b zyx  se nenulti vektori, toga{ formulata za presmetu-

vawe agol me|u me|u niv, ako e poznat nivniot skalaren proizvod 

glasi 
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.
bbbaaa

bababa
)b,acos(

2
z

2
y

2
x

2
z

2
y

2
x

zzyyxx




  

 Primer 3. Za agolot me|u vektorite )2,0,2(a   i )6,0,0(b   se 

dobiva 

 
2

2

368

12

600)2(02

6)2(0002
)b,acos(

222222










   

od kade {to sleduva deka .
4

3
)b,a(


  

 Ako  dva nenulti vektori a  i b  se zadadeni so svoite 

koordinatni pretstavuvawa )a,a,a(a zyx  i ),b,b,b(b zyx  toga{ 

soglasno so teorema 1 uslovot za ortogonalnost na dva vektori 

glasi:   

.0bababa zzyyxx   

 Primer 4. Za da go najdeme agolot me|u dijagonalite na 

paralelogramot konstruiran nad vektorite )0,1,2(a)AB(   i 

)1,2,0(b)AD(   postapuvame na na~in kako {to sleduva:  

 Neka ABCD  e dadeniot paralelogram i neka aAB   i bAD   

(crte` 1). Baraniot agol  e agolot me|u vektorite AC i bDB   i 

mo`e da go presmetame po formulata 

.
|DB||AC|

DBAC
cos


  

Od ravenstvata  

baADABAC   i baADABDB    
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dobivame deka )1,1,2(AC   i ).1,3,2(DB   Toga{ od ravenstvoto 

,0134DBAC   koristej}i go uslovot za ortogonalnost na dva  

 

 

 

 

 

Crte` 1 

vektori,  mo`e   da  zaklu~ime deka vektorite AC  i DB  se ortogo-

nalni, odnosno  .
2


  

 

         Zada~i za samostojna rabota  

 1. Presmetaj go skalarniot proizvod na vektorite  

      a) )0,1,1(a   i );2,2,1(b           

              b) kj3i2a   i .k2ji3b                         

 2. Presmetaj ja dol`inata na vektorot  

               a)  );3,6,2(a                               b) .k4ji3a                                           

 3. Najdi go agolot me|u vektorite  

      a) )0,1,1(a   i );2,2,1(b             b) jia   i .kib                        
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 4. Dali se zaemno normalni vektorite  

              a) )3,0,2(a   i );2,1,4(b                                  

              b) kj4i5a   i ?k3j2ib                        

 5. Najdi vektor x  kolinearen na vektorot ),2,1,2(a   koj ja 

zadovoluva ravenkata .18xa   

 6. Dadeni se vektorite )2,2,2(a  i ).0,1,0(b   Najdi edine~en 

vektor x  koj e normalen na vektorot ,a  a so vektorot  b  zafa}a 

agol od .60o
 

 7. Dali vektorite ),10,5,10(a)OA(   )10,2,11(b)OB(   i 

)5,14,2(c)OC(   se rabovi na kocka so zaedni~ko teme?  

   

 

        4.3. Vektorski proizvod na vektori 

  Osven skalarniot proizvod na vektori }e definirame ope-

racija, nare~ena vektorsko mno`ewe.  

 

4.3.1. Definicija i svojstva na vektorskiot  

          proizvod na vektori 

 Pri definirawe na vektorskoto mno`ewe }e go koristime 

poimot desna (leva) trojka vektori. Tri vektori za koi se znae 

koj od niv e prv, koj e vtor, a koj e tret se narekuva trojka 

vektori. Na primer, vo trojkata vektori ,c  ,b  a  }e smetame deka 

vektorot c  e prv, vektorot b  e vtor, a vektorot a  e  tret  vektor. 
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Trojkata vektori ,a ,b  c  koi ne se komplanarni se narekuva desna 

(leva) ako vektorite ,a)OA(   ,b)OB(   c)OC(   se rasporedeni 

kako palecot, pokazalecot i sredniot prst od desnata (levata) 

raka.    

  

 Vektorskiot proizvod na vektorite a  i  b  }e go ozna~uvame 

so .ba   Da zabele`ime deka uslovot )i(  go opredeluva modulot na 

vektorskiot proizvod, uslovot )ii(  negoviot pravec, dodeka uslo-

vot )iii(  ja opredeluva negovata nasoka.  

Primer 1. Vektorskiot proizvod na vektorite a  i ,b  za koi 

,2|a|   3|b|   i  o30)b,a(   ima modul  

.330sin32)b,asin(|b||a||ba| o        

 Eden vrzan vektor od vektorskiot proizod ba   mo`e da se 

konstruira ako ja konstruirame normalata na ramninata oprede-

lena so vektorite a)OA(   i  b)OB(   vo to~kata O (crte` 1), a 

potoa go odredime negoviot modul koj e brojno ednakov na merniot 

broj na plo{tinata na paralelogramot konstruiran nad vektorite 

 Definicija 1. Vektorski proizvod na vektorite a  i b  se nare-

kuva vektor c  za koj{to va`at slednite uslovi 

 )i(  ),b,asin(|b||a||c|   

)ii(  0ac   i ,0bc   odnosno vektorot c  e normalen na 

vektorite a  i ,b   

)iii(  vektorite ,a b  i c  formiraat desna trojka vektori.   
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)OA(  i ).OB(  Ovaj uslov go ispolnuvaat dva vektori: )OP(  i ).OQ(  

No tretiot uslov od definicijata za vektorski proizvod go ispol-

nuva samo vektorot ),OP(  pa spored toa .ba)OP(                                                                                              

 

  

 

 

 

 

 

Crte` 1 

 Vo slednava teorema se sodr`ani nekolku va`ni svojstva na 

vektorskiot proizvod.   

 

 

          

 

 

 

 

 

Teorema 1. Za vektorskiot proizvod na vektori to~ni se slednive 

tvrdewa:  

)i(  (antikomutativnost) Za sekoi dva vektori ,a Vb  va`i 

  abba   

)ii(  (asocijativnost) Za sekoi dva vektori ,a  Vb i za sekoj p R  

va`i   

 (pa) b p(a b)  
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)iii(  (distributivnost) Za sekoi tri vektori ,a  Vc,b  va`i 

caba)cb(a    

)iv(  Za sekoj vektor  Va i za sekoe p R  va`i  .0)ap(a    

 

 

 

 

   

  

 Dokaz. )i(  Ako se navratime na prethodnata diskusija vekto-

rot OP  e ednakov na proizvodot .ba    

 Vektorot OQ  isto taka gi ispolnuva prvite dva uslova od 

definicijata za vektorski proizvod, {to zna~i ima ist pravec i 

ist modul kako i vektorot ,OP  no .OQOP   Od druga strana 

.abOQ   Spored toa,  

   a b OP OQ b a.      
     

  

 )ii(  Za dokaz na tvrdeweto }e gi razgledame slednive dva 

slu~aja: 

          Ako ,0p  toga{  

          ).b,asin(|b||a|p)b,apsin(|b||ap||b)ap(|   

         Od druga strana  

                    

 

 

 

Crte` 2 
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    ).b,asin(|b||a|p|ba||p||)ba(p|                                                            

Spored  toa, dobivame deka  

   .|)ba(p||b)ap(|   

Bidej}i vektorite a  i ap  se kolinearni, vektorite a)OA(   i  

b)OB(   opredeluvaat  ista ramnina kako i vektorite ap)OP(   i 

b)OB(   (crte` 2). Toga{ vektorite opredeleni so nivnite vektor-

ski proizvodi imaat ist pravec. Nasokata na vektorite b)ap(   i 

)ba(p   e ista i e opredelena so nasokata na vektorot .ba    

 Ako ,0p   toga{  

| (pa) b | | pa || b | sin(pa,b) | p || a || b | sin( (a, b))

p | a || b | sin(a,b).

    

 

         

     

Od druga strana, imame deka 

).b,asin(|b||a|p|ba||p||)ba(p|   

Spored toa, mo`e da zaklu~ime deka  

 .|)ba(p||b)ap(|   

 Sli~no, kako i vo prethodniot slu~aj zaklu~uvame deka vek-

torite b)ap(   i )ba(p   imaat ist pravec i nasoka, so taa razlika 

{to vo slu~aj koga 0p   nivnata nasoka e sprotivna od nasokata na 

vektorot .ba    

 )iii(  Da go najdeme vektorot ,ba 0   kade {to .1|a| 0   Od defi-

nicijata za vektorski proizvod sleduva deka vektorot ba 0   e 

normalen na ramninata opredelena so vektorite 0a)OA(   i  

b)OB(   (crte` 3). Neka R  e ramninata normalna na pravata 
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OA vo to~kata O  i neka 1B  e normalnata proekcija na to~kata B  

na ramninata .R  So rotacija na vektorot )OB( 1  okolu to~kata O   

 

 

 

 

 

 

Crte` 3 

vo ramninata R  za agol 
2


 vo nasoka sprotivna od nasokata na 

dvi`eweto na strelkite na ~asovnikot, go dobivame vektorot  

).OB( 2  Da go ozna~ime so   agolot  ).b,a( 0  Toga{ od triagolnikot 

1OBB imame ,
2

cos|OB||OB| 1 










  odnosno .sin|b||OB| 1   Zaradi  

|OB||OB| 21   dobivame deka .baOB 02   

 Neka .c)BC(   Toga{ OCcb   (crte` 4). Da ja ozna~ime so 1C  

normalnata proekcija na to~kata C  na ramninata ,R  a so )OC( 2  

vektorot dobien so rotacija na vektorot )OC( 1  okolu to~kata O   

vo ramninata R  za agol  
2


  vo nasoka sprotivna od nasokata na  

dvi`ewe na strelkata na ~asovnikot. Toga{ )cb(aOC 02   i  

,baCB 022   {to se doka`uva na sli~en na~in kako i ravenstvoto 

.baOB 02        

 Od 2222 CBOBOC    dobivame deka   
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.caba)cb(a 000   

 

  

 

 

 

 

Crte` 4 

Vektorot a  mo`e da go zapi{eme vo oblik .a|a|a 0  Ako posledno-

to ravenstvo go pomno`ime so |a|  dobivame deka 

),caba(|a|))cb(a(|a| 000   

 ,c)a|a(|b)a|a(|)cb()a|a(| 000   

 .caba)cb(a   

 )iv(  Od ravenstvata  

,00sin|a||a||p||)aa(p||a)ap(||)ap(a| o    

sleduva deka  

   .0)ap(a  ■ 

 Primer 2. Za da se presmeta plo{tinata P  na paralelogra-

mot konstruiran nad vektorite b2aAB   i ,b3aAD   kade {to 

,5|a|  3|b|   i ,30)b,a( o  se poa|a od  



4. Analiti~ka geometrija vo prostor 

 

 283

 ).AD,ABsin(|AD||AB||ADAB|P   

 Pritoa, imame deka  

             
AB AD (a 2b) (a 3b) 3(a b) 2(b a)

5(a b).

          

  

         

     

Ottuka dobivame deka 

 .
2

75
30sin355|ADAB|P 0   

 Od definicijata na vektorki proizvod neposredno sleduva 

deka vektorskiot proizvod e nultiot vektor, ako i samo ako eden 

od vektorite e nultiot vektor ili ako vektorite se kolinearni. 

Spored toa, ravenstvoto  

0ba   

go iska`uva uslovot za kolinearnost na dva vektori. 

 Primer 3. Neka a  i b  ne se kolinearni vektori. Za da se 

najde vrednost na parametarot   za koj{to vektorite b5ac   i 

b5a3d   se kolinearni se poa|a od uslovot za kolinearnost na 

vektorite c i d  

 ,0)ba3()b5a(dc   

Imame deka 

    

c d ( a 5b) (3a b)

a 3a 5b 3a a b 5b b

15(b a) (b a) (15 )(b a) 0.
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Bidej}i vektorite a i b  ne  se kolinearni, imame  .0ab   Zatoa 

,015   odnosno .15  

                           

Zada~i za samostojna rabota  

 1. Presmetaj  go modulot |,ba|   ako ,3|a|  26|b|   i .30ba   

2. Najdi go vektorot ,ba   ako r5q3p2a   i ,r2qp4b   

kade {to ,p q  i r  e desna trojka zaemno normalni i edini~ni vek-

tori.  

3. Doka`i gi identitetite: 

         a) ),ba(2)ba()ba(   za sekoi ,a ;Vb  

 b) ,)ba(ba)ba( 2222   za sekoi ,a ;Vb  

         v) ,dbdacbca)dc()ba(   za sekoi ,a ,c,b ;Vd  

         g) ,bab)ba()ab(a  za sekoi ,a Vb  i , . 

 4. Presmetaj ja plo{tinata na paralelogramot ,ABCD  konst-

ruiran nad vektorite ab2AB   i ,ba3AD   ako ,5|a|  3|b|   i 

.45)b,a( o   

 5. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot ABC  konstruiran 

nad vektorite ab2AB   i ,b3aAC   kade {to a  i b  se edini~-

ni vektori koi zafa}aat agol od .300   

6. Presmetaj ja dol`inata na visinata od temeto C  na tria-

golnikot ABC  ako q4p3AB   i  ,q5pBC   pri {to vektorite p  i 

q  se zaemno normalni edini~ni vektori.  
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7. Doka`i deka od ravenstvata  

dcba   i dbca    

sleduva deka vektorite da   i cb   se kolinearni. 

 

 

4.3.2. Koordinati na vektorski proizvod 

                  na vektori 

 Od definicijata za vektorski proizvod za edini~nite koor-

dinatni vektori imame deka 

,0ii                 ,kji               ,jki   

,kij              ,0jj                ,ikj   

,jik               ,ijk             .0kk   

 

          

 

  

Dokaz. Neka kajaiaa zyx   i .kbjbibb zyx   Zaradi 

svojstvata na vektorskiot proizvod i definicijata na determi-

nanta od vtor red imame 

  )kbjbib()kajaia(ba zyxzyx  

        
x y x z y x

y z z x z y

a b (i j) a b (i k) a b ( j i)

a b ( j k) a b (k i) a b (k j)

      

      

     

       

       Teorema 1. Ako )a,a,a(a zyx  i ),b,b,b(b zyx  toga{ 

 















yx

yx

xz

xz

zy

zy

bb

aa
,

bb

aa
,

bb

aa
ba    
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 )i(bajbaiba)k(ba)j(bakba yzxzzyxyzxyx  

 k)baba(j)baba(i)baba( xyyxzxxzyzzy  

.k
bb

aa
j

bb

aa
i

bb

aa

yx

yx

xz

xz

zy

zy
 ■ 

Kako posledica od teoremata, koristej}i ja definicijata na 

determinanta od tret red, vektorskiot proizvod na vektorite 

)a,a,a(a zyx  i )b,b,b(b zyx  mo`e da go zapi{eme vo oblik:   

.

bbb

aaa

kji

ba

zyx

zyx  

Primer 1. Za da gi najdeme koordinatite na vektorskiot 

proizvod na vektorite )1,2,3(a   i )3,4,2(b   postapuvame na 

sledniov na~in: Bidej}i  

,k16j11i2)j9i4k4(k12j2i6

342

123

kji

ba 



   

dobivame deka ).16,11,2(ba   

Primer 2. Dol`inata na visinata od temeto B  na triagolni-

kot ,ABC  za koj{to  )0,5,4(AB   i  )3,9,4(BC   mo`e da se dobie 

kako {to sleduva:  

Plo{tinata P  na triagolnikot ABC  e ednakva na polovina 

od plo{tinata na paralelogramot konstruiran nad vektorite BA  

i .BC  Spored toa, imame deka 

.25256144225|k16j12i15||BCBA|P2   
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 Od elementarna geometrija e poznato deka |,BB||AC|P2 1  

kade {to 1B  e podno`jeto na normalata spu{tena od temeto .B  

Bidej}i )3,4,0(BCAB   imame .|BB|5P2 1  Toga{  

dol`inata na baranata visina e .5|BB| 1   

 Ako )a,a,a(a zyx  i ),b,b,b(b zyx  toga{ uslovot za nivna 

kolinearnost ,0ba   e ispolnet ako i samo ako sekoja koordinata 

na  vektorskiot proizvod e ednakva na nula  

   ,baba yzzy   ,baba zxxz  ,baba xyyx    

odnosno ako 

  ,
b

a

b

a

z

z

y

y
    ,

b

a

b

a

x

x

z

z     .
b

a

b

a

y

y

x

x     

Pri pretpostavka, deka ako nekoja koordinata na edniot vektor e 

nula, na primer ,0a x   toga{ mora ,0b x   i po definicija se zema  

   ,
b

a

0

0

y

y
  .

b

a

0

0

z

z  

 Spored toa uslovot za kolinearnost na dva vektori vo 

koordinatna forma glasi: 

   .
b

a

b

a

b

a

z

z

y

y

x

x   

 Primer 3. Za da se ispita dali vektorite )3,2,1(a   i  

)9,6,3(b   se kolinearni, se formiraat odnosite ,
3

1
 

2

6




 i .

3

9
 Od 

ravenstvata 

9

3

6

2

3

1
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sleduva deka dadenite vektori se kolinearni.  

 

         Zada~i za samostojna rabota  

 1. Najdi go koordinatnoto pretstavuvawe na vektorskiot 

proizvod na vektorite:  

      a) )0,1,0(a   i );3,1,2(b           b) kj3i2a   i ;k2ji3b         

 2. Dadeni se vektorite  )2,1,3(a   i ).1,2,1(b   Najdi gi 

koordinatite na vektorite: 

              a) ;ba              b) ;b)ba2(           v) ).ba2()ba2(      

 3. Presmetaj go sinusot od agolot me|u vektorite )1,2,2(a   i 

).6,3,2(b                                            

 4. Presmetaj ja plo{tinata na paralelogramot ABCD  kon-

struiran nad vektorite )1,3,2(AB   i ).1,1,3(AD     

 5. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot ABC  konstruiran 

nad vektorite )8,5,3(AB   i ).6,2,3(AC     

 6. Najdi edini~en vektor normalen na vektorite kia   i 

.kjib                        

 7. Najdi vektor x  normalen na vektorite )1,3,2(a   i 

)3,2,1(b   koj go zadovoluva uslovot .10)k7ji(x   

8. Za koi vrednosti na x  i ,y  vektorite kyj2ia   i 

k6jxi3b   se kolinearni?              
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4.4. Me{an proizvod na tri vektori 

Re{avaweto na brojni geometriski zada~i zna~itelno se 

olesnuva so voveduvaweto na me{aniot proizvod na tri vektori, 

koj{to ima interesna geometriska interpretacija.  

 

 

        4.4.1. Geometriska interpretacija 

                   na me{an proizvod na tri vektori 

        

Primer 1. Za da se presmeta me{aniot proizvod na vekto-

rite ,a b  i ,c  koi{to pretstavuvaat desna trojka vektori i ,5|a|   

3|b|   i ,8|c|   se postapuva na sledniov na~in: 

Bidej}i ,a ,b c  obrazuvaat desna trojka vektori, vektorite 

ba   i c  imaat ista nasoka, pa spored toa imame   

(a b)c | a b || c | cos(a b,c)    
        

 

            o o(| a || b | sin 90 ) | c | cos0 5 3 1 8 1 120.      
  

 

 Slednava teorema dava geometriska interpretacija na me{a-

niot proizvod.   

 

Definicija 1. Me{an proizvod ]c,b,a[  na vektorite ,a b  i c  e 

skalarniot proizvod na vektorite ba   i c


  

.c)ba(]c,b,a[   
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Dokaz. Neka )c,b,a(  e desna trojka vektori. Da go konstruirme 

paralelopipedot nad vektorite ,a)OA(   b)OB(   i c)OC(   i da go 

ozna~ime so   agolot me|u vektorite ba   i c  (crte` 1). Toga{ od 

definicijata za skalaren proizvod imame .cos|c||ba|c)ba(   

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Znaeme deka dol`inata na vektorskiot proizvod ba   e 

brojno ednakva na plo{tinata B  na paralelogramot konstruiran 

nad vektorite a)OA(   i ,b)OB(   a toj pak e osnova na konstruira-

Teorema 1. Me{an proizvod na tri nekomplanarni vektori ,a b  i c  

e broj ~ija{to apsolutnata vrednost e ednakva na volumenot na 

paralelopipedot konstruiran nad vektorite ,a)OA(   b)OB(   i 

.cOC   

Znakot na me{aniot proizvod e pozitiven ako )c,b,a(  e desna 

trojka vektori, a negativen ako )c,b,a(  e leva trojka vektori.  
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niot paralelopiped. Od druga strana, proizvodot cos|c|  po apso-

lutna vrednost e ednakov na visinata H  spu{tena kon osnovata S  

na paralelopipedot. Ottuka za volumenot V  na paralelopipedot 

dobivame                                 

.c)ba(|c)ba(||cos||c||ba|HSV                                            

 Spored toa, znakot na me{aniot proizvod zavisi od znakot 

na izrazot ,cos  odnosno od agolot me|u vektorite ba   i .c  Pri-

toa 0c)ba(   ako i samo ako ,900 oo   dodeka 0c)ba(   ako i 

samo ako .90180 oo   Bidej}i vektorot ba   e noramalen na ram-

ninata R  vo koja  le`at vektorite a  i  ,b  mo`e da zaklu~ime deka 

0c)ba(    ako i samo ako  vektorite ba   i  c  se od ista strana na 

ramninata ,R  dodeka 0c)ba(   ako i samo ako vektorite ba   i c  

se od razli~ni strani na ramninata .R  Ottuka dobivame deka 

0c)ba(   ako i samo ako )c,b,a(  e desna trojka vektori, a 

0c)ba(   ako i samo ako )c,b,a(  e leva trojka vektori.■ 

Imaj}i go predvid geometriskoto zna~ewe na me{aniot 

proizvod, mo`e da zaklu~ime deka me{aniot proizvod na tri vek-

tori ,a b  i c e ednakov na nula, odnosno  0]c,b,a[   ako i samo ako  

e ispolnet koj bilo od slednite uslovi:  

 eden od vektorite e nultiot vektor, 

 trite vektori se komplanarni.   

Spored toa, uslov za komplanarnost  na vektorite ,a b  i c  

glasi:  

.0]c,b,a[                                                                (1) 
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Zada~a 1. Presmetaj go volumenot na paralelopipedot opre-

delen so vektorite ,a b  i c  koi imaat ednakvi dol`ini i  

 .60)ba,c()b,a( o  

Bidej}i plo{tinata na osnovata S  i visinata H  na parale-

lopipedot  se ednakvi na  

,
2

3
|a|)b,asin(|b||a||ba|S 2                 

,
2

|a|
60cos|a|)ba,ccos(|c|H 0   

baraniot volumen iznesuva   

.
4

3|a|
HSV

3

  

 

          Zada~i za samostojna rabota   

 1. Vektorot c e normalen na vektorite a  i ,b  koi zafa}aat 

agol od .60o  Presmetaj go me{aniot proizvod ],c,b,a[  ako ,8|a|   

4|b|   i .3|c|   

 2. Presmetaj go volumenot na kocka so osnoven rab .3a   

          3. Presmetaj go volumenot na pravoagolen paralelopiped so 

rabovi ,3a   ,4b   .7c    

4. Dadeni se tri edini~ni vektori ,a  b  i .c  Ako 

,))ba(,c()b,a(   toga{ .2sin
2

1
]c,b,a[   Doka`i! 
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4.4.2. Presmetuvawe na me{an proizvod  

so pomo{ na koordinati 

   

 Dokaz. Od  

 















yx

yx

xz

xz

zy

zy

bb

aa
,

bb

aa
,

bb

aa
ba  

dobivame deka   















 )c,c,c(

bb

aa
,

bb

aa
,

bb

aa
c)ba( zyx

yx

yx

xz

xz

zy

zy
    

          
y z x yz x

x y z
z xy z x y

a a a aa a
c c c

b bb b b b
     

           

x y z

x y z

x y z

a a a

b b b .

c c c

   

Spored toa, imame deka  

.

ccc

bbb

aaa

]c,b,a[

zyx

zyx

zyx

 ■ 

 Teorema 1. Ako ),a,a,a(a zyx  )b,b,b(b zyx  i ),c,c,c(c zyx  toga{ 

 .

ccc

bbb

aaa

]c,b,a[

zyx

zyx

zyx
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Soglasno teoremata, go dobivame uslovot za komlanarnost 

na tri vektori ,a b  i c  zadadeni so svoite koordinati. 

 

 

 

 

                                                                                                                   

Primer 3. Volumenot na tetraedarot konstruiran nad vekto-

rite ),4,1,1(a   )1,3,1(b   i  )5,2,3(c   iznesuva  

.19

523

131

411

V 







  

Primer 4. Vrednosta na parametarot p  za koja{to vektorite 

),1,3,1(a   )0,1,p(b   i  )8,4,1(c   se komplanarni mo`e da se dobie 

od  uslovot za komplanaranost na tri vektori. Imeno,   

  0

841

01p

131





 za .
4

1
p                               

 Kako posledica od teorema 1, so primena na svojstvata na 

determinantite  se dobivaat slednive ravenstva:  

 ].b,c,a[]a,b,c[]c,a,b[]b,a,c[]a,c,b[]c,b,a[   

 

 

Posledica 1. Uslovot za kolinearnost na vektorite 

),a,a,a(a zyx  )b,b,b(b zyx  i ),c,c,c(c zyx  glasi  

.0

ccc

bbb

aaa

zyx

zyx

zyx
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Zada~i za samostojna rabota   

1. Dadeni se vektorite  

),1,3,1(a   )3,1,2(b   i  ).1,2,1(c    

Presmetaj go me{aniot proizvod ].c,b,a[  

2. Presmetaj go volumenot na paralelopipedot konstruiran 

nad vektorite  

     ),1,3,1(a)OA(   )3,1,2(b)OB(   i  ).1,2,1(c)OC(    

3. Dali vektorite ),5,4,3(a   )2,2,1(b   i )16,14,9(c   se komp-

lanarni?  

4. Presmetaj ja visinata na paralelopipedot konstruiran nad 

vektorite   

,k2j3ia)OA(   kj2ib)OB(   i ,kji2c)OC(   

ako negovata osnova e paralelogramot nad vektorite a)OA(   i 

.b)OB(    

5. Najdi ja vrednosta na parametarot t  za koja{to vektorite  

),2,1,t(a   )1,t,1(b   i )t,1,1(c    

se komplanarni.  

6. Najdi ja vrednosta na parametarot p  za koja{to vektorite  

,kj3ia   jipb   i ,k2jic    

se komplanarni.  
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      4.5. To~ka vo prostor 

 Vo ova poglavje }e vovedeme analiti~ki na~in na zadavawe 

na eden od osnovnite poimi vo geometrijata, poimot to~ka. So 

koordinatnoto pretstavuvawe na to~kite vo prostorot mo`e les-

no da go presmetame rastojanieto me|u dve to~ki, kako i da ja 

opredelime polo`bata na to~ka vo prostorot koja dadena otse~ka 

ja deli vo daden odnos.  

 

 

 4.5.1. Rastojanie me|u dve to~ki 

 So pomo{ na analiti~ki metod }e go re{ime problemot na 

presmetuvawe na rastojanie me|u dve to~ki vo prostorot.   

 

 A) Koordinati na to~ka  

 Neka vo prostorot e izbran pravoagolen Dekartov koordina-

ten sistem )k,j,i;O(  i neka M  e proizvolna to~ka. Vektorot 

OMr   so po~etok vo koordinatniot po~etok i kraj vo to~kata M  

se narekuva radiusvektor na to~kata M  (crte` 1). Polo`bata na 

to~kata M  vo prostorot e napolno opredelena so nejziniot 

radiusvektor ,r  a toj pak e napolno opredelen so svoite koor-

dinati vo odnos na izbraniot koordinaten sistem. 
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Crte` 1 

To~kata M  kako krajna to~ka na vektorot r  }e bide 

opredelena so istite koordinati. Spored toa, ako ),z,y,x(r   

toga{ koordinatite ,x  ,y  z  na vektorot r  gi  narekuvame koor-

dinati na to~kata .M  Napravenata diskusija ja dopu{ta slednava 

definicija:       

                                                                 

 

         

 

 

 

    Primer 1. To~kata M  ~ij{to radiusvektor e )3,0,1(r   ima 

koordinati ).3,0,1(M             

  

Definicija 1. Vo izbran  koordinaten sistem )k,j,i;O( , koordina-

ti na to~ka M   se narekuvaat koordinatite na nejziniot radius-

vektor )z,y,x(r   i se pi{uva ).z,y,x(M  Pritoa x  se narekuva prva 

koordinata ili apscisa,  y  vtora koordinata ili ordinata, a z  

treta koordinata ili aplikata na to~kata .M  



 298

B) Koordinatno pretstavuvawe na vektor zadaden  

             so svoite krajni to~ki  

Eden vektor 21MM  e napolno opredelen so svoite krajni 

to~ki 1M  i .M2   

 

 

         

 

   

 Dokaz. Bidej}i koordinatite na edna to~ka vo prostorot se 

ednakvi so koordinatite na nejziniot radiusvektor, od  

)z,y,x(M 1111   sleduva deka nejziniot radiusvektor e (crte` 2) 

).z,y,x(OM 1111    

Sli~no, od )z,y,x(M 2222  dobivame deka nejziniot radiusvektor e  

)z,y,x(OM 2222    

 

 

 

 

Crte` 2 

Od ravenstvoto  

Teorema 1. Ako  )z,y,x(M 1111  i )z,y,x(M 2222  se po~etnata i 

krajnata to~ka na vektorot ,MM 21  soodvetno toga{ 

                   ).zz,yy,xx(MM 12121221   



 299

2211 OMMMOM   

sleduva deka  

1221 OMOMMM   

Spored toa          

        ).zz,yy,xx()z,y,x()z,y,x(MM 12121211122221  ■ 

 Primer 2. Koordinatnoto pretstavuvawe na vektorot ,MM 21  

za koj{to )0,2,1(M1   i )1,0,3(M 2   e   

  ).1,2,2()01),2(0,13(MM 21   

  

 V) Rastojanie me|u dve to~ki 

 Pod rastojanie d  me|u dve to~ki )z,y,x(M 1111  i )z,y,x(M 2222  

go podrazbirame merniot broj na dol`inata na otse~kata .MM 21  

Od druga strana,  dol`inata na otse~kata 21MM  e vsu{nost, 

dol`inata na vektorot .MM 21   

 

 

         

 

  

 Dokaz. Ako za vektorot )zz,yy,xx(MM 12121221   ja pri-

menime formulata za presmetuvawe dol`ina na vektor zadaden  

Teorema 2. Rastojanieto d  me|u dadeni to~ki )z,y,x(M 1111  i 

)z,y,x(M 2222  e opredeleno so formulata 

                     .)zz(yyxxd 2
12

2
12

2
12   
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so svoite koordinati,  dobivame   

     
2 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1| M M | x x y y (z z ) .     


 

 Kako {to ve}e rekovme, baranoto rastojanie d  me|u dadenite 

to~ki )z,y,x(M 1111  i )z,y,x(M 2222  e ednakvo na dol`inata na vek-

torot  ,MM 21  odnosno .|MM|d 21  Spored toa,  

     .)zz(yyxxd 2
12

2
12

2
12  ■ 

 Primer 3. Rastojanieto me|u to~kite )2,0,3(M1   i )1,5,1(M 2   

iznesuva  

 .25))2(1()05()31(d 222    

 Primer 4. Za da gi najdeme dol`inite na stranite na 

triagolnikot ,ABC  kade {to ),2,1,2(A  )0,0,1(B  i ),6,3,31(C   

dovolno e da gi presmetame rastojanijata me|u negovite temiwa, 

t.e:  

                 ,2)20()10()21(d|AB|AB 222
AB   

 ,32))6(0()03()131(d|BC|BC 222
BC    

.4)26()13()231(d|AC|AC 222
AC   

  

         Zada~i za samostojna rabota 

 1. Dadeni se radiusvektorite na to~kite ,A ,B ,C D i :E  

,kj3i2OA   ,ji3OB   ,k2j4i4OC   ,k3i2OD   .kj2OE   

Zapi{i gi koordinatite na to~kite ,A ,B ,C D  i .E  
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 2. Najdi go koordinatite na ortogonalnite proekcii na to~-

kite ),4,2,1(A  )1,3,2(B   i )2,3,1(C vrz  

       a) xy ramninata;                       b) yz ramninata;        

            v) xz ramninata.   

 3. Dadeni se to~kite ),0,1,2(A ),2,3,3(B  )2,2,0(C  i ).1,4,3(D   

Zapi{i gi koordinatite na vektorite  

 a) ;AB           b) ;BA              v) ;AC               g) ;AC          

         d) ;BD3         |) ;BDAC       e) .BDAC2   

 4. Neka )3,2,2(a)AB(   i neka ).4,1,0(A   Zapi{i gi koordi-

natite na to~kata .B  

 5. Presmetaj go rastojanieto d  me|u to~kite: 

 a)  )7,3,1(M1   i );0,6,2(M 2              b)  )1,2,0(M1  i );1,2,0(M 2    

 v)  )3,2,1(M1   i );4,2,0(M 2           g)  )3,0,1(M1  i ).2,0,7(M 2   

 6. Presmetaj go perimetarot na triagolnikot ,ABC  ako 

),1,3,1(A   )0,5,3(B   i ).7,5,0(C    

 

 

       4.5.2. Delewe na otse~ka vo daden odnos 

 Neka 1M  i 2M se dve razli~ni to~ki od edna prava.  Proiz-

volna to~ka M  od pravata 21MM  mo`e da pripa|a ili da ne pri-

pa|a na otse~kata 21MM  (crte` 1 i crte` 2). Vo dvata slu~ai 

vektorite MM1  i 2MM  se kolinearni, pa postoi nivniot koli~-

nik, odnosno imame deka 
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   .q
MM

MM

2

1     

 

 

  

 

 

                              Crte` 1                                     Crte` 2                          

Kako  {to  znaeme koli~nikot q  e opredelen so formulata 

,
|MM|

|MM|
q

2

1 ako vektorite MM1 i 2MM imaat ista nasoka,  

i  

,
|MM|

|MM|
q

2

1  ako vektorite MM1 i 2MM imaat sprotivni 

nasoki.   

 Ako ,0q   toga{ to~kata M  le`i na otse~kata .MM 21  Vo 

toj slu~aj velime deka to~kata M  ja deli otse~kata 21MM  so 

vnatre{na podelba vo odnos .q  

 Ako ,0q   toga{ to~kata M  ne le`i na otse~kata .MM 21 Vo 

toj slu~aj velime deka to~kata M  ja deli otse~kata 21MM  so nad-

vore{na podelba vo odnos .q  
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Slednata teorema ni go otkriva radiusvektorot, a voedno i  

koordinatite na to~kata M  izrazeni preku radiusvektorite, 

odnosni koordinatite na to~kite ,M1  2M  i brojot  .q  

 

 

 

 

         

   

 Dokaz. Da gi ozna~ime so 1r  i 2r  radiusvektorite na to~-

kite 1M  i ,M 2  a so r  radiusvektorot na to~kata .M  Da zabe-

le`ime deka   

111 rrOMOMMM   i  .rrOMOMMM 222     

Toga{ od q
MM

MM

2

1   dobivame deka ).rr(qrr 21   Spored toa, ra-

diusvektorot na to~kata M  e opredelen so formulata   

,
q1

rqr
r 21




  

odnosno  

.
q1

qzz
,

q1

qyy
,

q1

qxx
r 212121





















  

Ottuka dobivame deka  

.
q1

qzz
,

q1

qyy
,

q1

qxx
M 212121





















■ 

Teorema 1. Neka se dadeni dve to~ki )z,y,x(M 1111  i ).z,y,x(M 2222  

Ako to~kata M   ja deli otse~kata 21MM  so vnatre{na podelba vo 

odnos ,q  toga{  

  .
q1

qzz
,

q1

qyy
,

q1

qxx
M 212121
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 Ako to~kata M e sredina na otse~kata 21MM  toga{ 1q  i 

radiusvektorot na to~kata M  e opredelen so relacijata  

.
2

rr
r 21   

 Za koordinatite na sredi{nata to~ka M  na otse~kata 21MM  

imame    

.
2

zz
,

2

yy
,

2

xx
M 212221 







 
 

 Primer 1. Koordinatite na to~kite P  i Q  koi otse~kata AB  

ja delat na tri ednakvi dela, ako )1,2,3(A   i )5,2,0(B   se dobivaat 

na sledniov na~in. 

 Od uslovot na zada~ata imame 
2

1

PB

AP
 i .2

QB

AQ
  Toga{ od 

Teorema 1 sleduva deka 







 1,

3

2
,2P  i .3,

3

2
,1Q 








    

 Primer 2. Neka e daden triagolnikot ABC ~ii temiwa imaat 

koordinati ),1,2,3(A   )3,0,4(B  i ).5,6,2(C   Ako se baraat koordina-

tite na te`i{teto na triagolnikot, toga{ za nivno opredeluvawe 

go koristime uslovot deka te`i{teto ja deli sekoja od te`i{nite 

linii ,AA1 1BB  i 1CC  vo odnos .2  

 Od ravenstvata 

,1
2

)2(4

2

xx
x CB

A1






     3

2

60

2

yy
y CB

A1






  i  

4
2

53

2

yy
z CB

A1






   

sleduva deka ).4,3,1(A1  Toga{ imame deka  
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,
3

5

3

123

21

x2x
x 1AA

T 






  

3

4

3

322

21

y2y
y 1AA

T 






   

i ,3
3

421

21

z2z
z 1AA

T 






  

pa spored toa, dobivame deka .3,
3

4
,

3

5
T 








 

 

 Zada~i za samostojna rabota 

 1. Najdi gi koordinatite na sredinata )z,y,x(M  na otse~kata 

,AB  ako  

     a) )0,6,3(A  i );2,4,1(B                 b) )1,0,1(A   i ).1,0,1(B   

 2. Dadeni se to~kite )3,6,2(A  i ).0,2,6(M  Zapi{i gi koordina-

tite na to~kata B  ako M  e sredina na otse~kata .AB  

 3. Dadeni se to~kite )1,1,3(A i B(8,3,5).  Najdi gi koordinatite 

na to~kata M koja{to otse~kata AB  ja deli vo odnos 

 a) ;
3

2
             b) ;

2

3
                v) ;

3

2
                  g) .

2

3
  

 4. Dadeni se to~kite )3,2,3(A   i ).0,3,7(B  Zapi{i gi koordi-

natite na to~kite koi otse~kata AB  ja delat na pet ednakvi 

delovi.  

 5. Neka ),12,4,2(A   )15,2,19(B   i )18,4,1(C  se temiwa na tria-

golnik.  Najdi gi koordinatite na sredinite na negovite strani.   

 6. Zapi{i gi koordinatite na te`i{teto na triagolnikot 

,ABC  ako ),3,0,2(A  )3,1,5(B   i ).0,2,1(C  
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7. Dadeni se to~kite ),1,6,2(A  )4,3,0(B  i ).3,1,2(T   Najdi gi 

koordinatite na to~kata ,C  ako T  e te`i{te na triagolnikot 

.ABC  

 

 

4.6. Ramnina  

Polo`bata na edna ramnina vo prostorot mo`e da se oprede-

li na pove}e na~ini. Na primer, edna ramnina mo`e da bide zada-

dena so tri svoi nekolinearni to~ki, ili taa da bide normalna 

na nekoj vektor i da se nao|a na opredeleno rastojanie od koordi-

natniot po~etok. Isto taka,  edna ramnina e opredelena so edna 

to~ka i prava {to ne minuva niz dadenata to~ka, kako i so dve 

pravi {to se se~at. Ottuka proizleguva zaklu~okot deka edna 

ista ramnina mo`e da ja zadademe analiti~ki na razli~ni na~i-

ni.    

 

 

4.6.1. Normalna ravenka na ramnina 

 Neka P  e normalnata proekcija na koordinatniot po~etok 

vrz razgleduvanata  ramnina, a 0n  edini~en vektor normalen na 

ramninata. Toga{, so vektorot 0n  i to~kata P  napolno e oprede-

lena polo`bata na ramninata vo prostorot  kako ramnina {to ja 

sodr`i to~kata P  i e normalna na vektorot .n 0  Brojot pOP   

pretstavuva rastojanie na koordinatniot po~etok od ramninata. 

Pritoa, ako 0p   ramninata minuva niz koordinatniot po~etok, 
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dodeka, ako 0p   toga{  ramninata e na rastojanie p  od koordi-

natniot po~etok vo nasoka na vektorot .n 0   

 

 

 

  

  

 Dokaz. Neka r  e radiusvektorot na proizvolna to~ka M  od 

ramninata R  (crte` 1). Bidej}i vektorot 0n  e normalen na dade-

nata ramnina, toj e normalen i na vektorot ,PM  kade {to P  e or-

togonalnata proekcija na koordinatniot po~etok na ramninata .R  

Toga{   

      .0nPM 0                                              (1) 

  

 

 

 

 

Crte` 1 

Od triagolnikot MOP imame ,nprOPOMPM 0  od kade {to 

so zamena vo (1) dobivame .0n)npr( 00   Koristej}i gi svojstvata 

na skalarniot proizvod i faktot deka ,1nn 00   dobivame  

Teorema 1. Radiusvektorot  r  na proizvolna to~ka M  od ramni-

nata R  koja e na rastojanie p  od koordinatniot po~etok i e nor-

malna na vektorot ,n 0  ja zadovoluva vektorskata ravenka 

                    .0pnr 0    
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                                           .0pnr 0  ■                                          (2)                        

Ravenkata (2) se narekuva normalna vektorska ravenka na 

ramnina.   

 

 

         

 Dokaz. Neka P  e to~ka vo prostorot takva {to 0np)OP(   i 

neka r  e  radiusvektorot na proizvolna to~ka M  koja ja 

zadovoluva ravenkata (2). Toga{ imame deka  

0nprPM   i ).pnr(p)npr(npPMOP 000    

Bidej}i vektorot r  ja zadovoluva ravenkata (2) imame  ,0OMOP   

od kade {to zaklu~uvame deka vektorite OP  i PM  se zaemno nor-

malni. Spored toa, site to~ki koi ja zadovoluvaat ravenkata (2) 

pripa|aat na edna ista ramnina, normalna na vektorot )OP(  vo  

to~kata .P ■                                                                 

 Od teorema 1 i teorema 2 neposredno mo`e da zaklu~ime 

deka na ramninata normalna na vektorot 0n  na rastojanie 0p   

od koordinatniot po~etok, pripa|aat site to~ki ~ii 

radiusvektori ja zadovoluvaat ravenkata (2) i samo tie to~ki.   

 Primer 1. Neka ),1,1,2(A  )61,1,3(B   i )1,5,2(C  se temiwa na 

daden triagolnik .ABC  Toga{ mo`e da se najde ravenkata na ram-

ninata koja e paralelna na ramninata na triagolnikot i e  na ras-

tojanie  od 10  edinici od koordinatniot po~etok.  

Teorema 2. Sekoja ravenka od oblik (2) kade {to 0n  e edini~en 

vektor i p  nenegativen skalar, pretstavuva ramnina.  
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 Vektorskiot proizvod ACAB  e vektor normalen na ramni-

nata na triagolnikot ,ABC  pa sekoja ramnina normalna na toj 

vektor e paralelna na ramninata na triagolnikot .ABC Neka 

.ACABn   Toga{  

 ,k20i68n         ,28|n|        .k
7

5
i

7

62
n 0   

 Baranata ravenka glasi 

  .010k
7

5
i

7

62
r 














  

 Za vektorot ,n 0  odnosno za vektorot ABAC  dobivame 

ravenka na druga ramnina  (od drugata strana na koordinatniot 

po~etok)  {to gi ispolnuva uslovite od zada~ata, koja  

glasi:  .010k
7

5
i

7

62
r 














  

Neka ,  ,    se aglite {to gi zafa}a edini~niot vektor 0n  

so koordinatnite vektori, soodvetno.  

 

 

 

         

 

 Dokaz. Radiusvektorot na proizvolna to~ka )z,y,x(M  od ram-

ninata e .kzjyixr   Soglasno so teorema 1, normalnata vek-

torska ravenka na ramnina glasi  

Teorema 3. Ravenkata 0pcoszcosycosx   ja pretstavuva 

ramninata koja e normalna na edini~niot vektor ,n 0  na rasto-

janie p  od koordinatniot po~etok, t.e. to~kite )z,y,x(M  od ovaa 

ramnina i samo tie ja zadovoluvaat ravenkata.  
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.0pnr 0   

Za razgleduvanata ramnina imame   

   ,0p)kcosjcosi)(coskzjyix(   

odnosno 

         .0pcoszcosycosx  ■                                        (3)  

 Ravenkata (3) se narekuva normalna skalarna ravenka na 

ramnina.  

Primer 2. Ravenkata  

04z
3

2
y

3

1
x

3

2
   

ja pretstavuva ramninata koja e normalna na edini~niot vektor  

,k
3

2
j

3

1
i

3

2
n 0    

na rastojanie 4p   od koordinatniot po~etok, t.e. to~kite od ovaa 

ramnina i samo tie ja zadovoluvaat dadenata ravenka.                           

 

     Zada~i za samostojna rabota  

1. Najdi ja normalnata vektorska ravenka na ramninata koja e 

normalna na vektorot ),1,2,2(n   na rastojanie 5  od koordinat-

niot po~etok.  

2. Zapi{i ja normalnata vektorska ravenka na ramninata, 

ako to~kata )0,4,3(P  e ortogonalna proekcija na koordinatniot po-

~etok vrz ramninata.  
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3. Najdi ja normalnata vektorska ravenka na ramninata koja e 

paralelna na vektorite )0,5,2(a   i ),1,0,3(b   na rastojanie 12  

od koordinatniot po~etok.  

 4. Koja od slednive ravenki na ramnina pretstavuva normal-

na skalarna ravenka na ramnina:  

  a) ;07zy2x3            b) ;03z
4

3
y

2

1
x

4

3
              

             v) ?011z2y
7

4
x

3

2
  

 5. Najdi gi normalniot vektor i rastojanieto od koordinat-

niot po~etok na ramninite:  

       a) ;03z
4

5
y

4

3
x

4

1
      b) ;033z

3

2
y

3

1
x

3

2
            

               v) .010
5

52
y

5

2
x

5

1
  

 

4.6.2. Op{ta ravenka na ramnina 

 

 

         

 

 

 

Teorema 1. Ravenkata 

            ,0Dnr                                                               (1) 

kade {to n  e proizvolen nenulti vektor,  a D  proizvolen 

skalar, pretstavuva ramnina.   
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 Dokaz. Ako ravenkata (1)  ja podelime so |n|  ja dobivame 

ekvivalentnata ravenka  

  .0
|n|

D

|n|

n
r 





                                           (2) 

 Ako znakot pred n  go izbereme sprotiven od znakot na ,D  

toga{ soglasno so teorema 2, od prethodnoto poglavje ravenkata 

(2) pretstavuva ramnina. Pritoa  
|n|

n
n 0


   i ,

|n|

D
p


  kade {to 

0n  e edini~en vektor normalen na ramninata, naso~en od 

koordinatniot po~etok kon ramninata, a p  e rastojanieto od 

koordinatniot po~etok od ramninata. ■ 

 Ravenkata (2) se narekuva op{ta vektorska ravenka na 

ramnina.   

 Ako )C,B,A(n   i ),z,y,x(r  toga{ ravenkata (1) dobiva oblik   

                      .0DCzByAx                                         (3) 

 Ravenkata (3) se narekuva op{ta skalarna ravenka na ram-

nina.   

         Primer 1. Za da se dovede vo normalen vektorski oblik ra-

venkata na ramnina zadadena so op{ta skalarna ravenka  

026z212y9x2    

se voo~uva normalniot vektor n  na ramninata,  

,k212j9i2n    

i se nao|a negoviot modul .13|n|   Bidej}i ,26D   za  0n  i p  se do-

biva  ,
13

n
n 0   .2

13

26
p   
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 Spored toa, normalniot vektorski oblik na dadenata ramni-

na glasi  

          .02k21
13

2
j

13

9
i

13

2
r 








  

 Da razgledame nekoi specijalni slu~ai na ravenkata na 

ramnina (3) (crte` 1).   

Ako ,0D   toga{ ravenkata na ramninata dobiva oblik  ,0nr   od 

kade {to zaklu~uvame deka radiusvektorot na proizvolna to~ka 

od ramninata e normalen na vektorot .n  Toa zna~i deka 

ramninata minuva niz koordinatniot po~etok.  

 

 

Crte` 1 

 Ako ,0A   toga{ ,kCjBn   od kade {to zaklu~uvame deka 

vektorot n  e komplanaren so vektorite j  i ,k  odnosno toj e nor-

malen na x oskata. Vo toj slu~aj ramninata e paralelna na x os-
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kata. Sli~no na ova, ako 0B   ramninata e paralelna na y oska-

ta,  dodeka ako 0C   toga{ ramninata e paralelna so z oskata.  

 Ako 0AD   toga{ ramninata minuva niz koordinatniot 

po~etok i e paralelna na x oskata, {to zna~i ja sodr`i x oska-

ta. Sli~no, ako 0BD   toga{ ramninata ja sodr`i y oskata, 

dodeka ako 0CD   toga{ ramninata ja sodr`i z oskata.   

 Ako 0BA   toga{ ramninata e paralelna so x oskata i 

y oskata, odnosno ramninata e paralelna so xy  ramninata.  Ako 

0CA   toga{ ramninata e paralelna so x oskata i z oskata, 

odnosno ramninata e paralelna so xz  ramninata, dodeka ako 

0CB   toga{ ramninata e paralelna so y oskata i z oskata, 

odnosno ramninata e paralelna so yz  ramninata.   

 Vo slu~ajot 0CBA   ravenkata (3) ne pretstavuva ram-

nina bidej}i vo slu~ajot 0D  , go pretstavuva celiot prostor, a 

za 0D   ravenkata e protivre~na.   

 Ako 0DBA   ramninata se sovpa|a so xy  ramninata. 

Sli~no na ova, ako 0DCA   ramninata se sovpa|a so xz  

ramninata, dodeka ako 0DCB   ramninata se sovpa|a so yz  

ramninata. 

 Primer 2. Ramninata zadadena so ravenkata 0y2x   ja 

sodr`i z oskata, vo smisla sekoja to~ka od z oskata, )z,0,0(M  ja 

zadovoluva ravenkata na ramnina za koja )0,2,1(n   e normalen 

vektor.  
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    Zada~i za samostojna rabota  

1. Dovedi gi vo normalen vektorski oblik slednive ravenki 

na ramnina:  

    a) ;01z3y6x2                            b) .12zy2x2   

2. Najdi gi dol`inata i kosinusite na pravcite na normalata 

spu{tena od koordinatniot po~etok na ramninite 

      a) ;036z7y5x2              b) ;16yx                         

              v) .16zy3   

 3. Ako e poznato deka otse~kata ,AB  kade {to ),z,12,4(A  

),7,1,0(B  e paralelna na ramninata ,12zy2x3   najdi ja nepozna-

tata koordinata z  na to~kata .A  

 4. Poka`i deka ramninite zadadeni so ravenkite  

,6z11y10x2   ,11z4y10x28   ,15z44y40x8    

,01z6y6x3   03z2y5x14   i 05z2y2x    

zagraduvaat pravoagolen paralelopiped vo ~ija vnatre{nost le-

`i koordinatniot po~etok.  

 5. [to mo`e da se ka`e za polo`bata na ramninite zadadeni 

so ravenkite:  

    a) ;04z                   b) ;05x3                v) ;08y                     

            g) ;0zyx              d) ;01z2x            |) ;03zy             

            e) ;05yx2            `) ?0y2x   
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 4.6.3. Segmentna ravenka na ramnina 

 Neka e dadena ramnina R  so svojata op{ta ravenka  

,0DCzByAx   

kade {to ,A  ,B  C i D  se site razli~ni od nula. Proizvolna 

to~ka P  na x oskata ima koordinati ),0,0,a(  kade {to a  e realen 

broj (crte` 1).  To~kata P  le`i vo ramninata R ako i samo ako  

  ,0D0C0BaA   

odnosno, ako  

         .
A

D
a   

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Brojot a  e segment ili otse~ok na x oskata otse~en so  

ramninata R . Sli~no gi dobivame otse~ocite b  i c otse~eni so 

ramninata na y oskata i z oskata: 

 ,
B

D
b              .

C

D
c                                            

Ako koeficientite ,A  B  i C  gi  izrazime preku ,D  ,a  b  i ,c  ja 

dobivame ravenkata na ramninata vo oblikot:  
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.0Dz
c

D
y

b

D
x

a

D
  

Bidej}i D e razli~no od nula, poslednata ravenka mo`e da ja 

zapi{eme vo oblikot:  

1
c

z

b

y

a

x
  

nare~en segmenten oblik na ravenka na ramnina.  

 Primer 1. Za da se dobie segmentniot oblik na ravenkata 
na ramnina 

03z7y2x5    

se zema 0zy   vo dadenata ravenka na ramnina i se dobiva 

otse~okot na x oskata: 03x5    ;
5

3
x   zna~i .

5

3
a    

 Sli~no, za 0zx   dobivame ,
2

3
b   a za  0yx   dobivame 

.
7

3
c   Segmentniot oblik na ravenkata na ramninata glasi: 

.1

7

3

z

2

3

y

5

3

x




  

 Primer 2. Neka se dadeni otse~ocite na koordinatnite oski 

,6a   12b   i ,6c    so odredena ramnina i neka se baraat: 

  a) ravenkata na ramninata,    

 b) kosinusite na pravcite na normalata na ramninata i 

rastojanieto od koordinatniot po~etok do ramninata.  

Za odgovorot pod a) znaej}i gi otse~ocite na ramninata na 

koordinatnite oski, mo`e da ja zapi{eme nejzinata segmentna 

ravenka 
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.1
6

z

12

y

6

x



  

Za odgovorot b) se osloboduvame od imenitelite na raven-

kata pod a) i ja dobivame op{tata skalarna ravenka na ramninata: 

.060z10y5x10   

Toga{ ),10,5,10(n   od  kade {to dobivame deka  

.1510510|n| 222    

Normalniot skalaren oblik na ravenkata na dadenata ramnina 

glasi  

.04z
3

2
y

3

1
x

3

2
  

 Za kosinusite na pravcite na normalata na ramninata imame:  

 ,
3

2
cos     

3

1
cos    i  ,

3

2
cos   

a rastojanieto od koordinatniot po~etok do ramninata e .4p    

  

        Zada~i za samostojna rabota  

 1. Zapi{i gi vo segmenten oblik slednive ravenki na ramni-

na: 

      a) ;012z4y2x3             b) ;1z2y4x3              

                v) .01zy3x2   

 2. Najdi gi segmentite na koordinatnite oski {to gi otsekuva 

ramninata .04z2yx2   



 319

 3. Najdi ja vrednosta na parametarot k  za koja{to zbirot na 

segmentite na koordinatnite oski {to gi otsekuva ramninata  

030z3ky5x2   e ednakov na .10  

 4. Najdi ja vrednosta na parametarot k  za koja{to proizvo-

dot na segmentite na koordinatnite oski {to gi otsekuva ramni-

nata 0k12zy5x12   e ednakov na .
5

1
                      

 5. Presmetaj  go volumenot na tetraedarot ograni~en so koor-

dinatnite ramnini i so ramninata .012z6y4x3      

   

 

   4.6.4. Ravenka na ramnina niz dadena to~ka 

 Neka se dadeni to~ka )z,y,x(M 1111  i vektor ).C,B,A(n  

Slednava teorema ja utvrduva ravenkata na ramninata koja{to e 

normalna na vektorot n  i minuva niz to~kata ;M1  r  go ozna~uva 

radiusvektorot na proizvolna to~ka od ramninata.  

 

 

 

 

         

 Dokaz. Neka M e proizvolna to~ka od ramninata R koja{to e 

normalna na vektorot n  i minuva niz to~kata 1M  (crte` 1). 

Vektorot n e normalen na sekoj vektor od ramninata ,R  pa toj e 

Teorema 1. Ramninata koja{to e normalna na vektorot n  i minuva 

niz to~kata 1M  e opredelena so ravenkata  

                    ,0n)rr( 1                                                              (1)             

kade {to 1r  e radiusvektorot na to~kata .M1  
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normalen i na vektorot ,rrMM 11   kade {to r  e radiusvektorot 

na to~kata .M   

 

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Spored toa, va`i ravenstvoto  

.0n)rr( 1   

Zna~i, radiusvektorot na sekoja to~ka od ramninata R  ja zadovo-

luva ravenkata (1).■ 

 So pomo{ na koordinatite na vektorot ),C,B,A(n  i to~kite 

)z,y,x(M  i ),z,y,x(M 1111  ravenkata (1) mo`e da ja zapi{eme vo 

oblik  

.0)zz(C)yy(B)xx(A 111                                          

 Primer 1. Ravenkata na ramninata koja minuva niz to~kata 

)1,2,3(M  i e normalna na koordinatniot vektor )0,0,1(i   glasi   

,0)1z(0)2y(0)3x(1    

odnosno  

.03x   
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 Zada~i za samostojna rabota  

 1. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja{to minuva niz to~-

kata )0,4,1(M   i e normalna na vektorot ).1,7,3(n    

 2. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja{to minuva niz to~-

kata )0,5,4(M  i e paralelna so ramninata .06z5y2x3    

 3. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja{to minuva niz to~-

kata )4,6,2(M   i e paralelna so  

               a) xy ramninata;                      b) xz  ramninata;       

              v) yz  ramninata.  

  

 

4.6.5. Ravenka na ramnina niz tri dadeni to~ki 

 Neka se dadeni tri to~ki  

),z,y,x(M 1111  )z,y,x(M 2222  i ).z,y,x(M 3333   

]e ja opredelime ravenkata na ramninata koja{to minuva niz 

trite dadeni to~ki. Da gi ozna~ime so ,r1  2r  i ,r3  

radiusvektorite na to~kite ,M1 2M  i 3M , soodvetno. Proizvolna 

to~ka M  so radiusvektor r  le`i vo ramninata opredelena so 

to~kite ,M1 2M  i 3M  ako i samo ako vektorite  

,rr 1  2rr   i 3rr    

se komplanarni. Od druga strana od uslovot za komplanarnost na 

tri vektori ve}e znaeme deka vektorite ,rr 1  2rr   i 3rr   se 

komplanarni ako i samo ako  
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,0]rr,rr,rr[ 321    odnosno 1 2 1 3 1[r r , r r , r r ] 0,   
     

 

{to zna~i deka  

.0

zzxyxx

zzyyxx

zzyyxx

131313

121212

111









 

 Primer 1. Ravenkata na ramninata {to minuva niz to~kite 

),3,2,2(M1  )2,2,1(M 2   i  )1,1,3(M3  glasi:  

,0

312123

322221

3z2y2x









 

ili, vo razviena forma, 

.023z3y11x5   

 

  Zada~i za samostojna rabota  

 1. Zapi{i ja ravenkata na ramninata {to minuva niz to~kite 

),0,1,8(M1  )1,2,3(M 2   i  ).6,5,4(M3  

 2. Proveri dali to~kite ,A ,B C i D  le`at vo edna ista 

ramnina, ako  

     a) ),4,2,0(A   ),2,1,5(B     ),3,8,3(C      );1,2,2(D   

     b) ),0,2,0(A   ),0,0,5(B   ),1,3,1(C   );1,1,6(D   

              v)  ),1,0,0(A    ),0,2,3(B    ),9,6,4(C   ?)2,0,1(D   

 Vo slu~aj na potvrden odgovor najdi ja ravenkata na ramnina-

ta.  
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 3. Dali to~kite ),3,2,1(A ),4,2,0(B  )0,1,2(C i )3,4,1(D  se temiwa 

na tetraedar? 

   

 

 4.6.6. Rastojanie od to~ka do ramnina 

 Neka e dadena ramninata R so vektorskata ravenka  

  .0pnr 0                                                (1) 

 Rastojanieto na proizvolno izbrana to~ka )z,y,x(M 1111  vo 

prostorot od dadenata ramnina e ednakvo na modulot na vektorot 

,PM  kade {to P  e  ortogonalnata proekcija na to~kata 1M  na da-

denata ramnina (crte` 1). Vektorite 1PM  i 0n  se kolinearni 

bidej}i i dvata se normalni na edna ista ramnina. Spored toa,  

,ndPM 01   kade {to |d|  e rastojanieto na to~kata 1M  od ramni-

nata.  

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Pritoa da napomeneme deka ,0d   ako to~kata 1M  i koor-

dinatniot po~etok O  se na razli~ni strani od ramninata, dodeka 
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,0d   ako to~kata 1M  i koordinatniot po~etok O  se na ista 

strana od ramninata.   

 Radiusvektorot 2r  na to~kata P  mo`e da go opredelime od 

triagolnikot :OPM1   

,ndrPMOMOPr 01112                                        

kade {to 1r  e radiusvektorot na to~kata .M1 Bidej}i to~kata P  

le`i vo dadenata ramnina nejziniot radiusvektor ja zadovoluva 

ravenkata (1) {to zna~i deka  

0pnr 02    

Odnosno  

.0pn)ndr( 001   

Po izvr{enite operacii dobivame  

,0pdnr 01   

ili   

.pnrd 01                                                 (2) 

Ako vektorite 1r i 0n  gi pretstavime kako linearna kombinacija 

od koordinatnite vektori,  

,kzjyixr 1111            ,kcosjcosicosn 0   

za d  dobivame  

.pcoszcosycosxd 111                              (3) 

Rastojanieto d  na to~kata 1M  od dadenata ramnina e apsolutna 

vrednost na brojot d  opredelen so formulite (2) i (3). Pritoa 
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,0d   ako to~kata 1M  i koordinatniot po~etok O  se na razli~ni 

strani od ramninata, dodeka ,0d   ako to~kata 1M  i koordinat-

niot po~etok O  se na ista strana od ramninata.   

 Ako ravenkata na ramninata e dadena vo op{t vektorski 

oblik ili op{t skalaren oblik, toga{ dadenata ravenka ja svedu-

vame vo normalen oblik, a potoa go odreduvame rastojanieto kako 

vo postapkata izlo`ena pogore. Taka, na primer, ako ramninata e 

zadadena so svojata op{ta skalarna ravenka  

0DCzByAx   

toga{ nejzinata op{ta vektorska ravenka glasi:  

,0Dnr   

kade {to ),C,B,A(n   a r e radiusvektorot na proizvolna to~ka od 

ramninata. Toga{ op{tata vektorska ravenka mo`e da ja zapi{e-

me vo normalen vektorski oblik 

,0pnr 0   

kade {to  

,
|n|

n
n 0


              .

|n|

D
p


  

Bidej}i ,kCjBiAn   dobivame 

,
CBA

kCjBiA
n

222
0




               .

CBA

D
p

222 
              

Toga{ od formulata  pnrd 01   dobivame   
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,
CBA

D

CBA

CzByAx
d

222222

111









  

ili   

.
CBA

DCzByAx
d

222

111




  

 Primer 1. Za da se najde rastojanieto od to~kata )3,4,2(M   

do ramninata  

,1

2

3

z

3

y

2

3

x








  

se sostavuva op{tata ravenka na  dadenata ramnina koja{to glasi 
,03z2yx2   i ottuka  

.3|3|
2)1(2

332)4(1)2(2
|d|

222





  

Bidej}i 03d   zaklu~uvame deka to~kata M  vo odnos na koordi-

natniot po~etok se nao|a na sprotivnata strana na dadenata ram-

nina.  

  

          Zada~i za samostojna rabota  

 1. Najdi go rastojanieto od to~kata )7,3,8(M   do ramninata 

.018z2y3   

 2. Dali to~kite )1,2,3(M  i  )3,2,1(N  le`at od ista strana na 

ramninata ?2zy3x   

 3. Najdi to~ka na x oskata ednakvo oddale~ena od ramni-

nite 4zyx   i .0z2y2x   
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         4. Najdi go rastojanieto me|u paralelnite ramnini 

6z6yx13   i .4z12y2x26   

 5. Najdi ja ravenkata na ramninata, koja e paralelna so ram-

ninata 011zy2x2   i e na rastojanie 5d   edinici od nea. 

Pritoa baranata ramnina i to~kata )4,2,1(M  se nao|aat na razli~-

ni strani od dadenata ramnina.  

 6. Neka to~kite ),2,1,1(A ),2,1,2(B  )3,2,1(C   i )3,3,3(D  se 

temiwa na tetraedarot .ABCD  Najdi ja dol`inata na visinata na 

tetraedarot spu{tena od temeto .D   

 

 

4.6.7. Agol me|u dve ramnini.  

                 Uslov za ortogonalnost na dve ramnini 

Neka se dadeni dve ramnini so svoite vektorski ravenki  

,0Dnr 11            .0Dnr 22   

Zna~i, vektorot 1n e normalen na prvata ramnina, a vektorot 2n  e 

normalen na vtorata ramnina. Poznato e deka kosinusot od agolot  

me|u vektorite 1n  i  2n  e opredelen so formulata  

.
|n||n|

nn
)n,ncos(

21

21
21


                                            (1) 

Bidej}i agolot  )n,n( 21  e ednakov na agolot   me|u dadenite ram-

nini ili go dopolnuva   do ,  znaej}i go kosinusot od agolot  

)n,n( 21  mo`e da go presmetame agolot me|u ramninite. Ako ram-

ninite se normalni ili paralelni toga{ brojot )n,ncos( 21  vo for-
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mulata (1) e so znak plus (ostar agol) ili minus (tap agol), vo 

zavisnost od nasokite na vektorite  1n  i  ,n 2   a ne od polo`bata 

na ramninite (crte` 1a i crte` 1b).  Zatoa i vo slu~ajot  

,cos)cos()n,ncos( 21    

  e agolot me|u ramninite.    

 

 

 

 

Crte` 1a 

 

 

 

 

 

 

Crte` 1b 

Zna~i, agolot  me|u dadenite ramnini e opredelen so formulata  

.
|n||n|

nn
)n,ncos(

21

21

21


                                              (2)             
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         Ako ramninite se zadadeni so svoite op{ti ravenki                             

,0DzCyBxA 1111                ,0DzCyBxA 2222   

toga{  

,kCjBiAn 1111                 ,kCjBiAn 2222   

i za agolot   me|u niv se dobiva formulata  

.
CBACBA

CCBBAA
cos

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121




  

 Primer 1. Za da go presmetame agolot   me|u ramninite  

07z
2

3
y5x2   i ,0z    

prvo zabele`uvame deka ramninata ~ija{to ravenka e 0z   e 

vsu{nost, xy  koordinatnata ramnina, ~ij{to normalen vektor e 

).01,0(n 2    

 Soglasno so formulata za presmetuvawe na agol me|u dve 

ramnini nao|ame  

 

,
2

3

100
2

3
52

1
2

3
0502

cos

222

2

22















   

od kade {to sleduva deka .
6


  

           Dve ramnini zadadeni so ravenkite    
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,0DzCyBxA 1111          ,0DzCyBxA 2222   

se zaemno nrmalni ako i samo ako se zaemno normalni vektorite 

1n  i .n 2  Kako {to znaeme,  vektorite 1n  i 2n  se zaemno normalni 

ako i samo ako nivniot skalaren proizvod e ednakov na nula, 

odnosno  

.0nn 21   

Bidej}i  

 )C,B,A(n 1111   i )C,B,A(n 2222    

uslovot za ortogonalnost na ramninite se sveduva na  

.0CCBBAA 212121   

 Primer 2.  Se bara ravenkata na ramninata koja{to minuva 

niz to~kite )3,1,1(M1   i ),3,2,0(M 2  a e normalna na ramninata 

.07z2yx5   

 Neka baranata ravenka na ramnina e  

.0DCzByAx    

 Od pretpostavkata deka ramninata minuva niz to~kata 

)3,1,1(M1   sleduva uslovot   

;0D3C)1(B1A   

ramninata minuva i niz to~kata )3,2,0(M 2  {to zna~i deka   

.0D3C2B0A                                                   

         Za da bide baranata ramnina normalna na dadenata ramnina 

mora da bide ispolnet uslovot   
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.02C)1(B5A   

 Zna~i problemot na nao|awe vrednosti na nepoznatite 

koeficienti ,A  ,B  C  i slobodniot ~len D  na gornata ravenka se 

sveduva na re{avawe na sistemot linearni ravenki  

           














0C2BA5

0DC3B2

0DC3BA

    

A 3B 0

2B 3C D 0

14B 2C 0

 


  
  

      

A 3B

D 19B .

C 7B





  

 

Zna~i baranata ravenka e 0)19z7yx3(B   ili ednostavno  

.019z7yx3    

 

        Zada~i za samostojna rabota  

1. Najdi go agolot me|u ramninite zadadeni so ravenkite:  

              a) 01z2yx2   i ;05z4yx                 

               b) 7z5y4x3   i .9z5y3x4   

 2. Najdi go agolot me|u ramninite  

              a) 11yx   i ;08x3                                                

              b) 9z3x   i .0z   

 3. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja minuva niz to~kata 

)5,4,3(M  i e normalna na ramninite  

              0z3yx2   i .06z2y3x   

 4. Neka ramninite zadadeni so ravenkite  

0Dnr 11   i 0Dnr 22    
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ne se paralelni. Najdi ja ravenkata na ramninata koja e normalna 

na dvete dadeni ramnini i minuva niz to~kata 0M  so radiusvek-

tor  .r0   

 

 

4.7. Prava vo prostor 

Polo`bata na edna prava vo prostorot mo`e da se opredeli 

na pove}e na~ini.  Na primer, prava mo`e da minuva niz dadena 

to~ka i da bide normalna na nekoja druga prava ili da bide para-

lelna na nea. Isto taka, pravata mo`e da ja opredelime so dve 

to~ki ili  kako presek na dve ramnini.  Ottuka proizleguva 

zaklu~okot deka edna ista prava mo`e da ja zadademe so ravenki 

od razli~ni oblici.   

 

 

4.7.1. Razni vidovi ravenki na  

          prava vo prostor  

Bidej}i pravata e osnoven geometriski poim, koj e prifaten 

bez definicija, za da se dojde do nejzina ravenka potrebno e da se 

iskoristi nekoe nejzino svojstvo. 

 

A) Vektorski oblik na ravenka na prava     

Neka e dadena pravata koja minuva niz  to~kata 1M  so 

radiusvektor 0r  i  e paralelna na vektorot .0a   Toga{ to~na e 

slednava teorema:  
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Dokaz. Ako M e proizvolna to~ka od pravata, so radiusvek-

tor ,r  toga{ vektorot MM1  e kolinearen so vektorot .a  Zna~i,  

postoi realen broj t  taka {to .atMM1   Bidej}i vektorot a  e od-

napred daden fiksen vektor, parametarot t  zavisi samo od vek-

torot MM1  odnosno od polo`bata na to~kata M  (crte` 1).  

 

 

 

 

 

Crte` 1 

Toga{ od triagolnikot MOM1  dobivame  

,MMOMOM 11    

odnosno     

.atrr 0  ■               

 

Teorema 1. Radiusvektorot  r  na proizvolna to~ka M  od pravata 

koja{to minuva niz to~kata 1M  so radiusvektor 1r  i koja e 

paralelna so vektorot ,0a   e opredelen so ravenstvoto   

 .atrr 1                                                           (1) 
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Dokaz. Da ja ozna~ime so 1M  to~kata ~ij{to radiusvektor e 

.r1  Neka M  e proizvolna to~ka vo prostorot so radiusvektor ,r  

koj{to go zadovoluva ravenstvoto (1). Toga{ ,atrr 1   za nekoja 

vrednost na realniot parametar .t  Spored toa, vektorot 1rr   e 

kolinearen so vektorot ,a  od kade {to sleduva deka pravata 

opredelena so to~kite M  i 1M  e paralelna so vektorot .a  Bi-

dej}i niz to~kata 1M  minuva edna i samo edna prava paralelna so 

vektorot ,a  mo`e da zaklu~ime deka to~kata M  le`i na 

dadenata prava.■  

Od teorema 1 i od teorema 2  sleduva deka ravenstvoto (1) 

go zadovoluvaat site to~ki od pravata koja{to e paralelna na 

vektorot a  i minuva niz to~kata ,M1 i samo tie. Zna~i, ravenst-

voto  (1) ja opredeluva pravata i se narekuva vektorska ravenka 

na prava.   

 

B) Parametarska ravenka na prava  

Neka se dadeni to~ka )z,y,x(M 1111  i vektor ).a,a,a(a 321  

Ako )z,y,x(M  e proizvolna to~ka od pravata koja{to minuva niz 

Teorema 2. Neka 1r  i a  se dadeni vektori. Ravenstvoto (1) gi 

pretstavuva to~kite od pravata koja minuva niz to~kata so ra-

diusvektor 1r  i koja e paralelna na vektorot ,a  koga t se menuva 

vo mno`estvoto realni broevi ).t(   
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to~kata M i koja e paralelna so vektorot ,a  toga{ od vektorskata 

ravenka na ovaa prava dobivame  

)kajaia(tkzjyixkzjyix 321111   

ili 

,k)taz(j)tay(i)tax(kzjyix 312111   

soglasno so svojstvata na operaciite sobirawe na vektori i mno-

`ewe na vektor so skalar. Od poslednoto ravenstvo sleduvaat 

skalarnite ravenstva 

  

31

21

11

tazz

tayy

taxx







                                                        (2)                                                                                                  

Koga parametarot t  gi prima site mo`ni vrednosti vo mno-

`estvoto realni broevi, ravenstvata (2) gi davaat koordinatite 

)z,y,x(M  na sekoja to~ka od pravata. Zatoa, tie se narekuvaat 

parametarski ravenki na prava.   

Primer 1. Parametarskite ravenki na pravata koja{to 

minuva niz to~kata )3,4,2(M   i koja {to e paralelna na vektorot 

)1,2,5(a   se   

,t52x   ,t24y   .t3z   

 

V) Kanoni~ni ravenki na prava 

  Ako pretpostavime deka site koordinati na vektorot a  se 

razli~ni od nula, t.e. 0a i   ),3,2,1i(   toga{ parametarskite 

ravenki (2) mo`e da se zapi{at vo ekvivalenten oblik (re{eni po 

parametarot t ): 
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 ,
a

xx
t

1

1
    ,

a

yy
t

2

1
    ,

a

zz
t

3

1
  

{to zna~i deka   

.
a

zz

a

yy

a

xx

3

1

2

1

1

1 






                                       (3)    

 Ravenstvata (3) se narekuvaat kanoni~ni ravenki na prava.  

  Ako edna od koordinatite na vektorot a  e ednakva na 

nula, na primer ,0a1   ,0a 2   ,0a 3   toga{ soglasno so (2) se 

dobivaat kanoni~nite ravenki:  

.0zz,
a

yy

a

xx
1

2

1

1

1 





                                   (4) 

  Ako dve od koordinatite na vektorot a  se ednakvi na nu-

la, na primer ,0a1   ,0aa 32   toga{ kanoni~nite ravenki na 

pravata ( x oskata) soglasno so (2) se:  

.0zz,0yy 11                                            (5) 

Primer 2. Neka to~kite ),4,1,3(A  )4,0,2(B   i )4,6,2(C   se te-

miwa na triagolnikot .ABC  Za da ja najdeme kanoni~nata raven-

kata na pravata koja{to minuva niz temeto C  i koja e paralelna 

na te`i{nata linija ,AA1  pred se konstatirame deka to~kata 1A  

e sredina na stranata ,BC  {to zna~i ).0,3,0(A1  Toga{  

.k4j2i3AA1    

Vektorskata ravenka na pravata niz temeto ,C  paralelna na vek-

torot 1AA  glasi: 

),k4j2i3(tk4j6i2r   
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od kade {to gi dobivame parametrskite ravenki na pravata:  

,t32x   ,t26y   .t44z   

Ottuka, kanoni~nite ravenki na pravata se  

,
4

4z

2

6y

3

2x 






 

soglasno so (3). 

           

         Zada~i za samostojna rabota   

 1. Zapi{i gi parametarskite ravenki na pravata koja minuva 

niz to~kata )2,3,1(M   i e paralelna na vektorot ).2,4,7(a   

 2. Koja od slednive to~ki  

    a) );1,3,1(M1                b) );3,4,2(M 2                

              v) );1,1,2(M3                 g) ).3,7,1(M 4   

le`i na pravata ?
1

1z

2

3y

1

1x










  

 3. Najdi gi parametarskite i kanoni~nite ravenki na pravata 

{to minuva niz to~kata )3,1,2(M   i e normalna na ramninata  

.07z6y5x4   

 4. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)3,5,2(M   i e paralelna  na pravata  

.
9

3z

6

2y

4

1x 
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4.7.2. Ravenka na prava niz dve to~ki 

Neka se dadeni dve razli~ni to~ki  

)z,y,x(M 1111  i ).z,y,x(M 2222   

Pravata koja minuva niz ovie to~ki mo`e da ja razgleduvame kako 

prava paralelna na vektorot  

,MMa 21   

( 0a   bidej}i to~kite 1M  i 2M  se razli~ni) i koja minuva niz 

to~kata .M1  Da go ozna~ime so 1r  radiusvektorot na to~kata 

.M1 Toga{ vektorskata ravenka na pravata koja minuva niz 

dadenite to~ki 1M  i 2M  glasi:  

,atrr 1   

ili ekvivalentno   

).k)zz(j)yy(i)xx((t)kzjyix(r 121212111   

Toga{ parametarskite ravenki na pravata se  

                1 2 1 1 2 1 1 2 1x x t(x x ), y y t(y y ), z z t(z z ),                                                               

taka {to kanoni~nite ravenki na pravata niz to~kite 1M  i 2M  

se:  

.
zz

zz

yy

yy

xx

xx

12

1

12

1

12

1














 

Primer 1. Kanoni~nite ravenki na pravata koja{to minuva 

niz to~kite )3,2,1(M1  i )6,5,4(M 2   se  

.
3

3z

7

2y

3

1x 
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Za to~kite )4,3,2(M1   i )5,4,2(M 2   se dobivaat kanoni~nite 

ravenki  

,02x   .
9

4z

7

3y







 

 

        Zada~i za samostojna rabota 

1. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja{to minuva niz to~ki-

te 

             a) )3,2,3(M1  i );1,4,2(M 2          b) )2,1,3(M1  i  ).0,1,1(M 2            

2. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja{to minuva niz  koor-

dinatniot po~etok i niz to~kata  ).3,7,1(M            

3. Zapi{i gi ravenkite na pravite na koi le`at rabovite na 

tetraedarot ,ABCD  ako ),2,0,0(A  ),5,0,4(B  )0,3,5(C  i ).2,4,1(D   

4. Proveri dali se kolinearni to~kite  

            ),1,0,3(M )4,2,0(N i .3,
3

4
,1P 








 

5. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz koordinat-

niot po~etok i te`i{teto na triagolnikot ,ABC  ako  

             ),3,1,2(A  )2,5,4(B  i C( 3,2, 1).   

6. To~kite ),4,2,1(A  )4,1,3(B   i )7,4,0(C  se temiwa na daden 

triagolnik. Najdi gi ravenkite  na pravite, sekoja od koi minuva 

niz edno teme i e paralelna so sprotivnata strana.   
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4.7.3. Rastojanie od to~ka do prava  

Poznato e deka rastojanieto od to~ka do prava e ednakvo na 

dol`inata na normalata spu{tena od to~kata kon pravata.   

Ravenkata na edna prava mo`e da bide zapi{ana vo razni 

oblici. Spored toa, i rastojanieto od to~ka do prava mo`e da se 

odredi po razli~ni formuli, vo zavisnost od oblikot na ravenka-

ta na pravata. ]e ja izvedeme formulata za presmetuvawe rasto-

janie od to~ka do prava zadadena so kanoni~nata ravenka.  

 

 

 

         

 

   

 

 Dokaz. Da ja ozna~ime so 3M  ortogonalnata proekcija na 

to~kata 2M  na dadenata prava (crte` 1), koja e paralelna na 

vekorot )a,a,a(a 321  i koja minuva niz to~kata ).z,y,x(M 1111  Od 

pravoagolniot triagolnik 321 MMM  za rastojanieto d od to~kata 

2M  do dadenata prava dobivame:  

 ).MM,MMsin(|MM|d 213121  

Bidej}i agolot )MM,MM( 2131  e ednakov na agolot ),MM,a( 21   

Teorema 1. Rastojanieto d  od to~kata )z,y,x(M 2222  do pravata   

3

1

2

1

1

1

a

zz

a

yy

a

xx 






  

e odredeno so formulata  

           .
aaa

aa

yyxx

aa

xxzz

aa

zzyy

d
2

3
2

2
2

1

2

21

1212
2

13

1212
2

32

1212
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za rastojanieto d dobivame  

).MM,asin(|MM|d 2121  

 

 

 

 

Crte` 1 

Od   

),MM,asin(|a||MM||aMM| 212121                                                               

zamenuvaj}i go izrazot  

)MM,asin(|MM| 2121  so 
|a|

|aMM| 21 
 za rastojanieto d dobivame  

      
|a|

|aMM|
d 21 
                                                             (1) 

Bidej}i  

),zz,yy,xx(MM 12121221   

 za koordinatnoto pretstavuvawe na vektorskiot proizvod  

aMM 21    imame  

.k
aa

yyxx
j

aa

xxzz
i

aa

zzyy
aMM

21

1212

13

1212

32

1212
21








  

Toga{,    
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,
aa

yyxx

aa

xxzz

aa

zzyy
aMM

2

21

1212
2

13

1212
2

32

1212
21










 

taka {to za rastojanieto d od dadenata to~ka do dadenata prava 

od (1) kone~no dobivame  

.
aaa

aa

yyxx

aa

xxzz

aa

zzyy

d
2

3
2

2
2

1

2

21

1212
2

13

1212
2

32

1212











 ■ 

        Primer 1. Soglasno so pogornata formula, rastojanieto od 

to~kata )1,0,1(M  do pravata  

1

z

2

y

3

2x



   

iznesuva  

2 2 2

2 2 2

0 0 1 0 1 0 1 2 1 2 0 0

2 1 1 3 3 2
d

3 2 1

     
 

 
 

 

               
2 2 22 4 2 2 3

.
14 7

 
   

 

        Zada~i za samostojna rabota 

 1. Najdi go rastojanieto od to~kata )4,5,3(M  do pravata 

                   .
2

z

2

1y

1

2x
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2. Najdi go rastojanieto od to~kata )3,2,3(M   do pravata za-

dadena so ravenkata            

        ,t1x   ,t2y   .t3z   

3. Najdi go rastojanieto od koordinatniot po~etok do prava-

ta  

.
2

1z

1

2y

2

1x 








  

4. Opredeli koja od to~kite )0,1,3(M   i )3,4,5(N   e na pomalo 

rastojanie od pravata  

.
2

z

1

3y

2

7x








 

5. Najdi gi visinite vo triagolnikot ,ABC  ako  ,1,0,0A    

 0,2,0B   i ).0,1,1(C               

 

 

4.7.4. Agol me|u dve pravi.  

                  Uslov za ortogonalnost na dve pravi 

Po dogovor pod agol me|u dve pravi vo prostorot se podraz-

bira ostriot ili  najmnogu praviot agolot me|u koi bilo dva vek-

tora koi se paralelni na dadenite pravi.    

         Neka se dadeni dve pravi so svoite kanoni~ni ravenki: 

,
a

zz

a

yy

a

xx

3

1

2

1

1

1 






    .

b

zz

b

yy

b

xx

3

2

2

2

1

2 






 

Spored navedeniot dogovor agolot   {to go zafa}aat dade-

nite pravi vsu{nost e ostriot agol   me|u dvata vektori 
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)a,a,a(a 321  i ).b,b,b(b 321  Kosinusot na agolot   mo`e da go 

opredelime spored formulata  

.
|b||a|

|ba|
cos


  

 Ako skalarniot proizvod ba   i modulite |a| i |b|  gi izra-

zime so pomo{ na koordinatite na vektorite a  i b ,  dobivame 

deka 

 .
bbbaaa

|bababa|
cos

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211




  

 Primer 1. Za da se presmeta agolot   {to go zafa}a pravata 

{to minuva niz to~kata )4,1,2(M   i e paralelna na pravata  

,
3

6z

12

9y

4

2x 






  

so pravata 

 ,
4

z

7

3y

4

1x






   

prvo se sostavuvaat kanoni~nite ravenki na pravata koja{to mi-

nuva niz to~kata )4,1,2(M   i e paralelna na pravata  

,
3

6z

12

9y

4

2x 






  

a toa se   

.
3

4z

12

1y

4

2x 






 

 Sega se presmetuva kosinusot na agolot   me|u pravite  

3

4z

12

1y

4

2x 






 i 

4

z

7

3y

4

1x






   

po pogore dobienata formula 
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.
117

112

4743124

|4371244|
cos

222222





   

 Ottuka imame deka .rad2934,0  

 Od formulata  za presmetuvawe agol me|u dve pravi mo`e da 

go izvedeme uslovot za ortogonalnost na dve pravi. Imeno, dve 

pravi se otogonalni, ako i samo ako vektorite na nivnite pravci 

se ortogonalni, odnosno   

.0bababa 332211   

 Primer 2. Pravite  

5

4z

4

1y

3

2x












 i 

2

4z

1

1y

2

2x 








  

se ortogonalni bidej}i  

.02)5()1()4(23   

 

         Zada~i za samostojna rabota 

 1. Najdi go kosinusot od agolot   me|u pravite  

             a) 
2

2z

1

1y

3

x 





  i  ;

2

z

4

4y

2

2x








        

     b) 
2

1z

1

y

3

1x 



 i  .

1

1z

1

1y

2

1x 








  

 2. Presmetaj go kosinusot od agolot  {to go zafa}a pravata 

{to minuva niz to~kata )2,3,1(M   i e paralelna na pravata  

,
2

1z

2

3y

1

x 



   

so pravata  
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.
1

1z

4

y

7

3x







  

3. Najdi go kosinusot od agolot   {to go zafa}a pravata {to 

minuva niz koordinatniot po~etok i niz to~kata  ),3,5,1(M   so 

pravata   

.
1

5z

1

y

4

x




          

 4. Dali se ortogonalni pravite koi se se~at vo koordinat-

niot po~etok i u{te e poznato deka ednata minuva niz to~kata 

)2,4,4(M  ,  a drugata niz to~kata ).2,1,2(N  

 5. Najdi gi aglite me|u rabovite koi nemaat zaedni~ko teme 

na tetraedarot ,ABCD  ako ),0,1,3(A   ),3,7,0(B   )1,1,2(C  i ).6,2,3(D  

 

 

4.7.5. Agol me|u prava i ramnina 

       Agol me|u  prava i ramnina e ostriot ili praviot agol {to 

go zafa}a pravata so nejzinata ortogonalna proekcija na taa 

ramnina.  

 

        

 

 

Crte` 1 

 Neka se dadeni pravata so svojata kanoni~na ravenka   
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3

1

2

1

1

1

a

zz

a

yy

a

xx 






 

i ramninata so svojata  op{ta ravenka 

.0DCzByAx   

       Da go ozna~ime so   agolot me|u pravata i ramninata. Toga{ 

agolot   e komplementaren na agolot me|u pravata i   vektorot  

n   koj  e  normalen  na  ramninata (crte` 1).  Bidej}i pravata e 

paralelna na vektorot ),a,a,a(a 321  a vektorot )C,B,A(n   e 

normalen na ramninata, dobivame deka  

.
|n||a|

|na|

2
cos














  

Spored toa sinusot od agolot   me|u dadenata prava i dadenata 

ramnina mo`e da go presmetame spored formulata:    

.
|n||a|

|na|
sin


  

 Ako apsolutnata vrednost na skalarniot proizvod na   i mo-

dulot na vektorite a  i n  gi izrazime so pomo{ na nivnite koor-

dinatni pretstavuvawa, toga{ sinusot od agolot   me|u dadenata 

prava i dadenata ramnina mo`e da go presmetame spored formu-

lata: 

.
aaaCBA

|CaBaAa|
sin

2
3

2
2

2
1

222

321




  

Primer 1. Agolot me|u pravata  

2

z

6

4y

3

12x






   



 348

i ramninata  

03z6y10x15    

mo`e da se odredi na dva na~ina: 

I  na~in. Od ravenkata na pravata imame )2,6,3(a   a od ra-

venkata na ramninata zaklu~uvame deka ).6,10,15(n   Toga{ ima-

me deka ,7|a|  ,19|n|   ,3na   od kade {to sleduva deka  

,
133

3

197

|3|

|n||a|

|na|
sin 







   

odnosno .
133

3
arcsin  

Ottuka .rad026551,0  

II  na~in. Od ravenkata na pravata za vektorot )a,a,a(a 321  

imame ,3a1   6a 2   i ,2a 3   dodeka od ravenkata na ramninata 

zaklu~uvame deka ,15A   10B   i .6C   Toga{  

1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

Aa Ba Ca
sin

A B C a a a


 
 

   
 

                
2 2 2 2 2 2

5 3 ( 10) 6 6 2 3
,

1335 ( 10) 6 3 6 2

     
 

    
 

i povtorno .rad026551,0   

Od formulata  za  presmetuvawe  agol  me|u prava i ramnina 

mo`e da go izvedeme uslovot pri koj  dadena prava e paralelna na 

dadena ramnina. Imeno, pravata zadadena so ravenkata  
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3

1

2

1

1

1

a

zz

a

yy

a

xx 






 

e paralelna na ramninata zadadena so ravenkata  

0DCzByAx   

ako i samo ako va`i  

.0CaBaAa 321   

         Primer 2. Soglasno so gorenavedeniot uslov, pravata za-

dadena so ravenkata  

          
1

z

1

1y

3

2x








  

e paralelna na ramninata zadadena so ravenkata .07z3x   

 

     Zada~i za samostojna rabota 

 1. Najdi go agolot me|u pravata   

,01y 
10

9z

3

1x 



  

i ramninata  

.01z2y15x3   

 2. Najdi go agolot me|u pravata  

2

z

1

2y

1

x





   

i ramninata {to minuva niz to~kata )4,3,2(M  i koja e paralelna so 

vektorite )1,1,1(a   i ).2,1,2(b   
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 3. Najdi ja ravenkata na ramninata {to minuva niz pravata 

koja e presek na ramninite opredeleni so ravenkite 

04z3y4x   i 012z5y2x3  ,  

i koja e paralelna so pravata  

.
3

1z

2

y

3

x




  

          4. Za koja vrednost na koeficientot A  ramninata  

01z5y3Ax    

e paralelna na pravata  

?
1

z

3

2y

4

1x






   

 

 

4.8. Zaemni odnosi 

Sega sme spremni da gi utvrdime zaemnite odnosi me|u dve 

ramnini, prava i ramnina i dve pravi vo prostorot, zadadeni so 

svoite ravenki.  

  

 

4.8.1. Zaemen odnos na dve ramnini 

Prvo }e najdeme potreben i dovolen uslov pri koj dve ram-

nini se paralelni, se sovpa|aat ili se se~at. Potoa }e ja izve-

deme ravenkata na prava zadadena kako presek na dve ramnini.   
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A) Uslov za paralelnost na dve ramnini  

Neka se dadeni ramninite 1R  i 2R  so op{tite ravenki  

0DzCyBxA 1111   i  

,0DzCyBxA 2222   

soodvetno. Toga{, vektorot )C,B,A(n 1111   e normalen na ram-

ninata ,R1  a vektorot  )C,B,A(n 3222   e normalen na ramninata 

.R 2   

Dadenite ramnini se paralelni ako i samo ako se kolinear-

ni nivnite normalni vektori. Od uslovot za kolinearnost na dva 

vektora dobivame deka ramninite 1R  i 2R   se paralelni ako i 

samo ako va`i   

,AA 21   21 BB    i  ,CC 21   za nekoe R,  odnosno  

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 .  

Spored toa, dadenite ramnini se paralelni ako i samo ako 

koeficientite ,A1 1B  i 1C  se proporcionalni na koeficientite 

,A 2 2B  i ,C2  soodvetno.  

         Primer 1. Ramninite zadadeni so ravenkite  

01z7y3x2   i 03z21y9x6    

se paralelni, bidej}i va`i uslovot  

 .
21

7

9

3

6

2
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B) Uslov za sovpa|awe na dve ramnini  

Neka se dadeni  ramninite 1R  i 2R  so op{tite ravenki  

0DzCyBxA 1111   i  

,0DzCyBxA 2222   

sodvetno. Ako ramninite se sovpa|aat, t.e. 21 RR    toga{ soglasno 

so uslovot za paralelnost ,AA 12   12 BB    i  ,CC 12   za nekoj  

realen broj R,  odnosno nivnite ravenki se od oblikot  

0DzCyBxA 1111   i  

.0DzCyBxA 2111   

Od pretpostavkata deka ovie dve ravenki opredeluvaat 

edna ista ramnina, sleduva deka sekoe re{enie na prvata 

ravenka e re{enie na vtorata ravenka i obratno.  

Neka )z,yx( 00,0  e koe bilo re{enie na dvete ravenki. Toga{  

0DzCyBxA 1010101   i  

0D)zCyBxA( 2010101   

odnosno, ,0D)D( 21   ili .DD 12   Zna~i, ako 21 RR  , toga{ e 

to~no deka   

2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
 . 

Obratno, ako koeficientite vo dadenite ravenki go 

ispolnuvaat uslovot   

,AA 12   ,BB 12   12 CC    i  ,DD 12   za nekoj R,   
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toga{ tie se ekvivalentni ravenki, pa 1R  i 2R  se sovpa|aat, bi-

dej}i vtorata ravenka se sveduva na   

.D)zCyBxA( 1111   

Definitivno,  dadenite ramnini se sovpa|aat  ako i samo 

ako e ispolnet uslovot       

2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
 , 

odnosno, ako i samo ako koeficientite ,A1 ,B1 1C  i 1D  se propor-

cionalni na koeficientite ,A 2 ,B2  2C  i ,D2  soodvetno.  

 Primer 2. Ramninite opredeleni so ravenkite  

01zy3x   i 06z6y18x6    

se sovpa|aat,  bidej}i   

.
6

1

18

3

6

1




  

 

V) Uslov za presek na dve ramnini.  

    Ravenka na prava kako presek na dve ramnini  

Poa|aj}i od uslovite izneseni pod A) i pod B) zaklu~ivme 

deka dve ramnini se se~at ako i samo ako e naru{en uslovot  

.
C

C

B

B

A

A

2

1

2

1

2

1    

Poznato e deka dve ramnini vo prostorot koi se se~at opre-

deluvaat edna prava. Da ja opredelime ravenkata na pravata koja 
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e presek na dve ramnini, koi ne se paralelni, i se zadadeni so 

op{tite ravenki:  

1 1 1 1A x B y C z D 0     i  

2 2 2 2A x B y C z D 0.     

 Toga{ vektorite  

)C,B,A(n 1111   i )C,B,A(n 2222    

se normalni na zaedni~kata prava na dvete ramnini. Zna~i,  vek-

torot  

21 nna    

e paralelen na pravata koja e presek na dvete dadeni ramnini. 

Soglasno so definicijata na vektorski proizvod, za koordinatna 

forma dobivame  

.
BA

BA
,

AC

AC
,

CB

CB
a

22

11

22

11

22

11











  

 Bidej}i dadenite ramnini ne se paralelni, koeficientite 

pred ,x  y  i ,z  ne se site ednakvi na nula i ne se proporcionalni. 

Toga{ barem edna koordinata na vektorot a  e razli~na od nula. 

Ako to~kata )z,y,x(M 1111  e proizvolna to~ka {to pripa|a na 

dvete ramnini, odnosno na pravata, toga{ vektorskata ravenka na 

pravata koja {to minuva niz to~kata 1M  so radius vektor 1r  i e 

paralelna na vektorot a  glasi 

,atrr 1   

odnosno 
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.k
BA

BA
j

AC

AC
i

CB

CB
t)kzjyix(r

22

11

22

11

22

11
111 










  

Toga{ parametarskite ravenki na pravata }e glasat:   

,
BA

BA
tzz,

AC

AC
tyy,

CB

CB
txx

22

11
1

22

11
1

22

11
1                                               

a nejzinite kanoni~ni ravenki se  

.

BA

BA

zz

AC

AC

yy

CB

CB

xx

22

11

1

22

11

1

22

11

1 






 

 Primer 1. Za da se najdat kanoni~nite ravenki na pravata 

opredelena kako presek na ramninite zadadeni so ravenkite  

01z2yx2   i  ,02z3yx    

prvo se odreduva nose~kiot vektor na pravata 

            

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

B C C A A B1 2 2 2 2 1
a 1, 4, 1 .

B C C A A B1 3 3 1 1 1

 
        
 


 

 Edna to~kata {to le`i na dvete dadeni ramnini, odnosno na 

baranata prava e )3,7,0(M  . Toga{ kanoni~nata ravenka na prava-

ta glasi 

x y 7 z 3
.

1 4 1

 
 


   

                               

        Zada~i za samostojna rabota  

 1. Ispitaj ja zaemnata polo`ba na ramninite: 
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  a) 02zy5x3     i  .04z2y10x6                          

 b) 01yx     i   .04y2x2                                       

 v) 0zy3x     i  .0z6y18x6                 

 g) 01zyx4    i   .02zyx6   

 2. Zapi{i gi kanoni~nite ravenki na pravata:  

     a) 








0z2yx2

0z2y4x3
                    b) 









.03zy2x

09z3y3x2
 

  3. Najdi ja ravenkata na ramninata {to minuva niz to~kata 

)1,3,2(M  i niz pravata  

.
04zyx2

01z2yx








  

 4. Zapi{i ja ravenkata na ramninata {to minuva niz to~kata 

)3,5,2(M   i e paralelna na pravata  

.
07zy4x5

01z3yx2








 

 5. Za koi vrednosti na parametrite B  i D  pravata  









0DzByx3

09zy2x
  

le`i vo xy ramninata?  
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4.8.2. Zaemen odnos na dve pravi  vo prostorot 

]e izvedeme potreben i dovolen uslov pri koj dve pravi se 

paralelni, se se~at ili se razminuvaat.    

A) Uslov za paralelnost na dve pravi   

Neka se dadeni dve pravi so svoite kanoni~ni ravenki  

3

3

2

2

1

1

a

pz

a

py

a

px 






  i 

 .
b

qz

b

qy

b

qx

3

3

2

2

1

1 






 

Toga{ vektorot )a,a,a(a 321  e paralelen na prvata prava, a 

vektorot  )b,b,b(b 321  e paralelen na vtorata prava. Dadenite 

pravi se paralelni ako i samo ako se kolinearni vektorite a  i 

.b  Od uslovot za kolinearnost na dva vektora dobivame deka 

dadenite pravi se paralelni ako i samo ako va`i   

,ba 11   22 ba    i  ,ba 33   za nekoe R,   

odnosno  

3

3

2

2

1

1

b

a

b

a

b

a
 .  

 Primer 1. Za da se najde vrednosta na parametarot a  za koja 

{to  pravite zadadeni so ravenkite so  

 
a

4z

2

1y

4

3x 








  i  

4

1z

4

2y

8

5x 








  

se paralelni poa|ame od uslovot za paralelnost na dve pravi. 

Imeno od uslovot 
4

a

4

2

8

4





  dobivame deka .2a   



 358

 B) Uslov za presek na dve pravi 

 Poznato e deka  dve pravi se se~at ako i samo ako le`at vo 

ista ramnina i  ne se paralelni.  

Neka se dadeni dve pravi so svoite kanoni~ni ravenki  

3

3

2

2

1

1

a

pz

a

py

a

px 






  i 

.
b

qz

b

qy

b

qx

3

3

2

2

1

1 






 

Prvata od dadenite pravi minuva niz to~kata )p,p,p(P 321  i e 

paralelna na vektorot ),a,a,a(a 321  dodeka vtorata prava 

minuva niz to~kata )q,q,q(Q 321  i e paralelna na vektorot 

).b,b,b(b 321  Dadenite pravi se se~at ako i samo ako vektorite  

                ),pq,pq,pq(PQ 332211   )a,a,a(a 321  i )b,b,b(b 321   

se komplanarni. Koristej}i go uslovot za komplanarnost na tri 

vektori dobivame deka dadenite pravi se se~at ako i samo ako e 

ispolneto ravenstvoto  

.0

bbb

aaa

pqpqpq

321

321

332211





 

Primer 2. Za da se utvrdi dali se se~at pravite  

4

1z

1

1y

2

1x 






 i  

3

z

2

y

1

x
   

i vo potvrden slu~aj za da se najdat koordinatite na prese~nata 

to~ka S  prvo se proveruva to~nosta na ravenstvoto 
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 .0

321

412

101010





  

Potoa poa|aj}i od parametarskite ravenki na pravite  















t41z

t1y

t21x

 i ,

u3z

u2y

ux















  

za prese~nata to~ka mora da bidat ispolneti ravenstvata  

,t21u  t1u2   i .t41u3    

Bidej}i tie se ispolneti za 1t   i 1u   zaklu~uvame deka  prese~-

na to~ka e ).3,2,1(S   

 

 V) Razminuva~ki pravi  

 Dve pravi koi{to ne se paralelni i ne se se~at se nareku-

vaat razminuva~ki. Soglasno so  uslovite izvedeni pod A) i pod 

B) pravite zadadeni so kanoni~nite ravenki  

3

3

2

2

1

1

a

pz

a

py

a

px 






  i 

3

3

2

2

1

1

b

qz

b

qy

b

qx 






 

se razminuva~ki ako i samo ako  

.0

bbb

aaa

pqpqpq

321

321

332211





 

 Primer 3. Pravite  
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1

1z

4

1y

2

2x










  i  

6

3z

2

6y

3

31x 






   

se razminuva~ki, bidej}i va`i uslovot  

.0

623

142

1316231





 

                             

          Zada~i za samostojna rabota  

1. Ispitaj dali se se~at pravite  

    a) 
4

3z

1

7y

2

1x 






 i  ,

1

2z

2

1y

3

6x 








  

  v) 








03y2x

01zx4
 i  .

08z2y

04zyx3








 

2. Dadeni se pravite  

   








01y2x3

07z2y2x7
 i .

2

1z

2

2y

a

7x










  

Najdi ja vrednosta na parametarot a  za koja dadenite pravi se 

se~at, a potoa najdi gi koordinatite na prese~nata to~ka.  

3. Dadeni se pravite  

    
1

2z

1

4y

a

2x 






 i 

tz

t21y

t2x







.  

Najdi ja vrednosta na parametarot a  za koja dadenite pravi 

le`at vo edna ramnina, a potoa najdi ja ravenkata na taa ramnina.   
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4. Zapi{i ja ravenkata na prava koja minuva niz to~kata 

)1,0,4(A  i gi se~e pravite  

3

5z

4

3y

2

1x 






 i .

2

1z

1

2y

5

x 





    

5. Zapi{i ja ravenkata na pravata {to gi se~e pravite  

     
1

z

3

5y

2

3x






  i 

1

z

4

7y

5

10x






 

i e paralelna na pravata  

 .
1

3z

7

1y

8

2x 






  

 

 

4.8.3. Zaemen odnos na prava i ramnina  

Neka  

3

1

2

1

1

1

a

zz

a

yy

a

xx 






 

se kanoni~nite ravenki na proizvolna prava i neka  

0DCzByAx   

e op{tata ravenka na proizvolna ramnina.  

Edna prava vo prostorot mo`e da e paralelna na dadena 

ramnina, da le`i vo ramninata ili da ja proboduva ramninata. Za 

da se izvede potreben i dovolen uslov za sekoj od trite slu~ai, 

koi zaemno se isklu~uvaat, pravata }e ja zapi{eme vo 

parametarski oblik 

,taxx 11   ,tayy 21   .tazz 31   
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 So vnesuvawe na koordinatite na proizvolna to~ka od pra-

vata vo ravenkata na ramninata ja dobivame ravenkata po promen-

livata (parametarot t ) 

,0D)taz(C)tay(B)tax(A 312111   

ili   

.0DCzByAxt)CaBaAa( 111321   

 So voveduvawe na oznakite  

321 CaBaAaa   i DCzByAxb 111    

ravenkata se sveduva vo oblik  

.0bat   

 Slu~aj I Ako ,0ba   toga{ sekoj realen broj e re{enie na 

ravenkata 0bat  ,  {to zna~i deka koordinatite na sekoja to~ka 

od pravata ja zadovoluvaat ravenkata na ramninata, odnosno pra-

vata  le`i vo ramninata.  

 Slu~aj II Ako 0a   i ,0b   toga{ ravenkata 0bat   pretsta-

vuva protivre~nost, {to zna~i deka koordinatite na niedna 

to~ka od pravata ne ja zadovoluvaat ravenkata na ramninata, 

odnosno pravata  e paralelna na ramninata. 

 Slu~aj III Ako ,0a   toga{ ravenkata 0bat   ima edinstveno 

re{enie 
a

b
t   {to zna~i deka pravata i ramninata imaat samo 

edna zaedni~ka to~ka, soodvetna na vrednosta na parametarot 

,
a

b
t   t.e. pravata ja proboduva ramninata vo to~kata  

.a
a

b
z,a

a

b
y,a

a

b
xM 312111 
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 Pogornata diskusija mo`e da ja rezimirame vo vid na sledni-

ve zaklu~oci:  

 Pravata  

3

1

2

1

1

1

a

zz

a

yy

a

xx 






  

le`i vo ramninata 0DCzByAx   ako i samo ako va`at ra-

venstvata 

0CaBaAa 321   i .0DCzByAx 111    

 Pravata  

3

1

2

1

1

1

a

zz

a

yy

a

xx 






  

e paralelna na ramninata 0DCzByAx   (i nemaat zaedni~ka 

to~ka) ako i samo ako se ispolneti uslovite 

0CaBaAa 321   i .0DCzByAx 111   

 Pravata  

3

1

2

1

1

1

a

zz

a

yy

a

xx 






  

ja proboduva ramninata 0DCzByAx   ako i samo ako e ispol-

net uslovot 

0CaBaAa 321     

Primer 1. Ako se dadeni pravata  

1

1z

3

9y

4

12x 






  

i ramninata  
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,02zy5x3    

toga{ od  

01)1(3543    

mo`e da zaklu~ime deka dadenata prava ja proboduva ramninata. 

Za koordinatite na prese~nata to~ka dobivame  

.21
26

78
1,03

26

78
9,04

26

78
12 








  

                                 

         Zada~i za samostojna rabota  

          1. Najdi ja zaedni~kata to~ka na pravata  

4

5z

1

4y

5

7x 






  

i na ramninata  

.05z2yx3   

 2. Zapi{i ja ravenkata na pravata {to minuva niz 

zaedni~kite to~ki na ramninata  

01z3yx2    

so pravite  

2

1z

5

5y

1

3x 








 i .

6

4z

4

3y

2

5x












 

 3. Proveri dali pravata  

5

2z

1

3y

2

1x 








  

le`i vo ramninata  
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.03zy3x4   

 4. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja minuva niz to~kata 

)2,1,3(M   i niz pravata .
1

z

2

3y

5

4x






 

 5. Zapi{i ja ravenkata na ramninata {to minuva niz 

normalite spu{teni od to~kata )5,2,3(M  na ramninite  

013z3yx4   i .011zy2x   

 

 

Zada~i za ve`bawe 

1. Razlo`i go vektorot )4,3,3(d   po vektorite ),2,1,1(a   

)1,0,2(b   i  ).0,2,1(c   

2. Najdi ja algebarskata vrednost na proekcija na vek-

tort )2,2,1(a   vrz vektorot  ).1,0,1(c   

3. Najdi gi: modulot na vektorot ,k4j2i5a   soodvet-

niot edini~en vektor i kosinusite od aglite {to gi zafa}a 

vektorot a  so koordinatnite oski.  

4. Najdi go brojot ,k ako .kcac)ba(    

5. Najdi vektor c  kolinearen so vektorot ,ba   ako 

,5ba   ,18bc   .2|b|   

6. Dadeni se vektorite )1,3,2(a   i  ).2,2,1(b   Najdi gi 

vektorskite proizvodi  

  a) ,ba                    b) ,ab                    v)  ).ab()ba(    

7. Dadeni se vektorite  
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    ,kj2a   kj2i2b   i .kj2ic    

Najdi vektor d  koj gi zadovoluva uslovite  

  dcba   i .dbca   

8. Neka se dadeni dva vektori a  i b  koi ne se kolinea-

rni. Poka`i deka vektorite ,a ba  i )ba(a   se zaemno no-

malni.  

9. Dadeni se vektorite  

 ,kjia   jib   i .jic    

Najdi vektor p  taka {to 3ap   i .cbp   

10. Dadeni se vektorite  

     ,ki3a   ,k3j4i2b   k2j3ic   i .ki2d    

Najdi gi koordinatnite pretstavuvawa na vektorite  

     )cb(a   i  ).dc()ba(   

11. Najdi gi plo{tinata na paralelogramot OABC  i ago-

lot me|u vektorite k2ji3OAa   i  .k4j2i2OBb   

12. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot ABC  

konstruiran nad vektorite )3,3,2(a)AB(   i  

).5,3,1(b)AC(    

13. Presmetaj ja plo{tinata na paralelogramot ~ii 

dijagonali se formirani so vektorite )2,1,3(a)AC(   i  

).4,3,1(b)BD(    
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14. Dadeni se vektorite )3,x2,1(a   i ).x2,x,2(b   Za koi 

vrednosti na x  dadenite vektori se me|usebno  

    a) normalni;                        b) paralelni?  

15. Dadeni se vektorite k4j3i6OM   i .kj3i2ON   

Poka`i deka vektorite ,MN  i  i k  se komplanarni.   

16. Za koja vrednost na parametarot t  vektorite  

      ),6,2),2t(log(a   )5,2,t(b   i )3,1,0(c    

se komplanarni?   

17. Presmetaj go volumenot na paralelopipedot 

konstruiran nad vektorite  

     ),1,1,1(a)OA(   )1,2,2(b)OB(   i  ).0,1,3(c)OC(    

18. Presmetaj ja visinata na paralelopipedot konstrui-

ran nad vektorite  

      ),5,2,3(a)OA(   )4,1,1(b)OB(   i ),1,3,1(c)OC(    

ako negova osnova e paralelogramot nad vektorite a)OA(   i  

.b)OB(    

19. Zapi{i gi koordinatite na to~kata {to e simetri~na na 

to~kata )2,1,3(M   vo odnos na  

 a) sekoja od koordinatnite ramnini;          

   b) koordinatniot po~etok.  

20. Najdi go rastojanieto od to~kata )4,3,12(M   do 

    a) koordinatniot po~etok;                             
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    b) koordinatnite oski.  

21. Najdi gi aglite {to radiusvektorot na to~kata )9,2,6(M  gi 

zafa}a so koordinatnite oski.  

22. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot ,ABC  ako 

),2,1,4(A  )6,5,3(B   i ).1,4,4(C  

23. Doka`i deka otse~kite {to gi svrzuvaat sredinite na 

sprotivnite rabovi kaj tetraedarot se se~at vo edna ista to~ka 

koja gi prepolovuva.  

24. Otse~kata AB  e podelena na pet ednakvi dela pri {to 

prvata od delbenite to~ki ima koordinati  )7,5,3(C   a poslednata 

).8,4,2(F   Najdi gi koordinatite na krajnite to~ki na dadenata 

otse~ka.  

25.  Dali to~kite ),3,2,3(A   ),9,4,0(B  )5,0,2(C  i )1,8,2(D   le-

`at vo edna ista ramnina?  

26. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja  

  a) minuva niz to~kata )3,5,2(M   i e paralelna na xz ram-

ninata, 

    b) minuva niz to~kata M( 3,1, 2)   i niz z oskata, 

    v) minuva niz to~kite ),2,0,4(M1   )7,1,5(M 2  i e paralelna 

na x oskata.  

27. Najdi gi otse~ocite na koordinatnite oski na slednive 

ramnini: 

    a) ;012zy3x2          b) ;015z3yx5              



 369

    v) .01zyx   

28. Zapi{i ja ravenkata na ramninata {to minuva niz to~-

kata )1,5,7(M   i na koordinatnite oski otsekuva pozitivni i 

ednakvi me|u sebe otse~oci.  

29. Dovedi gi vo normalen oblik slednive ravenki na ramni-

na:  

      a) ;060z11y2x10                       b) .033z7y6x6   

30. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja e na rastojanie 6  

edinici od koordinatniot po~etok, a za otse~ocite na koordinat-

nite oski va`i .2:3:1c:b:a    

31. Najdi gi kosinusite na pravcite na normalata na ramni-

nata .09z2yx2   

32. Najdi go agolot me|u yz ramninata i  ramninata zadade-

na so ravenkata .05z2yx   

33. Presmetaj ja dol`inata na visinata na tetraedarot 

ABCD spu{tena od temeto ,A  ako ),4,6,0(A ),3,5,3(B )5,11,2(C   i 

).4,1,1(D   

34. Zapi{i ja ravenkata na ramninata {to minuva niz: 

      a) to~kata )3,7,2(M   i e paralelna na ramninata  

          ;01z5y4x   

     b) koordinatniot po~etok i e normalna na ramninite  

          03z5yx2   i ;07zy3x   
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      v) to~kite )1,0,0(L  i )0,0,3(M  i so xy ramninata zafa}a 

agol .
3


 

35. Najdi to~ka na z oskata, ednakvo oddale~ena od ramni-

nite 02z3y4x   i .08zx5   

36. Zapi{i gi ravenkite na bo~nite strani na tetraedarot 

,ABCD  ako ),2,0,0(A ),5,0,3(B )0,1,1(C i ).2,1,4(D  

37. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja minuva niz 

prese~nata prava na ramninite 0zy5x   i ,04zx   a so 

ramninata 012z8y4x   zafa}a agol .
4


 

38. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

)3,5,1(M   i so koordinatnite oski zafa}a agli ednakvi na ,
3


 

4


 i 

,
3

2
 soodvetno.  

39. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz koor-

dinatniot po~etok, normalno na pravata  

       .
2

1z

3

2y

2

1x










 

40. Zapi{i ja ravenkata na normalata na ramninata  

01z7y3x5    

povle~ena od to~kata ).4,2,3(M   

41. Zapi{i ja ravenkata na ramninata koja minuva niz koor-

dinatniot po~etok,  i e normalna na pravata opredelena so 

ravenkata  

      .
2

1z

5

3y

4

2x
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42. Zapi{i ja ravenkata na ramninata {to minuva niz pra-
vata  

      ,
2

1z

1

3y

3

2x 






  

i e normalna na ramninata opredelena so ravenkata  

               .07z3y4x   

43. Najdi ja ravenkata na proekcijata na pravata  

       
2

1z

3

4y

4

x







  vrz ramninata .08y3yx   

44. Zapi{i ja ravenkata na ramninata {to minuva niz pra-

vite  

      
5

1z

3

2y

7

x 



  i .

5

2z

3

3y

7

1x 






 

45. Zapi{i ja ravenkata na pravata koja minuva niz to~kata 

),7,0,1(M  paralelno na ramninata  

       015z2yx3    

i ja se~e pravata  

               .
1

z

2

3y

4

1x






 

46. Na pravata  

              








029z4yx3

01zy2x
  

najdi to~ka ednakvo oddale~ena od to~kite )4,11,3(A  i 

).2,13,5(B   

47. Najdi gi koordinatite na ortogonalnata proekcija na 

to~kata )5,3,2(M   vrz ramninata .04z2y2x   



 372

48. Najdi gi koordinatite na simetri~nata to~ka na to~kata 

)7,4,3(M  vo odnos na  ramninata .09zyx2   

49. Najdi gi koordinatite na simetri~nata to~ka na to~kata 

)3,1,2(M  vo odnos na  pravata  

.
1

1z

2

1y

1

2x
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Odgovori i re{enija na zada~ite 

 

1.1. 

1. a) 7 ; b) 0 ; v) 1; g) .b2 3   2. Upatstvo: Od vtorata redica  

izvle~i mno`itel .a  Odg. .0  3. a) ,3x1  3x 2  ;  b) ,0x1   1x 2  ;  

v) ,2x1  ,5x 2   .5x3   4. a) 







 ,

2

1
x ;                  

b) ),3()3,(x  , v) ).1,7(x    

 

1.2.1. 

1. a) ,2x   1y  ; b) ,5x  3y  ; v) 1x  , .
5

1
y   2. a) Sistemot e  

protivre~en,  b) sistemot ima beskone~no mnogu re{enija, re{enie  

e sekoj par broevi ,tx   ),1t(
3

3
y  kade {to t R,  v) za 2k    

sistemot e protivre~en, a za 2k   toj ima beskone~no mnogu  

re{enija.   

3. a) Za proizvolno a  i 3b  ; b) za 2a   i 3b  ;  v) za 2a   i  

.3b   4. .9k   5. .2k   6. a) 4m  ; b) ,4m   10n  ;  

v) ,4m  .10n     

 

1.2.2. 

1. a) Re{enie e sekoja trojka broevi ,8tx  ,11y   ,tz   kade  

t R;   b) sistemot e protivre~en. 2. a) ,tx   ,t5y   ,t11z   kade  

t R;   b) re{enie e sekoja trojka ),z,y,x(  kade 0zy2x3  ; v) ako  

,1a   toga{ sistemot e ekvivalenten so ravenkata 0zyx   i  
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ima beskone~no mnogu re{enija. Ako ,1a   toga{ sistemot e  

protivre~en. Ako ,1a   toga{ re{enie na sistemot e sekoja trojka  

),z,y,x(  kade ,tx   ,t)1a(y   ,tz   kade t R.    

 

1.3.1. 

1. a) 4 ;  b) 33 ;   v) 3 3 3 2 2 2a b c 3abc (a b c)(a b c ab ac bc)           ;  

g) ).ac)(cb)(ba(   2. a) ,3x1   2x 2  ; b) ,1x1   2x 2  ; v) ,ax1    

.bx 2    3. a) 1zyx 222  ;  b) 0 ; v) .cbxax2    

 

1.3.2. 

2. a) 1; b) 2 ; v) .cbaabc3 333    3. a) 0 ; b) 20 ;   

v) .xyz3zyx 333      

 

1.3.3. 

1. a) 0; b) 6; v) 0. 3. a) Upatstvo: Prvata redica dodaj ja na vtorata  

redica, a potoa pomno`ena so 2  dodaj ja na tretata redica.  

Pritoa se dobiva determinantata 

130

120

021



. Na kraj, vtorata  

redica pomno`ena so 
2

3
 dodaj ja na tretata redica. Odg. 5 ; b) 0 ;   

v) Upatstvo: Zameni gi mestata na prvata i na vtorata redica.  

Odg. .2  

 

 

 

 



 375

1.4.1. 

1. a) )1,2,1(  ; b) nema re{enie; v) )t1(
11

5
x  , )t139(

11

1
y  , ,tz    

t R.  2. Determinantata na sistemot e  03a3a 2    za sekoj  

a R.  Sistemot ima edinstveno re{enie: ,
3a3a

2a2a
x

2

2




   

,
3a3a

1
y

2 


  ,

)2a(2

38a5
z




  kade {to a  e parametar.  3. a) Za 2a    

sistemot ima beskone~no mnogu re{enija; b) za 2a   sistemot  

nema re{enie; v) za 2a   i 2a   sistemot ima edinstveno  

re{enie: ,
)2a(2

35
x


  ,

)2a(2

21
y


  .

)2a(2

38a5
z




   

4. Upatstvo: a) Recipro~nite vrednosti na ,zyx   x2y    i  

yz3   zameni gi so v,u  i .w  Odg.  ,3x   ,2y  1z  ;  

b) ,4x   ,2y  .1z    

 

1.4.2. 

1.  Nema re{enie. 2. ,3x   ,2y   .2z   3. .1zyx    

4.  ,1x  ,2y   .1z   5. ,2x   ,3y   .2z   6. ,1x   ,2y   .1z    

7. ,3x   ,2y  .1z    8. ,5x  ,2y   .1z    

 

1.5. 

1. Upatstvo: a) Tretata ravenka na sistemot e linearna  

kombinacija od prvite dve. Odg. ,t2x  ,t3y   ,t5z   t R ;   

b) bidej}i ,0  sistemot nema nenulti re{enija. Zna~i )0,0,0(  e  

edinstveno re{enie. 2. .3a    

4. Upatstvo: ).2a()1a( 2   Odg.  .2,1a   
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Zada~i za ve`bawe 

1. a) 1 ; b)  .1  2. a) ,3x   1y  ; b) ,
3

2
x  .

3

1
y   6. .1  7. ).4,6(x    

8. .12a    9. a) ,
2

ba
x


  ,

2

ca
y


  

2

cb
z


 ;  b) Sistemot najlesno }e 

go re{i{ ako gi sobere{ trite ravenki. Odg. ,
2

cba
x


  

2

cba
y


 , .

2

acb
z


  10. Ako 1a   i ,2a   edinstveno re{enie 

e ,
2a

1a
x




  ,

2a

1
y


  .

2a

)1a(
z

2




  Ako ,2a   sistemot nema  

re{enie, a ako ,1a   toga{ re{enie e sekoja trojka )z,y,x(  za koi  

.1zyx   11. a) ,3x   ,2y   1z  ; b) ,5x   ,2y   .1z   12. .264   

13. ,cm5 ,cm3 .cm6  14. .
2n

)ma(n

2n

)nl(ma

2n

ma
a














  

15. .ba   16. Upatstvo: .
)dcx(c

adbc

c

a

dcx

bax









   

17. ,bcx   ,acy   .abz   

 

2.1. 

1. Upatstvo: CDAB   CD||AB    CDAB   i BD||AC    BDAC    

  ABCD  e paralelogram.  2. Upatstvo: Ako AB  i CD  ne le`at  

na ista prava toga{ zemi go predvid tvrdeweto vo prethodnata  

zada~a 1.  Ako AB i CD  le`at na ista prava, toga{ izberi vektor  

CDEF   {to ne le`i na taa prava. 3. Upatstvo: To~kata O le`i  

na otse~kata AB  i .OBOA   4. a) da; b) ne; v) da; g) da; d) ne.  

5. To~ni se iskazite pod a), v) i  d). 6. ca   i .pm   
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2.2.1. 

2. Upatstvo:  .0AACAACCA)BCAB(   4. a) zbirot ba    

ima ista nasoka so vektorot ,a  a za modulot va`i |,b||a||ba|    

b) zbirot ba   ima ista nasoka so vektorot ,b  a  za modulot va`i  

|,a||b||ba|   v) zbirot ,0ba   pa nasokata e neopredelena, a za  

modulot imame .0|0||ba|   5.  a) );AB(  b) );AD(  v) );DA(  g) ).BD(                  

 

2.2.2. 

2. .0OFOEODOCOBOA   3. Re{enie: Neka ABCD e  

paralelogram i BDACS   e presekot na negovite dijagonali. Za  

da poka`eme deka S  e sredina na otse~kite AC  i BD  dovolno e  

da doka`eme deka 0SCSA   i .0SDSB   Od ,SBABSA    

,SDCDSC   dobivame deka ,SDSB)CDSC()ABSA(    

odnosno .SDSB)CDAB()SCSA(   Bidej}i ,0)CDAB(    

imame .SDSBSCSA   No  vektorot SCSA   e kolinearen so  

vektorot ,AC  a vektorot SDSB   e kolinearen  so vektorot .BD   

Vektorite AC  i BD  ne se kolinearni. Spored toa   

.0SDSBSCSA   Za dokaz na obratnoto tvrdewe  

pretpostavuvame deka S  e sredina na dijagonalite na  

~etiriagolnikot .ABCD  ]e poka`eme deka ~etiriagolnikot e  

paralelogram. Za taa cel dovolno e da doka`eme deka .DCAB    

Bidej}i S  e sredina na otse~kata AC  imame .SCAS   Sli~no, S  e  

sredina na otse~kata ,BD  pa  .SDBS    Toga{    
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.DCSCDSSBASAB    4. a) ;BC  b) ;DB  v) ;0  g) .AB  

5. ,AFABFEBC   AFCD   i .ABED   

 

2.3.  

2. .10|ba||ba|   3. a) 0a   ili 0b   ili agolot me|u vektorite  

a  i b  e prav; b) agolot me|u vektorite a  i b  e ostar, agolot me|u  

vektorite a  i b  e tap. 4. a) ;cbx    b) .cbx   5. ,abAB    

,abBC   baCD   i .baDA   

 

2.4. 

4. a) ;a  b) .c2  5. a) ;ba3x   b) x  e proizvolen vektor.  

6. Re{enie: Pretpostavuvame deka vektorite ,a b  i c  formiraat  

triagolnik, odnosno postoi triagolnik ABC takov {to ,BCa    

CAb   i .ABc   Toga{  

.0ABBAAB)CABC(ABCABCcba   Obratno,  

pretpostavuvame deka .0cba   Neka A  e proizvolna to~ka i  

neka B  i C  se dve to~ki takvi {to cAB   i .aBC   Toga{ imame  

).ca(caABBCBACBCA   Od 0cba   sleduva  

deka ,0)ca(b   pa ,CAb  odnosno vektorite ,a b  i c  go  

formiraat triagolnikot  .ABC  7. Re{enie: Za proizvolna to~ka  

M  va`i ,OAMOMA   ,OBMOMB   OCMOMC   i  

.ODMOMD   Bidej}i vektorite  OA  i  ,OC  kako i vektorite  

OB  i  ,OD  se  sprotivni, imame 0OCOA   i .0ODOB   Ako gi  
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sobereme ~etirite gorenavedeni ravenstva dobivame  

.MO4MDMCMBMA   8. Re{enie: Bidej}i  M  e sredina na 

otse~kata ,AB  a N  e sredina na otse~kata ,CD  imame ,ABMB2   

,CDCN2   pa  

2MN 2(MB BC CN) 2MB 2BC 2CN AB 2BC CD

(AB BC) (BC CD) AC CD,

         

     

         

       

i .BCADBC)CDBCAB(CDBC2ABMN2   

 

2.5.  

1. a) ,1x   ;2y   b) ne postojat takvi x  i .y  2. Re{enie: Neka  MN   

i  PQ  se srednite linii vo ~etiriagolnikot ABCD  i neka S  e  

sredina na .MN  Toga{ za proizvolna to~ka ,O  imame  

1 1 1 1
OS (OM ON) (OA OD) (OB OC)

2 2 2 2

1 1 1
(OA OB) (OD OC)

2 2 2

 
       

 

 
     

 

      

   
 

),OQOP(
2

1
  od kade {to sleduva deka S  e sredina i na srednata  

linija .PQ  3. .0p   4. Upatstvo:  Od  









 ba

2

1
a

2

1
NDANAT  i 








 b

2

1
aaBMABAT    

imame  .b
2

a
22

1







 












  ).ba(

3

1
AT   

 

2.6. 

1. a) Linearno zavisni; b) linearno zavisni. 2. a) Linearno  

zavisni; b) linearno nezavisni. 3. Ako vektorite a  i b  se  
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kolinearni. 4.  ,9  .
3

1
  5. Upatstvo: Od vektorskoto  

ravenstvo 0rqp   go dobivame sistemot 














02

02

03

 koj  

ima edinstveno re{enie .0  6.  .
7

1
p   

 

Zada~i za ve`bawe  

1. Upatstvo: Vektorite ,a ,b c  i d  formiraat ~etiriagolnik ako  

nivniot zbir e nultiot vektor.   Spored   toa,     

.r2q3p2cbad      2.  a)  ;b
2

1
a

2

1
c     b)  .bc2a   

3. ,b2a2CB   ,bDC  aDE   i .b2a2EF    

4. Re{enie:  Bidej}i ODEF  e paralelogram, imame .OFODOE    

Toga{  

 )OFCO()OEBO()ODAO(CFEBAD  

OD OD (OE OE) OF OF

(OD OF) (OD OF) (OE OE) OE OE (OE OE) 0.

      

          

     

            

5. ,abAB  ,acAC  ,bcBC  ,c)ba(
2

1
CM               

6. Upatstvo: Od ravenstvoto 0c)qp(b)pr(a)rq(   go  

dobivame homogeniot sistem  














0qp

0pr

0rq

 ~ija determinanta  e   

ednakva  na  nula. 
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7. ,zmykx    ,
bdc

adbc
k




   .

bdc

ba
m

2




    

8. Upatstvo: Od akb   nao|ame  ,rk6qk4pkxryq2p3   od   

kade {to zaradi uslovot deka ,p q  i r   ne se komplanarni  

dobivame  ,
2

1
k  6x   i .3y    

9.  Upatstvo: a) Od vektorskoto ravenstvo 0czbyax   go  

dobivame sistemot 














0z2y3x

0z2yx3

0zyx2

 ~ie re{enie e ,kx   ,kzy    

kade k  e proizvolen realen broj. Spored toa vektorite se  

linearno zavisni, b) linearno nezavisni.                    

 

3.1.1. 

1. ),1,0(BC  ),0,1(CD  ),1,0(DA  ),1,1(AC  ).1,1(BD   

 2. ,
2

1
,

2

1
AA1 








 ,

2

1
,1BB1 








  .1,

2

1
CC1 








   

4. vektorite se osnosimetri~ni vo odnos na pravata .xy    

 

3.1.2. 

1. a) )1,7(aa 21    b) ).1,2(aa 21        2.  a) )3,9(aa 21    

b) ).5,2(aa 21   3. a) 







 21,

2

13
a4a3 21  b)  9,1aa2 21    

v) .21,
2

23
a6a 21 








                         

4. a)  28,4a4a2a 321    b)  8,15aaa2 431    
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v)  .19,11a4a3a2a 4321    

5. ),4,3(AA1  ),5,0(BB1  ).1,3(CC1   

 

3.1.3. 

1. a) IV-kvadrant  b) II-kvadrant  v) III-kvadrant  g) I-kvadrant   

d) x oskata  |) y oskata  e) y oskata  `) x oskata.   

2. a) II-kvadrant  b) I-kvadrant  v) IV-kvadrant  g) III-kvadrant   

d) x oskata  |) y oskata  e) x oskata  `) y oskata.   

3. a) ),0,1(M   ),0,2(N    ),0,5(P  ),0,3(Q   b) ),3,0(M   ),4,0(N   ),2,0(P    

).1,0(Q    4. a) )5,3(N   b) )5,3(N   v) ).5,3(N    5. ,4m x  .2m y   

 

3.1.4. 

1. a) 82d   b) 4d   v) 53d   g) .53d   3. 11y   ili .1y    

4. ).18,21(C  5. .13   6. ).15,0(B   7. ).0,3(C  

 

3.1.5. 

1. ,
2

5
,4SAB 








   ,1,2SBC  .

2

7
,1SAC 








  2. a) ,1,

4

39
M 








 b) .7,

4

45
M 








  

3. .5  4. ),1,1(   ),0,1(  ),1,3(  ).2,5(  5. a) 








5

9
,5  b) 









5

11
,6  v)  3,7    

g)  .7,18  6. ),6,2(A  ),2,8(B ).10,6(C    8. ),as2,as2(C 2211    

).bs2,bs2(D 2211    

 

3.2.1. 

2. a) xy   b) xy   v) .0y   3. a) ,2k  3m   b) ,1k  3m    
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v) ,0k  2m   g) ,3k  .0m   4. .
2

1
x3y   5. .1xy    

6. ,
5

6
k  .

5

7
m   7. .2x5y   8. .22xy   

 

3.2.2. 

1. a) 03y3x2   b) 04y   v) .03x   2. a) ,2k  3m    

b) ,
2

5
k 

2

3
m   v) ,

8

3
k    .

3

16
m   3. ,

4

3
 .3m   5. da.  

6. koeficientite A i B  se so sprotivni znaci.  

 

3.2.3. 

1. a) )2x(k3y   b) ).1x(k4y   2. .05yx3   3. .03yx         

4. a)  011yx2   b) 010yx   v) .027y2x3   5. a) 01y    

b) 010yx3   v) .04yx   6. a) 01yx   b) 09y6x3    

v) .07y3x   7. .02y4x3   

 

3.2.4. 

1. a) 
5

7
k   b) 5k   v) .0k   2. .013y5x7   3. Ne. 4. .x2y    

5. ,016y4x3   ,01y3x5   .07yx2   6. ,0137y13x38    

,023yx17   .058y7x11   7. .4x
3

4
y    

8. ,016y4x   ,011y3x5   .019yx6    

9. ,04y5x3   ,022y5x3   ,016y7x  .010y7x   
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3.2.5. 

1. a) ,1
6

y

4

x



4 edinici na x oskata, 6 edinici na y oskata    

b) ,1
1

y

1

x
  1edinici na x oskata, 1edinici na y oskata   

v) 1
2

y

2

1

x



  

2

1
 edinici na x oskata, 1edinici na y oskata.  

2. .
85

6
k   3. .

12

5
k   4. 18  kvadratni edinici. 5. ,1

3

y

2

x
   

.1

2

3

y

4

x







 6. .1
5

y

5

x
  7.  a) ab   b) ab   v) .3ab   

 

3.2.6. 

1. ravenkite pod g), d) i |). 2. a) 
5

1
M    b) 

101

1
M   v) .

17

1
M             

3.  a) 02y
5

3
x

5

4
   b) 03y

13

12
x

13

5
   v) 0

2

3
y

5

4
x

5

3
   

g) 0
5

3
y

5

2
x

5

1
    d) 02y

2

1
x

2

3
   

|) .0410siny10cosx 00   4. a) 0
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5. .257yx       6. ,026y3x4  .024y3x4    

7. ,011y3x4  .05y3x4   8. .
34

25
d   

 

3.2.8. 

1. a) se se~at vo to~kata )2,1(  b) se paralelni v) se sovpa|aat.  

2. ,4A  .2B    3. a) )0,5( i 
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1
,0  b) )0,6( i ).4,0(  4. a) 21 kk    

b) 21 kk   i 21 bb   v) 21 kk   i .bb 21   5. .028y6x5    
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3.2.9. 
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  2. .04yx2   3. .05yx)32(   4. pravite po a) b) d)  

i |).  5. .060y3x5   6. ,
3

1
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34
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3.3.1. 

1. .25yx 22   2.  a) ),0,7(S    3r   b) ),8,6(S    6r   v) ),12,35(S   37r    

g) ),30,30(S    .30r   3. .13)2y()3x( 22      

4. .
4
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7. .06y11x19y7x7 22    8. .
25

533

5

7
y
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9. a)  
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5

1
,  b) .6  

 

3.3.2.  

1. )1,3(    i )2,2(    2.   .90   3. .09y3x2       

4.     ,115634y34x 22       .10010y10x 22    

5. ,0y   .0y21x20   6. .30xy2   
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4.3.3. 

1.  a) 1
9
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36

x 22

  b) 1
12
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36

x 22

  v) .1
4

y

9

x 22

  2.   3M  i .M8   

3. a) ),0,8(F1   )0,8(F2      b) ),0,22(F1   )0,22(F2  v) ),0,12(F1   ).0,12(F2   

4. .1
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y
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x 22
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100
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3.3.4. 

1.  a) 1
36
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100
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   b) 1
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1
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v) ,15a   .3b   4.  ,26a2    ,10b2   ,
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12
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5. .1
9

y

25

x 22

  6. .1
8
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9
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3.3.5. 

1. ),3,0(M1   .
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165
,
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 2.  ).4,5(M    3.  .013y9x4    

4.  .08y2x   5. .012yx2   6. ,3y   )3,0(M  i  ,051y7x12    
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3.3.6. 

1. 1M  i 2M  ne, 3M  da.  2. ),0,5(F1   ).0,5(F2  3. a) 1
4

y
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x 22

   

b) 1y
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16
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3.3.7.  

1. ),0,74(F1   ),0,74(F2  .x
7

5
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36
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16

y

9

x 22

  d) .1
100

y

576

x 22

   3. a) ,8a2   4b2    

b) ,6a2   10b2   v) ,16a2   .6b2    4. .1
9

y

16

x 22

  5. .
3

34
,

3

314
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3.3.8. 

1.  a) )0,2(M1  i )3,4(M 2  b) ),2,10(M   pravata e tangenta  v) nemaat  

zaedni~ki to~ki.  2. .01yx    3.  .040y12x25    

4. .054yx   5. .
2

9
m    6. .024y9x10    7. ).2x(

2

1
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3.3.9. 
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1
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x   3. ),12,18(A   ).12,18(B    4. a) x16y2    b) .x4y2     
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2

45
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    6. .10OM    7. ,5,7h1   ,

3

20
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.
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3.3.10. 

1.  a) ,2,
9

2
M 








 pravata e tangenta na parabolata  b) nemaat  

zaedni~ki to~ki v) ,3,
2

1








 pravata e paralelna so oskata na  

simetrija. 2. .03yx2    3. a) ,03yx   )6,3(   ,03yx   )6,3(  

b) .1x3y   4. a) 012y2x   b) .01yx3    5.  .
2

5
p    6. .2d      
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Zada~i za ve`bawe 

1. ).1332(4   2. a) )1,7(M  b) ).1,7(M  3. .
2

1
  4. 
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3

19
L  i  

).13,1(M  5. .05yx6   6. .029y10x7   8. ).5,1(D    

9. ),3,5(C  ).5,1(D   11.  a) 
5

7
d    b) .1d   12. ,03x   ,07y3x    

.013y3x   13. a) )0,4(T   b) ).4,4(H 14. a) 103  b) 10  v) .15       

15. ).8,3(M  16. .49P   17. ,120y3x4   .072y9x48  18. ),2,3(A    
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34.  .032y4x3   35. .01y14yx 22   36. ,016y3x7    
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4.1.1. 

1. a) ,1a x  ,4a y   ;1a z   b)  ,2a x   ,1a y   ;1a z    

v) ,0a x  ,1a y   ;2a z   g) ,1a x   ,0a y   .3a z   2. a) ;k4ja    
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b) ;ki7a   v)  ;j2a   g) .k6j2ia   

 

4.1.2. 

1. a) );1,1,1(aa 21   b) ).3,4,12(aa 21   2. a) );2,9,3(aa 21   

b) ).8,8,3(aa 21   3. a) ;21,21,
2

13
a4a3 21 








   

b) );14,9,1(aa2 21   v) .7,21,
2

23
a6a 21 








   

4.  a) );2,20,10(a4a2a 321   b) );7,5,1(aaa2 431   

v) ).6,9,3(a4a3a2a 4321    5. Re{enie: Neka se dadeni 

vektorite )a,a,a(a zyx  i ).b,b,b(b zyx  Ako ,ba xx   yy ba   i  

,ba zz   toga{ ,bkbjbibkajaiaa zyxzyx   odnosno .ba    

Obratno, ako ba   toga{ 0ba   ili izrazeno so pomo{ na  

koordinati ).ba,ba,ba(ba zzyyxx   Spored toa,  

.k)ba(j)ba(i)ba(0 zzyyxx   Bidej}i vektorite ,i j  i k  se  

linearno nezavisni, dobivame deka ,0ba xx   0ba yy   i  

,0ba zz   odnosno ,ba xx   yy ba   i .ba zz   6. .53|a|    

7. Upatstvo:  Od vektorskoto ravenstvo 0cba   go  

dobivame sistemot 
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03

 koj ima edinstveno re{enie  

.0  
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4.1.3.  

1. Upatstvo: 0apr
e

    .0|apr|
e

   )e,acos(|a|
e

apr

0

e      

|)e,acos(||a|
e

apr

0

e     .|)e,acos(||a||apr|
e

  0|apr|
e

     

0|)e,acos(||a|   0|a|   ili 0|)e,acos(|     0|a|   ili  .
2

)e,a(


  

2. Upatstvo:  Od )e,acos(|a|
e

apr

0

e     |)e,acos(||a|
e

apr

0

e      

.|)e,acos(||a||apr|
e

  Zaradi 1|)e,acos(|   imame .|a||apr|
e

  Od  

|)e,acos(||a||apr|
e

  imame |a||apr|
e

    0)e,a(   ili .)e,a(    

3.  a)  ,360cos6)e,acos(|a|
e

apr
o

0

e   b) ,0  v) ,5  g) .6   

4. Re{enie: .|apr||b||)b,acos(||a||b||)a,bcos(||b||a||bpr||a|
ba

   

5. Upatstvo: Na oska p  koja ima ista nasoka so e  izbirame to~ka  

O  i gi konstruirame vektorite a)OA(   i a)OB(   (napravi  

crte`). Ako gi ozna~ime so 1A  i 1B  ortogonalnite proekcii na  

to~kite A  i B  na oskata ,p  toga{ od sli~nosta na triagolnicite  

1OAA  i 1OBB  imame .|OA||OB| 11   Da zabele`ime deka  

apr)OA( p1   i .apr)OB( p1   6. a) ;9)3(3
e

apr
3

e

a3pr

0

e

0

e   b) ;7  

v) .
2

21
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4.2.1. 

1.  a) ;6 b) ;9 v) ;16 g) .72  2. Upatstvo: Se koristi komutativnosta,  

asocijativnosta i distributivnosta na skalarnoto mno`ewe.  

3. a) pozitiven; b) negativen.  4. .
7

1
)d,ccos(   5. .214|p|    

6. Re{enie:  Neka ABC e pravoagolen triagolnik so prav agol pri  

temeto .C  Ako stavime ,CBa  ,ACb  ,ABc   toga{ bac    

(napravi crte`). Dokazot sleduva od   

,|b||a||b|)ba(2|a|)ba()ba(cc|c| 22222   bidej}i  

.0ba    7. .
cosba4)ba(

ba
cos

222222

22




   

 

4.2.2. 

1. a) ;3  b) .11  2. a) ;7  b) .26  3. a) ;
4

3
 b) .

3


 4. a) ne; b) da.  

5. ).4,2,4(x    6. 
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  7.  ,15|c||b||a|  ).c,b()c,a()b,a(    

Odg.  da.  

 

4.3.1. 

1. Upatstvo: Od 
13

5

|b||a|

ba
)b,acos( 


  imame  

.
13

12
)b,a(cos1)b,asin( 2   Toga{ .72)b,asin(|b||a||ba|    
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2. .r10q16pba   3. Upatstvo: Se koristi antikomutativnosta,   

asocijativnosta i distributivnosta na vektorskoto mno`ewe.  

4. .
2

2105
P   5. .

4

1
P   6. .

5

19
h   7.  Upatstvo:  Doka`i deka  

.0)cb()da(    

 

4.3.2. 

1. a) );2,0,3(ba   b) ).71,5(ba   2. a) );7,1,5(ba    

b) );14,2,10(b)ba2(   v) ).78,4,20()ba2()ba2(    

3. .
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175
)b,asin(   4. .54P   5.  .
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7. ).1,5,7(x   8. ,6x  .2y   

 

4.4.1. 

1. .48]c,b,a[  2. .27V  3. .84V    

4.  cos1sin11cos1|ba|]c,b,a[  .sin
2

1
cossin   

 

4.4.2. 

1. .25]c,b,a[   2. .25V   3. Da. 4. .
59

5910
H   5. ,1t1   ,21t 2    

.21t3   6. .
7

1
p   

 

4.5.1. 

1. ),1,3,2(A   ),0,1,3(B   ),2,4,4(C   ),3,0,2(D   ).1,2,0(E    
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2. a) ),0,2,1(A   ),0,3,2(B   );0,3,1(C  b) ),4,2,0(A   ),1,3,0(B  );2,3,0(C  

v) ),4,0,1(A  ),1,0,2(B   ).2,0,1(C  3. a) );2,2,1(AB   b) );2,2,1(BA     

v) );2,1,2(AC   g) );3,1,0(BD   d) );9,3,0(BD3    

|) );1,2,2(BDAC        e) ).1,3,4(BDAC2   4. ).1,1,2(B    

5. a) ;131d   b) ;52d   v) ;23d   g) .61d    6. .69583L   

 

4.5.2. 

1. a) );1,5,2(M   b) ).0,0,0(M  2. ).3,2,10(B   3. a) ;
5

13
,

5

9
,5M 








  

b) ;
5

17
,
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11
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 v) );7,3,7(M   g) ).13,7,18(M   
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4

9
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6
,1,3M3 








  .

5

3
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5. ),13,1,9(SAB   ),2,1,10(SBC  ).3,4,0(SAC  6. .2,
3

1
,

3

8
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 7. ).4,12,4(C   

 

4.6.1. 

1. .05)kj2i2(r  2. .05)j4i3(r   3. Zada~ata ima dve  

re{enija: 012)k15j2i5(r   ili .012)k15j2i5(r    

4. ramninata pod b). 5.  a) ,
4

5
,

4

3
,

4

1
n 0 
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2
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1
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4.6.2. 

1. a) ;0
7

1
k

7

3
j

7

6
i
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2
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  b) .04k

3

1
j

3

2
i

3

2
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2. a)  ,
74

36
p   ,

74

2
)i,ncos( 0   ,

74

5
)j,ncos( 0   ;

74

7
)k,ncos( 0    

b) ,
2

16
p   ,

2

1
)i,ncos( 0   ,

2

1
)j,ncos( 0   ;0)k,ncos( 0   v) ,

10

16
p    

,0)i,ncos( 0   ,
10

3
)j,ncos( 0   .

10

1
)k,ncos( 0   3. .17z    

4. Upatstvo: Poka`i deka ramninite zadadeni so ravenkite  

6z11y10x2   i 15z44y40x8   se paralelni. Prvata  

ramnina e na onaa strana od koordinatniot po~etok kon koja e  

naso~en normalniot vektor ),11,10,2(n   dodeka vtorata ramnina  

e na sprotivnata strana. Spored toa, koordinatniot po~etok le`i  

vo prostorot me|u dvete ramnini. Sli~no, ramninite zadadeni so  

ravenkite 11z4y10x28   i  ,03z2y5x14   kako i  

ramninite zadadeni so ravenkite 01z6y6x3    i  

05z2y2x   se paralelni.  Napravi sli~na  

diskusija za polo`bata vo prostorot na koordinatniot po~etok.   

5. a) Paralelna na xy ramninata;  b) paralelna na  

yz ramninata;  v) paralelna na xz ramninata;  g) minuva niz  

koordinatniot po~etok;   d) paralelna na y oskata; |) paralelna  

na x oskata;  e) paralelna na z oskata; `)  ja sodr`i z oskata.  
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4.6.3. 

1. a) ;1
3

z
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y

4

x



 b) ;1

2

1

z

4

1

y

3

1

x








 v) .1z

3

1

y
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1

x




  2. ,2a    

,4a   .2c    3. .
5

6
k   4. .

12

1
k   5. 4 kubni edinici.  

 

4.6.4. 

1. .025y7x3   2. .02z5y2x3   3.  a) ;04z    b) ;06y    

v) .02x   

 

4.6.5. 

1. .0150z32y26x22   2.  a) Ne; b) da, ;010z3y5x2    

v)  da, .01zyx   3. Da.  

 

4.6.6. 

1. .
13

5
 2. Da. 3. ).0,0,326(    4. .

206

8
   5. .026zy2x2   

6. .
91

24
 

 

4.6.7. 

1. a) ;
4


 b) .

3


 2. a) ;

4


 b) .

6


 3. .02zyx    

4. Upatstvo: Normalniot vektor na baranata ramninata e  

vektorskiot proizvod .nn 21   Baranata ravenka glasi  

,0)nn()rr( 211   odnosno .0]n,n,rr[ 211   

 



 397

4.7.1.  

1. ,t71x   ,t43y   .t22z   2. .M1  3. ,t42x   ,t51y    

,t63z   .
6

3z

5
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4

2x 
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4.7.2. 
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2
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1
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4.7.3. 

1. .22  2. .2  3.  .
3

25
 4. To~kata .N  5. ,1h C  ,

3

5
h B  .3h A    

 

4.7.4.  

1. a) ,
42

21
cos   b) .

6

21
cos   2. .

189

13
cos   3. .

105
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cos   4. Da.      

5. .
2
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4.7.5. 

1. .
238109

11
sin   2. .

3


 3. .

3

z

2

y

3

4x





4. .1A   

 

4.8.1.  

1. a) Ramninite se paralelni; b) ramninite se paralelni;  

v) ramninite se sovpa|aat;  g) ramninite se se~at.  

2. a) ;
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z

2

y

6

x
 b) .

3
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5

y

9

x 
  3. .07yx5    
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4.8.2.  

1. a) Da; b) da. 2. ,3a   ).5,2,1(S   3. ,3a   .0z5y2x    
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4.8.3.  
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  3. Da.  4. .059z22y9x8     
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Zada~i za ve`bawe  

1.  Upatstvo:  Od vektorskoto ravenstvo czbyaxd   go  
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dobivame sistemot 
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6. a) );7,5,4(ba    b) );7,5,4(ab    

v)  ).1410,8()ab()ba(  7. Upatstvo: Neka baraniot vektor 

e .kzjyixd   Toga{ k4j2ba   

i .k)x2y(j)zx(i)yz2(dc   Od prviot uslov imame   
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Od dvata uslova dobivame ,5x  ,6y  ,3z   odnosno  

.k3j6i5d   8. Upatstvo: Poka`i deka ,0)ba(a    

0))ba(a(a   i  .0))ba(a()ba(   

9. Upatstvo: Neka .kzjyixp   Od  uslovot na zada~ata imame  

,3zyxap   .,jik)yx(jzizbp  od kade {to sleduva  

,2yx   pa .kj2i2p     
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10.  ,k21j2i7)cb(a    .k63j60i6)dc()ba(    

11. ,38|ba|P  .
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13. .35P    14. a) 2x   i ,1x    b) ne postoi x  za koj vektorite bi  

bile paralelni.  15. Upatstvo:  Poka`i deka ,0]k,i,MN[   kade   
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imaat isti koordinati. 24. ,12,8,
3

14
A 








 .13,7,

3

11
B 
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