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PREDGOVOR

Ovaa kniga, pred se e nameneta za predmetot matematika za
studentite po biologija. Meǵutoa, mo�e da ja koristat i stu-
dentite od tehniqkite fakulteti, i site onie koi go izuquvaat
materijalot opfaten vo ovaa kniga.

Knigava e rezultat na poveḱegodixnite predavaǌa i ve�bi koi
gi odr�uvale avtorite na studentite po biologija i studiite kade
se predava ovoj materijal.

Opfateni se temite realni broevi, realni funkcii i difer-
encijalno smetaǌe na funkcii od edna realna promenliva.

Vo glavata realni broevi obraboteni se i nizi od realni
broevi, kako i procenti i proporcii.

Elementarnite funkcii i poimot za graniqna vrednost na funk-
cija e obraboten vo vtorata glava, a vo tretata se izuquvaat izvo-
dite na funkcii od edna realna promenliva i nivna primena.

Niz celata kniga, posebno vnimanie e posveteno na zadaqi koi
se sretnuvaat vo prirodata, osobeno vo biologijata.

Osobeno im se zablagodaruvame na recenzentite na ovaa kniga,
koi so svoite komentari i zabelexki mnogu pridonesoa za nejzino
podobruvaǌe.

Ḱe bideme blagodarni na site qitateli koi so svoite sugestii
ḱe pridonesat za idni podobruvaǌa na ovaa kniga.

Na site qitateli im posakuvame uspexno navleguvaǌe vo tajnite
na matematikata, preku ovaa kniga i uspexno sovladuvaǌe na nej-
zinite sodr�ini.

Skopje, 2015 Avtorite
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REALNI BROEVI

1.1 Poimot mno�estvo, primeri i pretstavuvaǌe na mno-

�estva

1.1.1 Nekoi elementi od teorijata na mno�estva i algebrata

Poimot mo�estvo e osnoven poim vo matematikata, i toj ne se
definira, tuku se usvojuva intuitivno. Na ovoj poim né upatuva
i sekojdnevniot �ivot, pri razgleduvaǌe na kakvi i da bilo pred-
meti. Vo sekojdnevniot govor se sretnuvame so zborovite: famil-
ija, sevkupnost, grupa, klasa, populacija (qest termin vo jazikot
na biologijata) i mnogu drugi, koixto ḱe gi smetame za sinonimi
na zborot mno�estvo. Taka zboruvame za:

Primer 1. Mno�estvoto studenti na PMF-Skopje.
Primer 2. Mno�estvoto studenti na grupa biologija pri PMF-
Skopje.
Primer 3. Mno�estvoto bukvi od makedonskata azbuka.
Primer 4. Mno�estvoto bukvi od imeto PETAR.
Primer 5. Mno�estvoto ribi vo Ohridskoto Ezero.
Primer 6. Mno�estvoto toqki od dadena prava.

Vo sekoj od ovie primeri imame izvesna pretstava od xto e
sostaveno toa mno�estvo.

Znaqi poimot mno�estvo se objasnuva kako celina od razliqni
objekti (predmeti, poimi ili �ivi suxtestva) koixto imaat edna
ili poveḱe zaedniqki karakteristiki (svojstva).

Objektite od koi e sostaveno edno mno�estvo se narekuvaat
elementi na mno�estvoto. Taka, elementi na mno�estvoto od pri-
mer 1 se site studenti zapixani na PMF-Skopje, elementi na
mno�estvoto od primer 2 se site studenti zapixani na grupata
biologija pri PMF-Skopje, elementi na mno�estvoto od primer 3
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se bukvite: a,b,v,...,x, vo primer 4 elementi se bukvite P,E,T,A,R,
vo primer 5 elementi se site ribi vo Ohridskoto ezero, a vo
primer 6 elementi se site toqki od dadenata prava.

Voobiqaeno e mno�estvata da gi oznaquvame so golemi peqatni
bukvi od latinskata azbuka: A, B, C, ...,X, Y, Z, ....

Ako eden element x pripaǵa na dadeno mno�estvo X t.e. ako x
e element na X , simboliqki pixuvame x ∈ X .

Ako pak elementot y ne pripaǵa na dadenoto mno�estvo X , t.e.
ako y ne e element na X , simboliqki pixuvame y /∈ X .

Zapixuvaǌeto na elementite na dadeno mno�estvo X , t.e. pret-
stavuvaǌeto na mno�estvoto X , mo�e da se napravi na nekolku
naqini:
(i) Tabelarno, t.e. zapixuvaǌe na elementite na dadenoto mno-
�estvo vo golemi zagradi i pritoa odvojuvajḱi gi so zapirka. Ako
so A go oznaqime mno�estvoto od primer 4, togax, tabelarno, mno-
�estvoto A ḱe go zapixeme na sledniot naqin: A = {P,E,T,A,R}.
Ako so B go oznaqime mno�estvoto od primer 3, togax tabelarniot
zapis e B = {a,b,v,...,x}.
(ii) Opisno, t.e. pretstavuvaǌe vo oblikot {x | P (x)}, kade x e
dogovorna, zaedniqka oznaka za site elementi na mno�estvoto, a
P (x) e karakteristiqnoto svojstvo na elementite od mno�estvoto.

Taka ako so C go oznaqime mno�estvoto od primer 1, togax
C = {x | x e student na PMF-Skopje}.
(iii) Pretstavuvaǌe so Venov dijagram, t.e. zapixuvaǌe na ele-
mentite na dadenoto mno�estvo vo vnatrexnosta na geometriska
figura oraniqena so kru�nica ili nekoja druga zatvorena kriva
linija. Taka, ako D = { 1, 2, 3, 4, 5 }, D go pretstavuvame so Venov
dijagram na sledniot naqin:

Venovite dijagrami, kako nagledna pretstava na mno�estvata,
mnogu poqesto gi koristime pri vooquvaǌe na raznite vrski meǵu
mno�estvata i osobinite na poimite xto se povrzani so poimot
mno�estvo. Najqesto, mno�estvoto ḱe go pretstavuvame so krug
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ili so nekoja druga geometriska figura i pritoa elementite na
mno�estvoto se toqkite od vnatrexnosta na soodvetnata figura.

Podocna ḱe dademe edna ilustracija na korista od Venovite
dijagrami.

1.1.2 Elementi od matematiqka logika i nekoi korisni ma-
tematiqki simboli

Sekoja deklarativna reqenica kojaxto zadovoluva toqno eden
od slednive dva uslova

a) taa e vistinita
b) taa ne e vistinita

se narekuva iskaz.
Ako reqenicata go zadovoluva uslovot (a) togax velime deka

iskazot e toqen, a ako go zadovoluva uslovot (b) togax velime
deka iskazot e netoqen.

Iskazite voobiqaeno gi oznaquvame so mali bukvi od latin-
skata azbuka: p, q, r, s, ....
Primer 1. p: Januari ima 31 den
e toqen iskaz.
Primer 2. q: Mart ima 30 dena
e netoqen iskaz.
Primer 3. r: Fevruari ima 28 dena
ne e voopxto iskaz, bidejḱ fevruari nema sekogax 28 dena.

Sliqno kako vo govorniot jazik, vo sluqaj na iskaznoto sme-
taǌe, mo�eme da zboruvame, namesto za ”prosti” i ”slo�eni”
reqenici, za ”prosti” i ”slo�eni” iskazi, soodvetno.

Prostite iskazi uxte gi narekuvame i atomarni iskazi. Ne-
gacijata e najednostavniot naqin od ”prosta” da se dobie poslo-
�ena reqenica.

Ako p e iskaz, negacija na iskazot p e iskaz, so oznaka ¬p, pri
xto ako p e toqen iskaz, ¬p e netoqen iskaz i ako p e netoqen iskaz,
¬p e toqen iskaz.

Drug voobiqaen svrznik vo govorniot jazik e ”i” i za nego ḱe
go upotrebuvame simbolot ∧.

Konjunkcija na iskazite p i q e iskaz, so oznaka p∧ q, pri xto
p ∧ q e toqen iskaz ako i samo ako p i q se toqni iskazi.

Simbolot ∨ ḱe go koristime za svrznikot ”ili” od govorniot
jazik.

Disjunkcija na iskazite p i q e iskaz, so oznaka p ∨ q, prixto
p ∨ q e toqen iskaz ako i samo ako barem eden od iskazite p, q e
toqen. Znaqi p ∨ q e netoqen ako i samo ako i p i q se netoqni.

Drug naqin na formiraǌe na slo�ena reqenica e formiraǌe
na uslovna reqenica, t.e. ako od iskazot p proizleguva iskazot q
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togax simboliqki pixuvame p ⇒ q i velime deka p povlekuva q.
Implikacija na p i q e iskaz, so oznaka p ⇒ q, pri xto p ⇒ q

e netoqen ako i samo ako p e toqen, a q netoqen iskaz.
Znaqi, ako p e netoqen iskaz, togax p ⇒ q e toqen iskaz nezav-

isno od toa dali q e toqen ili netoqen iskaz.
Ako p ⇒ q i q ⇒ p, togax pixuvame p ⇔ q i velime deka iskazot

p e ekvivalenten so iskazot q.
Ekvivalencijata p ⇔ q e toqen iskaz ako i samo ako p i q

istovremeno se toqni iskazi ili p i q istovremeno se netoqni
iskazi.

Znaqi, simbolot ⇔ e zamena za zborovite ”ako i samo ako” od
govorniot jazik.

So (∀x ∈ X) go oznaquvame izrazot ”za sekoj element x od mno-
�estvoto X .”

So (∃x ∈ X) go oznaquvame izrazot ”postoi nekoj element x od
mno�estvoto X” t.e. ”za nekoj element x ∈ X”.

1.1.3 Prazno mno�estvo, ednakvost na mno�estva, podmno-
�estvo

Mno�estvoto koexto ne sodr�i nitu eden element se narekuva
prazno mno�estvo i nego ḱe go oznaquvame so simbolot Ø.

Dve mno�estva X i Y xto se sostojat od isti elementi gi
narekuvame ednakvi mno�estva i pixuvame X = Y .
Primer 1. Neka E e mno�estvoto bukvi od imeto ATANAS. To-
gax E = {A,T,A,N,A,S}. No i mno�estvata F = {A,T,N,S} i
G = {A,N,S,T} se ednakvi so E t.e. E = F = G, xto znaqi, spored
iznesenata definicija za ednakvost na mno�estva, pri zapixu-
vaǌe na mno�estvoto, ne e va�en redosledot na zapixuvaǌe na
elementite, nitu pak e va�no kolku pati eden element e zapixan
vo mno�estvoto. Pod dogovor, sekoj element od edno mno�estvo ḱe
se zapixuva samo ednax vo mno�estvoto.

Negacijata na X = Y , ja oznaquvame so X 	= Y i velime deka vo
toj sluqaj X i Y se razliqni mno�estva.

Za mno�estvoto X velime deka e podmno�estvo od mno�es-
tvoto Y , i pixuvame X ⊆ Y , ako i samo ako sekoj element na
mno�estvoto X e element i na mno�estvoto Y , t.e. iska�ano so
simboli:

X ⊆ Y ⇔ ((∀x ∈ X) ⇒ x ∈ Y )

Ako X ⊆ Y i ako uxte X 	= Y t.e. sekoj element na X e element
na Y i postoi element od Y xto ne e element na X , togax velime
deka X e vistinsko podmno�estvo od Y i pixuvame X ⊂ Y .

Simboliqki pixuvame
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X ⊂ Y ⇔ X ⊆ Y ∧ X 	= Y.

Toqni se slednive svojstva:

1.1. X ⊆ X , za sekoe mno�estvo X .

1.2. X = Y ⇔ (X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X)

1.3. Ø ⊆ X , za sekoe mno�estvo X , i Ø ⊂ X ⇔ X ne e prazno
mno�estvo.

Negaciite na X ⊆ Y i X ⊂ Y ḱe gi oznaquvame so X 	⊆ Y i
X 	⊂ Y soodvetno.

1.1.4 Unija i presek na mno�estva i nekoi nivni svojstva

Mno�estvoto xto se sostoi od site elementi na mno�estvoto X

i site elementi na mno�estvoto Y go vikame unija na mno�estvata
X i Y i go oznaquvame so X ∪ Y .
Simboliqki pixuvame X ∪ Y = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Mno�estvoto xto se sostoi od zaedniqkite elementi na mno-
�estvata X i Y go vikame presek na mno�estvata X i Y i go
oznaquvame so X ∩ Y .
Simboliqki pixuvame X ∩ Y = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.
Primer 1. Neka A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {4, 5, 6, 7, 8}.
Togax A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, a A ∩ B = {4, 5}.

Ḱe navedeme nekoi od svojstvata na presek i unija na mno�es-
tva.

1.4. Idempotentnost: X ∪ X = X i X ∩ X = X , za sekoe mno�estvo
X .

1.5. Komutativnost: X ∪ Y = Y ∪ X i X ∩ Y = Y ∩ X , za sekoi dve
mno�estva X i Y .

1.6. Asocijativnost: X∪(Y ∪Z) = (X∪Y )∪Z i X∩(Y ∩Z) = (X∩Y )∩Z
za sekoi tri mno�estva X , Y i Z.

1.7. Distributivnost: X∩(Y ∪Z) = (X∩Y )∪(X∩Z) i X∪(Y ∩Z) =
(X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z) za sekoi tri mno�estva X , Y i Z.

1.8. a) X ∪ Y = Y ⇔ X ⊆ Y

b) X ∩ Y = X ⇔ X ⊆ Y

Ako A∩B = Ø togax velime deka A i B se disjunktni mno�es-
tva.
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1.1.5 Razlika na mno�estva, komplement na mno�estvo

Mno�estvoto xto se sostoi od site elementi na mno�estvoto
X koi xto ne mu pripaǵaat na mno�estvoto Y go vikame razlika
na mno�estvata X i Y i go oznaquvame so X \ Y .
Simboliqki pixuvame X \ Y = {x | x ∈ X ∧ x /∈ Y }.
Primer 1. Neka A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {4, 5, 6, 7, 8}. Togax
A \ B = {1, 2, 3}, a B \ A = {6, 7, 8}.
Od primerot se gleda deka vo opxt sluqaj A \ B 	= B \ A

Ako X ⊆ U togax razlikata U \ X ja narekuvame komplement
na X vo odnos U i ja oznaquvame so X ′

U , ili samo X ′.
Neka X i Y se podmno�estva od dadeno mno�estvo U i neka

gi razgleduvame komplementite na X i Y vo U . Togax se toqni
slednive osobini:

1.9. X ∪ X ′ = U i X ∩ X ′ = Ø.

1.10. U ′ = Ø i Ø′ = U.

1.11. (X ∪ Y )′ = X ′ ∩ Y ′ i (X ∩ Y )′ = X ′ ∪ Y ′.

1.1.6 Direkten (Dekartov) proizvod na mno�estva

Neka X i Y se dve neprazni mno�estva.
Mno�estvoto xto se sostoi od site podredeni parovi (dvojki)

(x, y), kade x ∈ X i y ∈ Y go vikame direkten (Dekartov) proizvod
na mno�estvata X i Y i go oznaquvame so X × Y .

Simboliqki pixuvame X × Y = {(x, y) | x ∈ X ∧ y ∈ Y }.
Ako nekoe od mno�estvata X i Y e prazno, togax, po defini-

cija, zemame deka i nivniot direkten proizvod e prazno mno�estvo.
Ako (x1, y1) i (x2, y2) se dva elementa od direktniot proizvod

X × Y , togax tie se ednakvi ako i samo ako x1 = x2 i y1 = y2 t.e.

(x1, y1) = (x2, y2) ⇔ x1 = x2 i y1 = y2.

Primer 1. Neka {1, 2, 3} i B = {a,b}. Togax:

A × B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)} i

B × A = {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}.
Opxto, direkten (Dekartov) proizvod na mno�estvata X1, X2, ..., Xn

e mno�estvoto

X1 × X2 × ...× Xn = {(x1, x2, ..., xn)|xi ∈ Xi, ∀i ∈ {1, 2, ..., n}} .

Pritoa, ako (x1, x2, ..., xn) , (y1, y2, ..., yn) ∈ X1×X2×...×Xn, togax
(x1, x2, ..., xn) = (y1, y2, ..., yn) ⇔ xi = yi, ∀i ∈ {1, 2, ..., n}.
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1.1.7 Uxte malku za Venovite dijagrami i nivna primena

Vo prodol�enie, ḱe ja ilustirame primenata na Venovite dija-
grami. Prvo, ḱe gi pretstavime, so xrafiran del od Venoviot
dijagram, mno�estvata X ∪ Y , X ∩ Y i X \ Y .

Primer 1. Vo prva godina studii na grupata biologija pri
PMF se zapixani 60 studenti, od koi 21 se �enski. Od site
studenti 48 redovno gi sledat predavaǌata, a 6 �enski neredovno
odat na predavaǌa. Kolku maxki studenti neredovno gi sledat
predavaǌata?
Rexenie. Rexenieto na ovaa zadaqa ḱe go prosledime so Venovi
dijagrami. Neka so U go oznaqime mno�estvoto od site studenti,
so A mno�estvoto od site �enski studenti, a so B mno�estvoto od
site studenti xto redovno gi sledat predavaǌata. Mno�estvata
A i B mora da imaat zaedniqki elementi, bidejḱi zbirot na ele-
menti na ovie dve mno�estva (21 + 48 = 69) e pogolem od brojot na
elementite na U(60).

Spored toa, na soodvetniot Venov dijagram (crte�ot pogore),
imame 4 dela so koi xto se pretstaveni: I = A ∩ B′, II = A ∩ B,
III = A′ ∩B i IV = A′ ∩B′. Nas né interesira brojot na elementi
vo A′ ∩ B′ t.e. vo IV . Od dadenoto, znaeme deka A ima 21 element,
B ima 48 elementi, a A ∩ B′ ima 6 elementi, pa (pogledni slika)
II ima 21 − 6 = 15 elementi, a III pak ima 48 − 15 = 33 elementi.
Koneqno, IV ima 60 − (6 + 15 + 33) = 60 − 54 = 6 elementi t.e.
odgovorot na naxata zadaqa e 6.
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1.2 Korespondencija, relacija, preslikuvaǌe i operacija

1.2.1 Definicija na korespondencija i relacija i nekoi os-
novni svojstva

Definicija 1. Neka X i Y se dve mno�estva. Sekoe podmno-
�estvo K od Dekartoviot proizvod X × Y se narekuva korespon-
dencija od X vo Y .

Ako (x, y) ∈ K, togax qesto pixuvame xKy.
Ako (z, t) /∈ K, togax pixuvame z /K t.

Mno�estvoto X se vika domen, a mno�estvoto Y se vika kodomen
na korespondencijata K.
Primer 1. Neka A = {1, 2, 3}, B = {a, b}. Togax K = {(1, a), (2, b), (3, a)}
e edna korespondencija od A vo B.

Definicija 2. Neka X e dadeno mno�estvo. Sekoja koresponden-
cija od X vo X se narekuva relacija vo mno�estvoto X .

Znaqi, relacija vo mno�estvoto X e sekoe podmno�estvo od
X × X . Voobiqaeno e relaciite da se oznaquvaat so bukvite od
grqkata azbuka α, β, γ . . . .
Primer 2. Neka A = {1, 2, 3}. Togax so
α = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 3)} e dadena relacija vo A.

Neka α e relacija vo X . Relacijata α velime deka e:
(i) refleksivna ako i samo ako za sekoj x ∈ X e toqno xαx.

(ii) antirefleksivna ako i samo ako za sekoj x ∈ X e toqno x/αx.

(iii) simetriqna ako i samo ako za site x, y ∈ X takvi xto xαy
va�i i yαx.

(iv) antisimetriqna ako i samo ako za site x, y ∈ X za koi xαy ∧
yαx va�i x = y.

(v) tranzitivna ako i samo ako za site x, y, z ∈ X za koi xαy∧yαz

va�i xαz.
(vi) relacija za ekvivalentnost ako i samo ako e refleksivna,
simetriqna i tranzitivna.
(vii) relacija za podreduvaǌe ako i samo ako e refleksivna, an-
tisimetriqna i tranzitivna.
(vii) relacija za strogo podreduvaǌe ako i samo ako e antiref-
leksivna, tranzitivna.
Primer 3. Neka A = {1, 2, 3} i neka
α = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 3), (1, 3)},
β = {(1, 2), (2, 1)} i γ = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3)} se relacii vo A.
Proveri deka α e refleksivna, antisimetriqna i tranzitivna, a
β e antirefleksivna i simetriqna.
Relacijata γ ne zadovoluva nitu edno od navedenite svojstva:
γ ne e refleksivna bidejḱi (2, 2) /∈ γ,
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γ ne e antirefleksivna bidejḱi (1, 1) ∈ γ,
γ ne e simetriqna bidejḱi (1, 3) ∈ γ, no (3, 1) /∈ γ,
γ ne e antisimetriqna bidejḱi (1, 2), (2, 1) ∈ γ, no 1 	= 2,
γ ne e ni tranzitivna bidejḱi (2, 1), (1, 3) ∈ γ, no (2, 3) /∈ γ.

Relaciite za ekvivalentnost i za podreduvaǌe se od poseben in-
teres. Vo prodol�enie ḱe se zadr�ime na relacijata za podredu-
vaǌe.

Neka α e relacija za podreduvaǌe vo X . Velime deka α e li-
nearno podreduvaǌe vo X ako i samo ako za sekoi x, y ∈ X e
ispolnet eden od slednite dva uslova xαy ili yαx.
Primer 4. Relacijata α od primerot 2 e relacija za linearno
podreduvaǌe.

Ako stavime A = {1, 2, 3, 4} i ρ = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 2),
(2, 3), (1, 3)}, togax ρ e relacija za podreduvaǌe vo A, no podredu-
vaǌeto ne e linearno, bidejḱi (1, 4) /∈ ρ i (4, 1) /∈ ρ.

Neka α e relacija za strogo podreduvaǌe vo X . Velime deka
α e linearno strogo podreduvaǌe vo X ako za sekoi x, y ∈ X e
ispolnet toqno eden od uslovite xαy ili yαx.

Voobiqaeno e relacijata za podreduvaǌe vo mno�estvoto Xda
se oznaquva so ≤ (pomalo ili ednakvo), a pak strogoto podreduva-
ǌe so < (pomalo), a za mno�estvoto X da velime deka e podredeno
so ≤, odnosno strogo podredeno so <.

1.2.2 Definicija za supremum i infimum vo podredeno mno-
�estvo

Neka X e linearno podredeno mno�estvo so relacija za podredu-
vaǌe ≤ i neka A ⊆ X .

Definicija 3. Za elementot M ∈ X velime deka e majorant
na mno�estvoto A ako i samo ako e ispolnet uslovot a ≤ M , za
sekoj a ∈ A.

Neka M e majorant na A i M1 ∈ X e takov xto M ≤ M1. Togax,
zaradi tranzitivnosta na podreduvaǌeto, ḱe bide ispolneto a ≤
M1, za sekoj a ∈ A, xto znaqi deka i M1 e majorant na A.

Znaqi, od interes e onoj majorant na A, koj e pomal ili ednakov
od sekoj drug majorant na A, i nego go narekuvame supremum na A
i oznaquvame supXA ili kratko supA.

Definicija 4. Za u ∈ X velime deka e supremum na A i
pixuvame u = supA, ako i samo ako se ispolneti uslovite:
(i) u e majorant na A,
(ii) ako M ∈ X e koj bilo majorant na A, togax u ≤ M .

Sliqno, definirame minorant i infimum na A.
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Definicija 5. Za elementot m ∈ X velime deka e minorant
na A vo X ako i samo ako e ispolnet uslovot m ≤ a, za sekoj a ∈ A.

Definicija 6. Za elementot v ∈ X velime deka e infimum
na A i pixuvame v = infX A ili kratko v = inf A ako i samo ako se
ispolneti uslovite:
(i) v e minorant na A,
(ii) ako m e koj bilo minorant na A, togax m ≤ v.

1.2.3 Definicija na preslikuvaǌe i vidovi na presliku-
vaǌa

Definicija 7. Neka X i Y se dve neprazni mno�estva. Za
korespondencijata f od X vo Y koja xto gi zadovoluva uslovite:

(i) (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y ) (x, y) ∈ f

(ii) (x, y1), (x, y2) ∈ f ⇒ y1 = y2

velime deka e preslikuvaǌe (funkcija) od X vo Y i pixuvame

f : X → Y ili X
f→ Y.

Ako (x, y) ∈ f pri preslikuvaǌeto f od X vo Y voobiqaeno e
da koristime oznaka y = f(x), i elementot y se vika slika na
elementot x pri preslikuvaǌeto f , ili uxte velime deka y mu e
pridru�en na x pri preslikuvaǌeto f .

Mno�estvoto X se vika domen, a Y kodomen na preslikuva-
ǌeto f : X → Y .

Mno�estvoto f(X) = {y ∈ Y | y = f(x), za nekoj x ∈ X} se vika
rang na f i se oznaquva so Rangf ili samo f(X). Jasno f(X) ⊆ Y .

Dvata uslova za edna korespondencija da bide preslikuvaǌe
mo�e da se iska�at i na drug naqin t.e.:

Preslikuvaǌe f od mno�estvoto X vo mno�estvoto Y e kores-
pondencija od X vo Y , koja na sekoj element od X mu korespondira
(pridru�uva) edinstven element od Y .
Primer 5. Neka A = {1, 2, 3}, B = {a, b}.

Ako f = {(1, a), (2, b)}, togax f e korespondencija od A vo B,
koja ne e preslikuvaǌe, bidejḱi 3 ∈ A, no ne postoi element od B
koj mu e pridru�en na 3.
Primer 6. Neka A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c, d} i
g = {(1, a), (2, b), (3, c), (3, d)}. Togax g e povtorno korespondencija
od A vo B, koja ne e preslikuvaǌe od A vo B bidejḱi (3, c), (3, d) ∈ g

no c 	= d.
Primer 7. Neka A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c, d} i h = {(1, a), (2, b), (3, c)}.
Korespondencijata h od A vo B e preslikuvaǌe od A vo B.
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Definicija 8. Preslikuvaǌeto f : X → Y e injektivno pres-
likuvaǌe (ili injekcija) ako i samo ako razliqni elementi od X

imaat razliqni sliki vo Y .
Znaqi, preslikuvaǌeto f : X → Y e injektivno ⇔ (x1 	= x2 ⇒

f(x1) 	= f(x2)), za site x1, x2 ∈ X ⇔ (f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2, za
site x1, x2 ∈ X).

Zabelexka. Ekvivalentnosta na dvete definicii za injektivno
preslikuvaǌe sleduva od matematiqkata logika, t.e od ekviva-
lentnosta na p ⇒ q i ¬q ⇒ ¬p, za bilo koi iskazi p i q.

Definicija 9. Preslikuvaǌeto f : X → Y e surjektivno
preslikuvaǌe (ili surjekcija) ako i samo ako f(X) = Y .

Bidejḱi f(X) ⊆ Y , za sekoe preslikuvaǌe f : X → Y , uslovot za
surjektivnost na preslikuvaǌe f e vsuxnost Y ⊆ f(X) t.e. baraǌe
sekoj element y ∈ Y da bide element na f(X) t.e. sekoj element
y ∈ Y da bide slika na nekoj element x ∈ X .

Taka, mo�eme da ka�eme deka preslikuvaǌeto f : X → Y e
surjektivno ako i samo ako e ispolnet uslovot

(∀y ∈ Y )(∃x ∈ X) y = f(x).

Definicija 10. Ako preslikuvaǌeto f : X → Y e injektivno
i surjektivno, togax velime deka f e biektivno preslikuvaǌe
ili samo biekcija od X vo Y .
Primer 8. Neka A = {1, 2, 3}, B = {a, b} i f = {(1, a), (2, b), (3, b)}.
Togax f e preslikuvaǌe od A vo B koe e surjektivno, no ne e
injektivno bidejḱi elementite 2 i 3 od A imaat ista slika.
Primer 9. Neka A = {1, 2, 3},B = {a, b, c, d} i g = {(1, a), (2, b), (3, c)}.
Togax g e preslikuvaǌe od A vo B koe e injektivno, no ne e sur-
jektivno bidejḱi elementot d ∈ B ne e slika na nitu eden element
od A pri g.

Definicija 11. Sekoe preslikuvaǌe od X × X vo X se narekuva
operacija vo X .

Primer 10. Sobiraǌe vo N i mno�eǌe vo N se operacii vo N,
kade N e mno�estvoto prirodni broevi.

1.3 Ekvivalentni mno�estva. Koneqni i beskoneqni mno-

�estva. Priroden broj

1.3.1 Ekvivalentni (istobrojni) mno�estva

Da se zadr�ime uxte malku na biektivnite preslikuvaǌa.
Primer 1. Neka A = {1, 2, 3, 4} i B = {a, b, c, d}. Presliku-

vaǌeto f : A → B, definirano so f = {(1, a), (2, b), (3, c), (4, d)} e
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biektivno preslikuvaǌe od A vo B. Ako definirame korespon-
dencija g od B vo A so g = {(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4)}, lesno mo�e da
proverime deka g e preslikuvaǌe od B vo A. Uxte poveḱe g e i
biektivno preslikuvaǌe.

Ova xto go napravivme vo primerot 1, na konkretnite mno�e-
stva A i B i preslikuvaǌeto f , va�i i poopxto t.e. za koi bilo
mno�estva X i Y i koe bilo biektivno preslikuvaǌe od X vo Y .

Neka X i Y se koi bilo mno�estva i neka f e biektivno pres-
likuvaǌe od X vo Y . Definirame korespondencija g : Y → X na
sledniot naqin:

g(y) = x ⇔ y = f(x), za x ∈ X, y ∈ Y. (∗)
3.1. Korespondencijata g od Y vo X , definirana so (∗), e pres-
likuvaǌe od Y vo X , koexto e i biekcija.
Dokaz. Prvo, ḱe poka�eme deka g e preslikuvaǌe od Y vo X .
(i) Neka y ∈ Y e proizvolen element od Y . Bidejḱi f : X → Y

e surjekcija, postoi element x ∈ X takov xto f(x) = y od kade,
zaradi (∗), imame x = g(y). Znaqi, na sekoj element y ∈ Y so g mu
e pridru�en element x ∈ X .
(ii) Neka y ∈ Y i neka (y, x1), (y, x2) ∈ g t.e. x1, x2 ∈ X i x1 = g(y) i
x2 = g(y). Zaradi (∗), imame deka f(x1) = y i f(x2) = y t.e. f(x1) =
y = f(x2). No, f : X → Y e injekcija, pa znaqi od f(x1) = f(x2) za
x1, x2 ∈ X sleduva x1 = x2. Doka�avme deka ako (y, x1), (y, x2) ∈ g,
togax x1 = x2.

Od (i) i (ii) sleduva deka g, definirano so (∗), e preslikuvaǌe
od Y vo X .

Da doka�eme deka g e injekcija od Y vo X .
Neka y1, y2 ∈ Y i neka g(y1) = g(y2) (= x ∈ X). Togax, zaradi (∗),

imame deka y1 = f(x) i y2 = f(x) t.e. (x, y1), (x, y2) ∈ f , a bidejḱi f

e preslikuvaǌe od X vo Y , mora y1 = y2. Znaqi, od g(y1) = g(y2)
sleduva y1 = y2 za koi bilo y1, y2 ∈ Y , xto znaqi deka g e injekcija
od Y vo X .

Sliqno, se poka�uva deka g e surjekcija od Y vo X (se ostava
na qitatelot da go proveri toa).

Definicija 1. Neka f e biektivno preslikuvaǌe od X vo Y .
Biektivnoto preslikuvaǌe g od Y vo X , definirano so (∗), se
narekuva inverzno preslikuvaǌe na f i se oznaquva so f−1.

Zabelexka. Ako postoi biektivno preslikuvaǌe f , od mno�estvo
X vo mno�estvo Y , togax na sekoj element od X mu e pridru�en
edinstven element od Y (so f) i obratno t.e. na sekoj element
od Y mu e pridru�en edinstven element od X (so f−1). Velime
vospostaveno e zaemno ednoznaqno soodvetstvuvaǌe (pridru�u-
vaǌe) meǵu elementite od X i Y . Vo ovoj sluqaj, mo�estvata X i
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Y imaat isto ”koliqestvo” na elementi i se narekuvaat ekviva-
lentni mno�estva.

Definicija 2. Za dve mno�estva X i Y velime deka se ekviva-
lentni ako postoi biektivno preslikuvaǌe od X vo Y . Pixuvame
X ∼ Y .

Mno�estvata A i B od primerot 1 se ekvivalentni mno�estva.
Toqno e i slednoto svojstvo:
3.2. (i) X ∼ X , za sekoe mno�estvo X .

(ii) Ako X ∼ Y togax i Y ∼ X

(iii) Ako X ∼ Y i Y ∼ Z togax X ∼ Z.
Od 3.2 sleduva deka ”∼” e relacija za ekvivalentnost.

1.3.2 Koneqni i beskoneqni mno�estva

Definicija 3. Edno mno�estvo se narekuva koneqno ako ne e
ekvivalentno so niedno negovo vistinsko podmno�estvo.

Definicija 4. Edno mno�estvo se narekuva beskoneqno ako ne e
koneqno.

Mno�estvata od primer 1 se koneqni mno�estva. Ako koneqnite
mno�estva X i Y se ekvivalentni, togax uxte gi narekuvame i
istobrojni t.e. X i Y se mno�estva so ednakov broj na elementi
i pixuvame δX = δY .

1.3.3 Priroden broj

Istobrojnite mno�estva formiraat klasi. Taka na primer,
site mno�estva xto se ekvivalentni so mno�estvoto race kaj eden
qovek, formiraat edna klasa. Vo taa klasa, ḱe se najdat i mno-
�estvata: A = {�,©}, B = {a, b},C = {|, ||} i uxte mnogu drugi.

Ponatamu, site mno�estva ekvivalentni so mno�estvoto prsti
od ednata raka kaj nekoj qovek, obrazuvaat druga klasa. Vo ovaa
druga klasa, ḱe se najdat mno�estvata D = {a, b, c, d, e},
E = {|, ||, |||, ||||, |||||} i uxte mnogu drugi mno�estva.

Taka, uxte vo raniot razvoj na qovextvoto, se javila potre-
bata za razlikuvaǌe na brojnosta na mno�estvata od razni klasi
i sekoj narod si sozdaval svoi oznaki (znaci) i toa razliqni za
razliqni klasi.

Izrazuvaǌeto na brojnosta na mno�estvata od prvata klasa se
karakterizira so zborot ”dva” (vo naxiot jazik) i simbolot 2,
a na mno�estvata od vtorata klasa so zborot ”pet” (vo naxiot
jazik) i simbolot 5.
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Taka se doxlo do poimot priroden broj. Sekoj priroden
broj vsuxnost e karakteristika na nekoja klasa od neprazni,
istobrojni, koneqni mno�estva.

Ova poka�uva deka poimot priroden broj proizleguva od mnogu
poxirokiot poim - mno�estvo.

1.4 Mno�estvoto na prirodni broevi, N

1.4.1 Konstrukcija na mno�estvoto na prirodni broevi N

Veḱe vidovme deka sekoe koneqno mno�estvo X ima svoja karak-
teristika (veliqina) koja se narekuva broj na elementi vo X i
se oznaquva so δX , i taa karakteristika δX e ista za site drugi
mno�estva koixto se istobrojni (ekvivalentni) so X , t.e. se vo
klasata na istobrojni mno�estva so X . Ako X 	= Ø, δX opredeluva
priroden broj.

Neka X = {x} t.e. X go sodr�i elementot x i nitu eden drug
element. Brojot na elementi na mno�estvoto X , δX , kojxto e ed-
nakov so brojot na elementi na sekoe drugo istobrojno mno�estvo
so X , go opredeluva prirodniot broj “eden” (vo naxiot jazik) so
simbol 1 (vo dekadniot sistem na oznaquvaǌe).

Ako na mno�estvoto X = {x} mu dodademe element y, y 	= x, do-
bivame mno�estvo Y = {x, y}. Brojot na elementi na mno�estvoto
Y , δY , kojxto e ednakov so brojot na elementi na sekoe drugo isto-
brojno mno�estvo so Y , go opredeluva prirodniot broj “dva” (vo
naxiot jazik) so simbol 2 (vo dekadniot sistem na oznaquvaǌe).

Prodol�uvajḱi ja ovaa postapka, na dodavaǌe po eden nov (ra-
zliqen) element na prethodnoto mno�estvo, doaǵame do prirod-
nite broevi “tri”, “qetiri”, “pet”, itn., so simboli 3, 4, 5, sood-
vetno itn., t.e. go dobivame mno�estvoto na prirodnite broevi,
koe go oznaquvame so N.

Znaqi, N= {1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . , 9, 10, 11 . . .}.
Va�no mno�estvo xto veḱe go spomnavme na poqetokot e i praznoto

mno�estvo, Ø. Toa e mno�estvo koe nema nitu eden element. Ne-
govata karakteristika δØ ja vikame “nula”, so simbol 0, i ne ja
smetame za priroden broj.
Zabelexka. Za oznaquvaǌe na prirodnite broevi t.e. za oznaqu-
vaǌe na brojot na elementi na neprazni, koneqni mno�estva, vo
tekot na istorijata se koristeni razliqni znaci. Denes najmnogu
se koristi takanareqen desetiqen (dekaden) sistem vo koj se ko-
ristat deset cifri (simboli): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (veḱe gi nave-
dovme), i koi se narekuvaat arapski cifri. Postojat i drugi
sistemi xto se upotrebuvaat.
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Neka so n oznaqime proizvolen fiksiran priroden broj t.e.
n ∈N. Toa znaqi n = δX za nekoe koneqno, neprazno mno�estvo X .
Brojot na elementi na mno�estvoto Y koe se dobiva so dodavaǌe
na eden nov (razliqen od site elementi vo X) element na X , δY ,
e priroden broj koj xto go oznaquvame so n + 1 i go narekuvame
(neposreden) sledbenik na brojot n.

Vo isto vreme, velime deka n e (neposreden) prethodnik za
n + 1.

1.4.2 Peanovi aksiomi. Princip na matematiqka indukcija

Pri konstrukcijata na prirodnite broevi vooquvame nekoi za-
konitosti.
4.1. Za sekoj element n ∈N postoi toqno eden element od N, xto go
oznaquvame so n + 1 i go narekovme negov sledbenik.

4.2. Postoi edinstven element od N, koj xto go oznaquvame so sim-
bolot 1, kojxto ne e sledbenik na nitu eden element od N.
4.3. Sekoj element od N e sledbenik na najmnogu eden element od
N, odnosno
4.3′. Dva razliqni elementi od N imaat razliqni sledbenici.
4.4. Ako S e podmno�estvo od N, takvo xto
a) 1 ∈ S

b) Od elementot n ∈ S sleduva deka i negoviot sledbenik n+1 ∈
S.
Togax S =N

Mno�estvoto na prirodni broevi N gi zadovoluva svojstvata
4.1, 4.2, 4.3 i 4.4. Sekoe mno�estvo koe gi zadovoluva svojstvata
4.1, 4.2, 4.3. i 4.4. e ekvivalentno so N.

Svojstvata 4.1, 4.2, 4.3 i 4.4 se poznati pod imeto Peanovi
aksiomi.

Svojstvata 4.1, 4.2 i 4.3, mo�e da gi navedeme vo edno tvrdeǌe
koristejḱi go poimot preslikuvaǌe. Neka so f ja oznaqime kore-
spondencijata koja na sekoj element od N mu go pridru�uva ne-
goviot sledbenik n + 1. Svojstvata 4.1, 4.2 i 4.3 vsuxnost znaqat
deka f e injektivno preslikuvaǌe od N vo N, pri xto 1 ne e slika
na nitu eden element od N.

Svojstvoto 4.4 e poznato i pod imeto aksioma na indukcija.
Ovaa aksioma se koristi pri doka�uvaǌe na mnogu svojstva

na prirodnite broevi i, pritoa, vo primena se koristi slednata
nejzina formulacija, poznata pod imeto princip na matematiqka
indukcija (PMI).

Za da se doka�e deka nekoe svojstvo go ima sekoj priroden broj,
dovolno e da se doka�e deka toa svojstvo go ima brojot 1 i deka
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od toa xto toa svojstvo go ima prirodniot broj n, sleduva deka
go ima i negoviot sledbenik n + 1, t.e.

PMI. Neka P (n) oznaquva deka nekoe svojstvo e ispolneto za
prirodniot broj n.
Neka va�i:
(i) P (1)
(ii) Od P (n) sleduva P (n + 1)
Togax za sekoj priroden broj n va�i P (n).

1.4.3 Operacii vo N: Sobiraǌe, mno�eǌe, stepenuvaǌe

Vo mno�estvoto prirodni broevi se izveduvaat poveḱe ope-
racii. Na poqetok, ḱe ja definirame operacijata ”sobiraǌe”,
koja xto vsuxnost (prirodno) sleduva od samata konstrukcija na
prirodnite broevi i e povrzana so operacijata unija na mno�es-
tva. Potoa ḱe ja definirame operacijata mno�eǌe na prirodni
broevi preku operacijata sobiraǌe. Ḱe navedeme nekoi bitni
svojstva na ovie dve va�ni operacii vo N. Potoa so pomox na
mno�eǌeto ḱe definirame operacija stepenuvaǌe vo N, i povtorno
ḱe dademe nekoi nejzini svojstva.

Operacijata ”sobiraǌe” na prirodni broevi, so oznaka ”+”,
se opredeluva kako xto veḱe ka�avme so pomox na operacija unija
na mno�estva. Za m, n ∈N, zbirot m + n e brojot na elementi
na unijata na dve disjunktni mno�estva, ednoto od koi sodr�i
m elementi, a drugoto sodr�i n elementi. Ovaa definicija ne
zavisi od izborot na dadenite mno�estva.

Sobiraǌe vo N mo�e da se definira i induktivno na sledniot
naqin:

Za m, n ∈N,

m + 1 = f(m) (4.1)

m + (n + 1) = f(m + n) (4.2)

kade f e preslikuvaǌeto od N vo N koe na sekoj priroden broj mu
go pridru�uva negoviot sledbenik n + 1, t.e. f(n) = n + 1.

Da ja objasnime vtorata definicija, imajḱi ja predvid kon-
strukcijata na prirodnite broevi i definicijata na sobiraǌeto.

Neka m ∈N e proizvolno izbran element od N i neka X e mno-
�estvo takvo da m = δX . Zbirot m + 1 e broj na elementi na
unijata na mno�estvoto X so nekoe ednoelementno mno�estvo Y ,
qij xto presek so X e Ø. Bidejḱi Y e ednoelementno mno�estvo i
X ∩ Y = Ø, toa mno�estvoto X ∪ Y vsuxnost go dobivame koga na
mno�estvoto X mu dodademe eden nov element (razliqen od site
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elementi vo X). Toa znaqi deka δ(X ∪ Y ) e sledbenikot na δX t.e.
m + 1 e sledbenikot na m t.e. m + 1 = f(m).

Ponatamu, zbirot m + 2 go definirame sliqno kako i m + 1, no
sega kako sledbenik na veḱe definiraniot zbir m + 1, a bidejḱi
2 e sledbenik na 1 t.e. 2 = 1 + 1, toa go zapixuvame na sledniot
naqin:

m + (1 + 1) = f(m + 1)

Sliqno se definira m + 3 i zbirot na brojot m so bilo koj drug
priroden broj, koristejḱi go prethodno definiraniot zbir.

So PMI se doka�uva deka za koi bilo prirodni broevi m, n ∈N,
zbirot m + n e ednoznaqno opredelen priroden broj.
Imeno, neka m ∈N e proizvolno izbran priroden broj. Ḱe doka-
�eme deka za sekoj n ∈N, brojot m+n e priroden broj, ednoznaqno
opredelen. Dokazot ḱe go sprovedeme so PMI.

Za n = 1, zbirot m+n = m+1
(4.1)
= f(m) e sledbenikot na m ∈N,

kojxto e ednoznaqno opredelen priroden broj.
Neka za n ∈N, zbirot m + n e ednoznaqno opredelen priroden

broj.
Togax za zbirot na m i n + 1 imame

m+(n+1)
(4.2)
= f(m+n) = (m+n)+1 t.e. m+(n+1) e sledbenikot

na prirodniot broj m+n, kojxto e ednoznaqno opredelen priroden
broj.

Zaradi PMI tvrdeǌeto va�i za sekoj n ∈N.
Operacijata “mno�eǌe” na prirodni broevi so oznaka “·” se

definira induktivno na sledniot naqin:
Za m, n ∈N,

1 · m = m (4.3)

(n + 1) · m = n · m + m (4.4)

Od (4.3) i (4.4) imame deka: za m, n ∈N, proizvodot n·m e ednakov
na zbirot na n prirodni broevi, od koi sekoj e ednakov na m, t.e.

n ·m = m + m + · · ·+ m︸ ︷︷ ︸
n−pati

Kako i kaj sobiraǌeto, i kaj mno�eǌeto va�i deka za koi bilo
prirodni broevi m, n ∈N, proizvodot m·n e ednoznaqno opredelen
priroden broj. (Se proveruva so PMI).

Vo prodo�enie ḱe dademe nekoi va�ni svojstva na operaciite
sobiraǌe i mno�eǌe vo N.

Za koi bilo prirodni broevi m, n, k ∈N, va�i:
4.5. (i) m + n = n + m

(ii) m · n = n · m
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Svojstvoto 4.5. e poznato pod imeto komutativnost na sobiraǌe
i mno�eǌe.
4.6. (i) m + (n + k) = (m + n) + k

(ii) m · (n · k) = (m · n) · k
Svojstvoto 4.6. e poznato pod imeto asocijativnost na sobiraǌe
i mno�eǌe.
4.7. (i) m · (n + k) = (m · n) + (m · k)

(ii) (m + n) · k = (m · k) + (n · k)
Svojstvoto 4.7. e poznato pod imeto distributivnost na ednata
operacija vo odnos na drugata operacija vo N.
4.8. (i) m + k = n + k ⇔ m = n

(ii) m · k = n · k ⇔ m = n

Svojstvoto 4.8. e poznato kako svojstvo za krateǌe pri sobiraǌe
i mno�eǌe vo N.

So pomox na mno�eǌeto vo N se definira i edna druga ope-
racija vo N, nareqena stepenuvaǌe.

Za m, n ∈N, stepenot mn, se definira kako proizvod od n

prirodni broevi, od koi sekoj e ednakov na m, t.e. mn = m · m · · · · ·m︸ ︷︷ ︸
n−pati

Ovaa definicija e ekvivalentna so slednata induktivna defini-
cija na stepenot t.e.

Za m, n ∈N,

m1 = m (4.5)

mn+1 = mn · m (4.6)

Vo oznakata za stepenot mn, m se narekuva osnova na stepenot,
a n se narekuva eksponent na stepenot.

Za bilo koi prirodni broevi m, n ∈N, stepenot mn e ednoz-
naqno opredelen priroden broj.
(I ova se proveruva so PMI).

Za m, n, k ∈N va�at slednite svojstva:
4.9. 1m = 1
4.10. mn ·mk = mn+k

4.11. (m · n)k = mk · nk

4.12. (mn)k = mn·k

1.4.4 Podreduvaǌe vo N

Neka m i n se dadeni prirodni broevi. Ako postoi priroden
broj k, takov xto n = m + k, velime deka m e pomal od n (ili n e
pogolem od m).
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Vo toj sluqaj pixuvame m < n(ili n > m). Spored ova pogore,
za m, n ∈ N, imame

m < n ⇔ n > m ⇔ (∃k ∈ N) n = m + k (4.7)

(4.7) definira edna relacija vo N, za koja se poka�uva deka e
strogo podreduvaǌe vo N, t.e. e antirefleksivna i tranzitivna.
4.13. Ako m i n se koi bilo prirodni broevi, togax e ispolnet
eden i samo eden od uslovite:
(i) m < n

(ii) m = n

(iii) m > n

Svojstvoto 4.13. vsuxnost doka�uva deka strogoto podreduvaǌe
”<” definirano so (4.7) e linearno.
So pomox na ”<” se definira relacija ”≤” (pomalo ili ednakvo)
vo N na sledniot naqin:

Za m, n ∈ N,

m ≤ n ⇔ n ≥ m ⇔ (m < n ∨ m = n) (4.8)

So (4.8) e definirana relacija ”pomalo ili ednakvo”, za koja
xto se poka�uva deka e podreduvaǌe vo N i toa linearno pod-
reduvaǌe (zaradi 4.13.).

Ḱe navedeme nekoi svojstva na podreduvaǌeto vo odnos na ope-
raciite vo N.

Za m, n, k, s ∈ N, va�i
4.14. (i) m < n ⇔ m + k < n + k

(ii) m ≤ n ⇔ m + k ≤ n + k

4.15. (i) m < n ⇔ m · k < n · k
(ii) m ≤ n ⇔ m · k ≤ n · k

4.16. (i) m < n ∧ k < s ⇒ m + k < n + s ∧ m · k < n · s
(ii) m ≤ n ∧ k ≤ s ⇒ m + k ≤ n + s ∧ m · k ≤ n · s

4.17. 1 ≤ n, za sekoj n ∈ N

Zabelexka. Lesno se proveruva deka prirodnite broevi se po-
dredeni na sledniot naqin:

1 < 2 < 3 < · · · < n < n + 1 < . . .

1.4.5 Odzemaǌe vo N

Neka m i n se dadeni prirodni broevi. Ako postoi priroden
broj k takov xto m = n + k, velime deka k e razlika na broevite
m i n, i pixuvame k = m − n.
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Prirodno, se postavuva praxaǌeto dali za koi bilo dva dadeni
prirodni broja mo�e da se opredeli nivnata razlika. Odgovorot
na ova praxaǌe e negativen t.e. razlika na dva prirodni broja
postoi za nekoi prirodni broevi, no ne za site prirodni broevi.

Primer 1. a) Dali postoi 3 − 2?
Da, bidejḱi 3 = 2 + 1, 1 ∈ N.

b) Dali postoi 2− 3?
Praxaǌeto e ekvivalentno so slednoto praxaǌe: dali postoi

k ∈ N, 2 = 3 + k? Bidejḱi takov k ∈N ne postoi, odgovorot na
praxaǌeto e NE.

Se postavuva i drugo praxaǌe: dali dokolku razlikata na dva
prirodni broja postoi, taa e ednoznaqno opredelena. Odgovorot
na ova praxaǌe e pozitiven.

4.18. Razlikata m−n na prirodnite broevi m, n ∈ N e priroden
broj (postoi vo N) ako i samo ako m e pogolem od n i vo toj sluqaj
taa e ednoznaqno opredelena.

Opredeluvaǌeto na razlikata m − n, za broevite m, n ∈ N, se
narekuva odzemaǌe.

Od sé xto ka�avme pogore, jasno e deka odzemaǌeto ne e ope-
racija vo N.

Neka m i n se dadeni prirodni broevi. Ako postoi priroden
broj k ∈ N takov xto m = n · k, velime deka k e koliqnik na
broevite m i n i pixuvame

k =
m

n
ili k = m : n

Uxte se veli deka n e delitel na m i pixuvame n|m.
I ovde se postavuva praxaǌe dali za koi bilo dva dadeni

prirodni broevi postoi nivniot koliqnik. Lesno mo�e da se
proveri deka odgovorot i na ova praxaǌe e negativen. Na primer,
ako zememe m = 3 i n = 2, nivniot koliqnik ne postoi vo N, bidejḱi
postoeǌe na nivniot koliqnik znaqi postoeǌe na priroden broj k
takov da 3 = 2 · k, xto ne e mo�no vo N.

Toqno e slednoto svojstvo:
4.19. Ako koliqnikot m

n na dva dadeni prirodni broevi postoi vo
N togax toj e ednoznaqno opredelen priroden broj.

Opredeluvaǌe na koliqnikot m
n na dva dadeni prirodni broja

m i n se narekuva deleǌe. Deleǌeto, kako i odzemaǌeto, ne e
operacija vo N.

Lesno se proveruvaat slednite svojstva na deleǌeto.
Neka m, n, p, q ∈ N. Toqni se:

4.20. (i) m
1 = m

(ii) m
m = 1
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(iii) m·n
n = m

(iv) Ako m ∈ N, m 	= 1, togax m+1
m ne postoi vo N.

Zabelexka. Sekade ponatamu, znakot “·” za mno�eǌe ḱe go ispux-
tame i ḱe pixuvame mn namesto m ·n, i ako koliqnikot m

n za m, n ∈
N postoi ḱe pixuvame m

n ∈ N, a vo sprotivno m
n /∈N.

4.21. Ako m
n , p

q ∈N togax m
n = p

q ako i samo ako mq = np.

4.22. Ako m
n , p

q ∈N togax m
n

p
q = mp

nq ∈ N i m
n + p

q = mq+np
nq ∈ N.

1.5 Mno�estvoto na celi broevi Z

Vo 1.4.5 vidovme deka odzemaǌeto na prirodni broevi ne e ope-
racija vo N bidejḱi za dadeni prirodni broevi m i n ravenkata

(∗) m = n + x,

ne sekogax ima rexenie vo N. Prirodno, se nalo�uva potreba
od proxiruvaǌe na mno�estvoto na prirodni broevi, no pritoa
proxiruvaǌeto da se napravi taka xto zbirot na dva elementi od
N vo novoto mno�estvo bide opredelen na ist naqin kako i vo N.
Taka, vo novoto mno�estvo ḱe se najdat site prirodni broevi, 0
i broevi od oblik −n, kade n ∈ N. Ova e mno�estvo na celite
broevi, so oznaka Z. Znaqi:

Z = {. . .− n,−(n − 1),. . .,−3,−2,−1,0,1,2,3,. . .,n,n + 1,. . .}

Mno�estvoto {−n | n ∈ N} se oznaquva so -N, a elementite −n i n

se narekuvaat sprotivni elementi.
Taka, Z = N ∪ {0} ∪ (-N), a unijata N ∪ {0} ja oznaquvame so

N0.
Elementite na N se narekuvaat pozitivni celi broevi, a na

-N negativni celi broevi.
Sobiraǌeto “+” vo Z se definira so:

(i) m + 0 = 0 + m = m, za sekoj m ∈ Z

(ii) Za m, n ∈ N zbirot m + n e opredelen kako vo N.

(iii) n + (−n) = (−n) + n = 0, za sekoj n ∈ N

(iv) n + (−(n + k)) = (−(n + k)) + n = −k, za sekoi n, k ∈ N

(v) (n + k) + (−n) = (−n) + (n + k) = k, za sekoi n, k ∈ N



26 Dragan Dimitrovski, Vesna Manova-Erakoviḱ, Ǵorǵi Markoski

(vi) (−m) + (−n) = (−n) + (−m) = −(m + n), za sekoi m, n ∈ N

(i)-(vi) iska�ani so zborovi, vsuxnost, znaqat: (i) Sekoj cel
broj sobran so 0 go dava samiot broj.
(ii) Sobiraǌeto na dva prirodni broja vo Z e kako i vo N.
(iii) Sekoj broj sobran so negoviot sprotiven dava 0.
(iv) Zbir na dva broja n ∈ N i (−m) ∈ −N, kade n < m e ednakov
na sprotivniot broj na razlikata na m i n.
(v) Zbir na dva broja m ∈ N i (−n) ∈ −N, kade m > n e ednakov na
razlikata na broevite m i n.
(vi) Zbir na dva broja −m,−n ∈ −N e ednakov na sprotivniot broj
na zbirot na broevite m i n.

Mno�eǌeto vo Z se definira so:

a) m · 0 = 0 · m = 0, za sekoj m ∈ Z

b) Za m, n ∈ N, proizvodot mn e opredelen kako i vo N.
v) m(−n) = (−m)n = −(mn), za sekoi m, n ∈ N

g) (−m)(−n) = (−n)(−m) = mn, za sekoi m, n ∈ N.
Razlikata vo Z se definira sliqno kako vo N.
Neka m i n se dadeni celi broevi. Ako postoi cel broj k ∈

Z takov xto m = n + k, togax k e razlika na m i n i pixuvame
k = m − n.

Zaradi
m = n + k ⇔ (−n) + m = (−n)+ (n+ k) ⇔ (−n)+ m = ((−n)+ n)+ k ⇔
m + (−n) = 0 + k ⇔ m + (−n) = k

dobivme deka razlikata na broevite m i n, m − n e ednakva na
zbirot na brojot m i sprotivniot broj na brojot n t.e. m − n =
m + (−n).
5.1. Razlikata na koi bilo dva celi broja m i n, m − n, e ednoz-
naqno opredelen cel broj, i pritoa m − n = m + (−n).
Znaqi, odzemaǌeto vo Z e operacija vo Z i ravenkata (*) sekogax
ima edinstveno rexenie vo Z, ednakvo na m + (−n).
5.2. Za operaciite sobiraǌe i mno�eǌe vo Z va�at komutativniot,
asocijativniot, distributivniot zakon i zakonot za krateǌe. Pri-
toa, kaj mno�eǌeto, va�i zakon za krateǌe so elementi razliqni
od 0, t.e. mk = nk ⇔ m = n pri k 	= 0.

Deleǌeto vo Z se definira sliqno kako vo N.
Neka m i n se dadeni celi broevi. Ako postoi k ∈ Z takov xto

m = nk, velime k e koliqnik na m i n i pixuvame k = m
n . Uxte

velime, n e delitel na m i pixuvame n|m.
Broevite od Z, koi go imaat 2 za delitel, se vikaat parni

celi broevi, a ostanatite neparni.
Broevite od N, koi nemaat drugi deliteli osven 1 i samiot

broj se narekuvaat prosti, a ostanatite prirodni broevi se na-
rekuvaat slo�eni.
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Brojot 1 ne e ni prost ni slo�en broj.
Lesno se proveruva deka deleǌeto i vo Z ne e operacija.
Imajḱi go predvid mno�eǌeto vo Z, se zabele�uva deka:

(i) ako m, n ∈ N ili m, n ∈ −N, togax nivniot koliqnik, dokolku
postoi, e element na N.

(ii) ako m ∈ N, n ∈ −N ili m ∈ −N, n ∈ N togax nivniot koliqnik
dokolku postoi e element na -N.

Stepenuvaǌe vo Z se definira so:

(a) m0 = 1 za sekoj m ∈ Z \{0}.
(b) Za m, n ∈ N, mn se definira kako i vo N.

(v) (−m)n = (−m)(−m) . . . (−m)︸ ︷︷ ︸
n−pati

za bilo koi m, n ∈ N.

Zabelexka. m−n, za m, n ∈ N ne e sekogax opredeleno vo Z.
I vo Z se definira podreduvaǌe, pri xto se zapazuva podredu-

vaǌeto vo N.
Za m, n ∈ Z,

m < n ⇔ n > m ⇔ n − m ∈ N (5.1)

Lesno se proveruva deka ”<” definirano so (5.1) e strogo pod-
reduvaǌe vo Z. Relacijata ”≤” definirana so

m ≤ n ⇔ n ≥ m ⇔ (m < n ∨ m = n) (5.2)

e relacija za podreduvaǌe vo Z, i toa linearno podreduvaǌe vo
Z.

Od toa kako e definirano podreduvaǌeto vo Z, jasno e deka:
n < n + 1, −(n + 1) < −n, 0 < n, −n < 0 za sekoj n ∈ N t.e.
elementite na Z se podredeni na sledniot naqin:

· · · − (n + 1)< − n< . . . < − 2< − 1<0<1<2< . . .n<n + 1< . . .

Neka m, n, p ∈ Z. Toqni se slednite svojstva na podreduvaǌeto vo
odnos na sobiraǌe i mno�eǌe vo Z.

5.3. (i) m < n ⇔ m + p < n + p
(ii) m ≤ n ⇔ m + p ≤ n + p

5.4. (i) m < n, 0 < k ⇔ m · k < n · k
(ii) m ≤ n, 0 < k ⇔ m · k ≤ n · k

5.5. (i) m < n, k < 0 ⇔ m · k > n · k
(ii) m ≤ n, k < 0 ⇔ m · k ≥ n · k

Za brojot m ∈ Z, apsolutna vrednost na m, so oznaka |m|, se
definira na sledniot naqin:
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|m| =

⎧⎨
⎩

m, m ∈ N

−m, m ∈ −N

0, m = 0

Znaqi |m| ≥ 0, ∀m ∈ Z.
So PMI se doka�uva i slednoto bitno svojstvo vo Z.

5.6. Neka m i n se dadeni celi broevi, pri xto n 	= 0. Togax
postoi eden i samo eden par celi broevi q i r takvi xto m = q·n+r,

0 ≤ r < |n|.

1.6 Mno�estvoto na racionalni broevi Q

Veḱe vidovme deka i vo Z, koliqnikot na koi bilo dva celi
broja m, n ne sekogax postoi bidejḱi za dadeni celi broevi m i
n ravenkata (�) m = n · x ne sekogax ima rexenie vo Z. Zatoa, i
ova mno�estvo se proxiruva, do edno novo mno�estvo na broevi
od oblik m

n nareqeni dropki, kade m, n ∈ Z i n 	= 0. Brojot m se
narekuva broitel, a brojot n se narekuva imenitel na dropkata
m
n . Pritoa, za dve dropki m

n i p
q velime deka se ednakvi ako i samo

ako m · q = n · p t.e.

m

n
=

p

q
⇔ m · q = n · p za m, n, p, q ∈ Z, n, q 	= 0 (6.1)

Ova novo mno�estvo e mno�estvoto na racionalni broevi, i go
oznaquvame so Q.

Vo Q se definiraat operacii sobiraǌe i mno�eǌe na sledniot
naqin:

Za
m

n
,
p

q
∈ Q,

m

n
+

p

q
=

m · q + n · p
n · q (6.2)

m

n
· p

q
=

mp

nq
(6.3)

Vo mno�estvoto Z, za a ∈ Z e toqno deka a : 1 =
a

1
= a. Imajḱi

go ova predvid, sekoj cel broj a mo�e da se pretstavi kako ra-
cionalen od oblikot a

1 , i dobivame deka Z⊂Q. Od (6.2) i (6.3)
e jasno deka sobiraǌeto i mno�eǌeto na broevi od Z, vo novoto
mno�estvo, e kako i vo Z.

6.1. Za operaciite sobiraǌe i mno�eǌe vo mno�estvoto na
racionalni broevi, Q, va�at komutativniot, asocijativniot, dis-
tributivniot zakon i zakonot za krateǌe (pri mno�eǌe va�i za-
konot za krateǌe so elementi razliqni od 0).
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Za dva dadeni broja m
n , p

q ∈ Q, nivnata razlika m
n − p

q e racio-
nalen broj r

s takov xto m
n = p

q + r
s . Toqno e

r

s
=

m

n
− p

q
=

m

n
+

−p

q

Deleǌeto vo Q se definira na sledniot naqin:
Neka m

n , p
q se dadeni racionalni broevi. Ako postoi racionalen

broj x takov xto m
n = p

q ·x velime x e koliqnik na m
n i p

q i pixuvame
x = m

n : p
q .

Zaradi

m
n = p

q · x ⇔ q
p · m

n = q
p

(
p
q · x

)
⇔ qm

pn =
(

q
p · p

q

)
x

⇔ qm
pn = qp

pqx ⇔ qm
pn = x

dobivame deka koliqnikot m
n : p

q e ednakov na racionalniot
broj qm

pn .
6.2. Koliqnikot na koi bilo dva racionalni broevi m

n i p
q ,

m
n : p

q

e ednoznaqno opredelen broj, ednakov na qm
pn .

Znaqi ravenkata (�) vo Q sekogax ima edinstveno rexenie.
Za racionalniot broj m

n velime e deka pozitiven ako m ·n > 0.
Mno�estvoto na pozitivni racionalni broevi go oznaquvame so
Q+.

Ako m · n < 0, velime deka racionalniot broj m
n e negativen,

a mno�estvoto od negativni racionalni broevi go oznaquvame so
Q−.

Definirame relacija “<” vo Q so:

r1, r2 ∈ Q, r1 < r2 ⇔ r2 > r1 ⇔ r2 − r1 ∈ Q+ (6.4)

i relacija ”≤” vo Q so:

r1, r2 ∈ Q, r1 ≤ r2 ⇔ r2 ≥ r1 ⇔ (r1 < r2 ∨ r1 = r2) (6.5)

“≤” e linearno podreduvaǌe vo Q.
Toqno e slednoto va�no svojstvo:

6.3. Ako r, s ∈Q se proizvolni racionalni broevi takvi xto r < s,
togax postoi racionalen broj t takov sto r < t < s.
Navistina, t = r+s

2 e eden takov broj.
Vsuxnost, meǵu koi bilo dva racionalni broja r i s, r < s,

postojat beskoneqno mnogu racionalni broevi.
Zabelexka. Vakvo svojstvo ne va�i kaj celite broevi.

6.4. Ako r i s se koi bilo pozitivni racionalni broevi, togax
postoi priroden broj n ∈ N takov xto n · r > s.
Ova svojstvo e poznato pod imeto Arhimedovo svojstvo.
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Vo Q se definira i stepen na racionalen broj so pokazatel,
negativen cel broj na sledniot naqin:

Za r ∈ Q, n ∈ N, r−n =
(

1
r

)n

=
(

1
r

)(
1
r

)
. . .

(
1
r

)
︸ ︷︷ ︸

n−pati
Dropkite so imenitel 10n, n-priroden broj, gi narekuvame

desetiqni i gi zapixuvame vo vid na decimalni broevi.
Dropkata
a + a1

10 + a2
102 + · · ·+ an

10n = a, a1a2 . . . an,

ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} se narekuva koneqna de-
setiqna dropka (ili koneqen decimalen broj).

Nema da se zadr�ime na pravila za operacii so decimalni
broevi, bidejḱi tie proizleguvaat od pravilata za operacii so
dropki. Nie ḱe se zadr�ime na pretstavuvaǌe na nekoi racionalni
broevi vo vid na koneqni desetiqni dropki t.e. vo vid na koneqen
decimalen broj.
6.5. Neka p

q e racionalen broj takov xto p i q nemaat zaedniqki
delitel razliqen od 1 (ili −1). Ako imenitelot q mo�e da se
pretstavi vo vid ±2m ·5n, m, n,∈ N0, togax p

q mo�e da se pretstavi
vo vid na koneqna desetiqna dropka.

Na primer:
3
40 = 3

23·5 = 3·52

23·5·52 = 3·25
23·53 = 75

103 = 70+5
103 = 7·10

103 + 5
103 = 7

102 + 5
103 = 0 + 0

10 +
7

102 + 5
103 = 0, 075

Vo delot 1.14, ḱe vidime deka ako q ne mo�e da se pretstavi vo vid
±2m · 5n,m, n ∈N0, togax brojot p

q ne mo�e da se pretstavi vo vid
na koneqna desetiqna dropka, tuku vo vid na beskoneqna desetiqna
dropka, vo koja odredena grupa cifri se povtoruvaat periodiqno
i beskoneqno. Takvite dropki se narekuvaat beskoneqni peri-
odiqni desetiqni dropki ili beskoneqni decimalni peri-
odiqni broevi.
Primer 2. 4

9 = 4
10 + 4

102 + 4
103 · · · = 0, 444 . . .

1.7 Odnos i proporcija

Odnos na dva broja a i b, b 	= 0 se narekuva koliqnikot na
broevite a i b.

Od svojstvata na racionalnite broevi proizleguva deka odnosot
na dva broja a i b, b 	= 0 ne se menuva ako broevite a i b se pom-
no�at (podelat) so eden ist broj m, m 	= 0. t.e.

a

b
=

a · m
b · m

Taka, odnosot na dva racionalni broja, mo�e da se zameni so odnos
na dva celi broja.



MATEMATIKA I (ZA STUDENTI PO BIOLOGIJA) 31

Primer 1.
2
3
3
5

=
10
15
9
15

= 10
9

Ednakvost na dva odnosa a
b = c

d se narekuva proporcija. Pri-
toa za broevite a, b, c, d velime deka se vo proporcija i a i d se
krajni qlenovi na proporcijata, a b i c se sredni qlenovi na
proporcijata.

Od uslovot za ednakvost na dva racionalni broja proizlegu-
vaat slednite svojstva:
7.1. a

b = c
d ⇔ a · d = b · c

Ova svojstvo dava pravilo za presmetuvaǌe na nekoj nepoznat
qlen od proporcijata.
Na primer, ako 6

x = 2
7 , togax 6 · 7 = x · 2 t.e. x = 42

2 = 21
7.2. a

b = c
d ⇔ b

a = d
c ⇔ a

c = b
d ⇔ c

a = d
b .

Znaqi, vo proporcijata a
b = c

d mo�e da se menuvaat mestata na
qlenovite, pod uslov pri presmetuvaǌe na vkrstenite proizvodi
vo proporcijata da se dobie a · d = b · c.
7.3. Neka a

b = c
d . Togax:

a+b
b = c+d

d , a+b
a = c+d

c , a−b
b = c−d

d , a−b
a = c−d

c , a+b
a−b = c+d

c−d ,
Dokaz. Neka a

b = c
d . Togax va�i:

a
b + 1 = c

d + 1, od kade sleduva deka a+b
b = c+d

d .
a
b − 1 = c

d − 1, od kade sleduva deka a−b
b = c−d

d .

Od a+b
b = c+d

d i a
b = c

d , dobivame
a+b

b
a
b

=
c+d

d
c
d

t.e. a+b
a = c+d

c .

Sliqno, od a−b
b = c−d

d i a
b = c

d se dobiva a−b
a = c−d

c .

Od a+b
b = c+d

d i a−b
b = c−d

d se dobiva:
a+b

b
a−b

b

=
c+d

d
c−d

d

t.e. a+b
a−b = c+d

c−d

Neka a1, a2, . . . , an se proizvolni broevi i k e daden konstanten
broj. Ako sekoj od broevite a1, a2, . . . , an go pomno�ime so k, do-
bivame broevi b1 = k · a1, b2 = k · a2, . . . , bn = k · an soodvetno t.e.
slednata tablica broevi:

a1 a2 . . . an

b1 b2 . . . bn

za koi va�i b1
a1

= b2
a2

= · · · = bn
an

= k koja se narekuva sistem na
proporcionalni broevi. Za k velime deka e koeficient na pro-
porcionalnost.
Lesno se proveruva deka va�i:

7.4. b1
a1

= b2
a2

= · · · = bn
an

= b1+b2+···+bn
a1+a2+···+an

Dokaz. Od b1
a1

= b2
a2

= · · · = bn
an

= k imame b1 = k · a1, b2 = k · a2, . . . ,
bn = k · an pa
b1+b2+···+bn
a1+a2+···+an

= k·a1+k·a2+···+k·an
a1+a2+···+an
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= k(a1+a2+···+an)
a1+a2+···+an

= k = b1
a1

= b2
a2

= . . . bn
an

.

Proporcijata ima golema primena vo praktikata i vo sekojd-
nevniot �ivot. Vo prodol�enie ḱe ja ilustrirame ovaa primena.

1.8 Veliqini, proporcionalni veliqini, obratnopropor-

cionalni veliqini

Vo sekojdnevniot �ivot, tehnikata i naukata se koristat naj-
razliqni veliqini kako dol�ina, ploxtina, masa, volumen, tem-
peratura, vreme i drugi.

Sekoe svojstvo (karakteristika) na dadeni objekti (tela, ge-
ometriski figuri, poimi) xto mo�e da se sporeduva so isto takvo
svojstvo na prethodno izbran objekt se narekuva veliqina. Ve-
liqinata na prethodno izbraniot objekt, najqesto se narekuva
edinica merka za taa veliqina, a samiot objekt se narekuva
edineqen objekt.

Na primer, veliqini se: dol�ina na otseqka, koja se sporeduva
so dol�ina na edineqna oceqka, od na primer 1cm; broj na ele-
menti na koneqni mno�estva, so edinica merka brojot 1; ploxtina
na ramninski figuri so edinica merka, na primer 1cm2; masa na
tela so edinica merka od 1kg i drugi.

Da se izmeri edna veliqina, znaqi taa da se sporedi so izbra-
nata edinica merka i da se opredeli brojot kojxto ka�uva kolku
pati edinicata merka se sodr�i vo dadenata veliqina. Ovaa
postapka se narekuva mereǌe, a dobieniot broj se narekuva meren
broj. Merniot broj zapixan so edinica merka se narekuva merka
na taa veliqina.

Za dve veliqini A i B, od koi ednata zavisi od drugata, ve-
lime deka se pravoproporcionalni ili samo proporcionalni
ako nivnite merni broevi obrazuvaat sistem na proporcionalni
broevi.

Taka, ako A i B se dve proporcionalni veliqini i ako a1 i b1

se merni broevi na A i B soodvetno, pri edni uslovi, a a2 i b2 se
merni broevi na A i B soodvetno, pri nekoi drugi uslovi, togax
imame:

b1

a1
=

b2

a2
t.e.

b1

b2
=

a1

a2

Poslednoto znaqi deka ako ednata veliqina stane nekolkupati
pogolema (ili pomala) togax i drugata veliqina ḱe pretrpi ista
takva promena t.e. ḱe stane isto tolku pati pogolema (ili po-
mala).
Primenata na proporcijata ḱe ja obrazlo�ime na sledniot primer.
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Primer 1. Vo mno�estvo od 100 edinki izbroeni se 30 maxki
edinki. Kolku maxki edinki mo�e da se oqekuvaat vo mno�estvoto
od 500 edinki od istiot vid.
Rexenie. Znaqi, vo ovoj primer razgleduvame mno�estvo B, od
maxki i �enski edinki od nekoj vid i mno�estvo A, od maxki
edinki od toj vid. Pritoa, jasno A ⊂ B. Vo eden primerok
izbroeni se a1 = 30 i b1 = 100. Oqigledno e deka δA i δB se
proporcionalni veliqini bidejḱi ako δB se zgolemi odreden broj
pati t.e. najdeme primerok od istiot vid koj broi pogolem broj
edinki, vo toj primerok ḱe ima isto tolku pati pogolem broj ma-
xki edinki t.e. δA ḱe se zgolemi ist broj pati.

Xematski:

i toa taka da odnosot na brojot na maxki edinki vo odnos na
brojot na site edinki od toj vid se zapazuva t.e. ostanuva ist pri
promeni na brojot na edinki.

Matematiqki zapixuvame na sledniot naqin:

30
100

=
x

500
t.e.

30 · 500 = x · 100 t.e. x =
30 · 500

100
= 150.

Zakluquvame deka vo mno�estvo od 500 edinki od toj vid mo�e da
oqekuvame 150 maxki edinki od istiot vid.
Zabelexki: 1) Ako sme ja pretstavile proporcijata xematski,
gi izednaquvame vkrstenite proizvodi (prika�ani so strelki) i
go dobivame brojot xto go barame.
2) Na ist naqin, kako vo konkretniot primer 1, se pravi xematski
prikaz na sekoja proporcija i se presmetuva eden od nepoznatite
qlenovi vo proporcijata.

Primer 2. Na edna pogolema povrxina P , se broi zastapenosta na
rastenieto X . Kako xto e voobiqaeno pri vakvi postapki povrxi-
nata se deli na eksperimentalni kvadrati so ednakvi ploxtini,
i so sluqaen izbor na eksperimentalnite kvadrati se broi broj-
nosta na X vo izvesen broj kvadrati koi se vikaat probni povr-
xini. Neka ploxtinata na sekoj proben kvadrat isnesuva a m2.
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So pomox na sredna vrednost e najdena proseqna brojnost na ras-
tenieto X vo eden proben kvadrat od a m2 i neka toj prosek bide
H edinki. Ako celata povrxina P ima ploxtina od Am2, mo�eme
da postavime proporcija so slednata xema:

ako na a m2 se izbroeni H edinki od rastenieto X

togax na A m2 ḱe ima x edinki od rastenieto X

t.e.
H

a
=

x

A
t.e. A · H = x · a t.e. x =

A · H
a

Zabelexka. Na ovoj naqin, koristejḱi proporcija, i imajḱi pred-
vid deka brojnosta na rastenieto X i ploxtinata na povrxinata
na koja se naoǵa rastenieto X se proporcionalni veliqini, se
predviduva brojnosta na rastenieto X na celata povrxina P , bez
da se broi zastapenosta na X na celata povrxina.

Za dve zaemno zavisni veliqini A i B, velime deka se obratno-
proporcionalni veliqini ako proizvodot od nivnite merni broevi
e konstanten.

Taka, ako A i B se obratnoproporcionalni veliqini i a1, b1,
se merni broevi na A i B, soodvetno, pri edni uslovi, a a2 i b2 se
merni broevi na A i B soodvetno, pri nekoi drugi uslovi, togax
imame:

a1 · b1 = a2 · b2 t.e.
a1

a2
=

b2

b1
.

Poslednoto znaqi deka ako ednata veliqina se zgolemi (namali)
nekolku pati, togax drugata veliqina ḱe se namali (zgolemi) isto
tolku pati.
Primer 3. Edna grupa od 5 rabotnika zavrxuva nekoja rabota
za 11 denovi, a druga grupa od 7 rabotnika ja zavrxuva istata
rabota za 8 denovi. Koja grupa raboti podobro (poefikasno)?
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Rexenie. Ḱe presmetame, za sekoja grupa, za kolku denovi ḱe ja
zavrxi rabotata eden rabotnik od grupata ako raboti sam. (Pri-
toa, pretpostavuvame deka vo sekoja grupa site rabotnici rabotat
podednakvo). Za prvata grupa imame:

ako 5 rabotnika ja zavrxuvaat rabotata za 11 dena

togax 1 rabotnik ḱe ja zavrxi rabotata za x denovi.
Oqigledno ovde stanuva zbor za obratnoproporcionalni veliqini,
bidejḱi ako brojot na rabotnici vo grupata se smali, brojot na
denovi potrebni za zavrxuvaǌe na rabotata ḱe bide pogolem.
Znaqi, 5 · 11 = 1 · x t.e. x = 55 dena.

Za vtorata grupa imame:
ako 7 rabotnika ja zavrxuvaat rabotata za 8 dena

togax 1 rabotnik ḱe ja zavrxi rabotata za y denovi.

Znaqi, 7 · 8 = 1 · y t.e. y = 56 dena.
Bidejḱi x < y, zakluquvame deka prvata grupa na rabotnici e
poefikasna.

1.9 Procenti

Na poqetokot ḱe razgledame dva primeri na populacii vo koi
ja odreduvame polovata struktura na dadeniot vid.

Primer 1. Vo nekoja populacija se najdeni 2360 edinki i e
utvrdeno deka 420 od niv se maxki, a ostanatite se �enski edinki.
Kolku pati ima poveḱe �enski edinki vo odnos na maxki edinki?
Kolku e odnosot na site edinki vo odnos na maxkite edinki?

VKUPNO MAXKI �ENSKI
2360 420 2360− 420 = 1940

odnos: �enski edinki
maxki edinki = 1940

420 = 4, 62 pati

odnos: site edinki
maxki edinki = 2360

420 = 5, 62 pati
Znaqi vo ovaa populacija ima 4, 62 pati poveḱe �enski vo odnos
na maxki, i 5, 62 pati se poveḱe site vo odnos na maxkite edinki.

Primer 2. Vo nekoja populacija od 1110 edinki se najdeni 130
maxki edinki. Ostanatite se �enski. Da najdeme kolku pati ima
poveḱe �enski vo odnos na maxki edinki?

�enski= 1110− 130− 980
odnos: �enski edinki

maxki edinki = 980
130 = 7, 5 pati poveḱe �enski

Da pretpostavime sega deka vo naxiot eksperiment se bara da
se odredi dali eden vid sodr�i poveḱe �enski (ili pomalku) vo
odnos na maxki edinki i deka vo populacijata od primer 1 imaxe
eden vid od koj sme uspeale da najdeme 2360 edinki i izbroile 420
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maxki, a vo populacijata od primer 2 sme naxle 1110 i izbroile
130 maxki. Xto e ona xto nas ḱe ne interesira?

Apsolutnata brojnost na �enskite edinki od populaciite od pri-
merite 1 i 2 e:

1940 edinki od vidot koj pripaǵa na populacijata od primerot 1

i

980 edinki od vidot koj pripaǵa na populacijata od primerot 2.

1940 vo odnos na 980 ne ka�uva nixto za vidot, zatoa xto od
prviot vid imame najdeno poveḱe edinki, t.e. apsolutnata vred-
nost ne ka�uva nixto za toa kolkav e odnosot na �enski vo odnos
na maxki, samo pri razliqni eksperimenti naoǵame razliqen broj
edinki i imame razliqno broeǌe.

Va�en pokazatel za sporedba e relativniot odnos.

Vo naxiot sluqaj ima odnos A
B (4, 62) vo edna situacija i odnos

D
C (7, 5) vo druga situacija xto poka�uva deka vidot od populaci-
jata od primer 1 ima srazmerno pomalku �enski edinki vo odnos
na vidot od populacijata od primer 2 iako vo populacijata od
primer 1 bea najdeni poveḱe �enski edinki.

Taka, nie mo�evme da gi sporeduvame A vo odnos na C (kako na
poqetok), no toa nixto ne ni poka�uva za tie dva vida, nitu pak
mo�e da se dobie kvaliteten zakluqok za sporedba.

Relativnata sporedba A
B i C

D i A
B vo odnos na C

D e mnogu pova�na
i poqesta vo biologijata nasproti apsolutnata sporedba.

Da razgledame uxte eden primer.

Primer 3. Ako studentskata stipendija e 2000 denari spore-
dena so sredna plata od 8000 denari, taa dava koeficient na
studentski standard t.e. 2000

8000 = 1
4 od plata = 0, 25. Pred nekolku

godini, stipendijata iznesuvala 1600 denari, a sredna plata bila
6000 denari. Znaqi togax koeficientot na studentski standard
iznesuval 1600

6000 = 0, 266. Bidejḱi 0, 266 e pogolemo od 0, 25 zakluqu-
vame deka studentot pred nekolku godini imal pogolem standard
vo odnos na denexniot student, iako apsoltutno toj denes ima
pogolema stipendija 2000 vo odnos na 1600. Znaqi sekoe mereǌe e
relativno.

Da se vratime na prvite dva primeri. Ako imame poveḱe edinki
od razliqen pol i sakame da ja odredime polovata struktura odnos-
no maxkite edinki vo odnos na vkupnata populacija, ḱe dojdeme do
koliqnici od vidot:
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Dobivame razliqni decimalni broevi za sporeduvaǌe. Za-
radi toa xto ispituvame vo koja populacija preovladuvaat poveḱe
maxki edinki treba da napravime sporeduvaǌe na decimalnite
broevi od I, II, III, . . . t.e. A

B , C
D , E

F , . . . . Sporedbata e mnogu
poednostavna ako namesto razliqni B, D, F, . . . rabotime so nekoe
(zamisleno) mno�estvo od sekogax ednakov broj na edinki vo sekoj
vid i toa bax 100. Se praxuvame zoxto bax 100? 10, 100, 1000 se
lesni broevi, no ako zememe 10 edinki toa e premalku (mo�ni se
mnogu sluqajnosti), 1000 e dovolno golem broj za da dade potoqna
slika, no 1000 primeroci e pregolem broj, ne sekogax mo�e da se
najdat tolku mnogu. I zatoa se zema mno�estvo od 100 edinki (ili
100 edinici merki) za osnovno mno�estvo vo site mereǌa.

Ako imame nekoja veliqina (mno�estvo) M i ne interesira
nekoj nejzin del m kako se odnesuva vo odnos na celinata M , toa
e kako da se bara kolkav e delot p od edno zamisleno mno�estvo
od 100 koj bi bil ednakov na delot m vo odnos na M , t.e.

Stanuva zbor za proporcija, pa dobivame:

m : M = p : 100

t.e. m · 100 = M · p t.e. p = m
M · 100 ili m = p · M

100
Ovoj del od 100 se vika p-ti procent.
Definicija. (Eden) Procent e stoti del od nekoja veliqina

A t.e. 1% od A = A
100
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Primer 5. 1% od 2000 edinki iznesuva 2000
100 = 20 edinki. (= 1

100-
ti del od 2000).
5% od 2000 edinki e petpati poveḱe od 1% t.e.
5% od 2000 edinki = 5(1% od 2000 edinki) =
= 5 · 2000

100 = 5 · 20 = 100 edinki.
Primer 6. 25% od 4000 grama iznesuva

25 · 4000
100 = 1000 grama.

Toqno e deka

p% odA = p · A

100

Da go objasnime znaqeǌeto na p% od A.
Ako se vratime na razgleduvaǌe primeri od poveḱe razliqni

populacii:

A

B
− del na A vo B

C

D
− del na C vo D

E

F
− del na E vo F

i ako pokraj B, D, F . . . razgleduvame i osnovno mno�estvo od 100
edinki, togax imame soodvetno

a − del od100 = Ati del odB

c − del od100 = Cti del odD

e − del od100 = Eti del odF

t.e.
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Toa matematiqki se izrazuva na sledniot naqin:

a

100
=

A

B
, A = a · B

100

c

100
=

C

D
, C = c · D

100

e

100
=

E

F
, E = e · F

100
odnosno:

A e ednakov na a % od B

C e ednakov na c % od D

E e ednakov na e % od F

t.e. a e broj na procenti na A vo B

c e broj na procenti na C vo D

e e broj na procenti na E vo F

Opxto

procent
100

=
del

celina

t.e. formulata za procent e

procent = (
del

celina
· 100)%

Primer 7. Da gi razgledame sega Primer 1 i Primer 2 i da go
izrazime procentualno delot na �enski vo I i vo II grupa (popu-
lacija).

I grupa: (
1940
2360

· 100)% = 82%

II grupa: (
980
1110

· 100)% = 88%

xto znaqi deka �enski ima procentualno poveḱe vo II - grupa (po-
pulacija) iako brojno pomalku.
Xto znaqat ovie brojki 82 % i 88 %?
I grupa: ako zememe 100 edinki, od niv 82 ḱe bidat �enski
II grupa: ako zememe 100 edinki, od niv 88 ḱe bidat �enski.

Primer 8. Od 2500 cvetovi 900 se beli. Koj procent e toa?

p = ( 900
2500 · 100)% = 36% beli cvetovi

Znaqi, ako zememe 100 cveta, 36 od niv ḱe bidat beli (pri ide-
alni raspredelbi).
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Procentot e posebno va�en ako imame mno�estvo so poveḱe
podmno�estva, kako xto e sluqaj vo biologijata. Togax procentu-
alnoto pretstavuvaǌe e suxtinsko, opxto usvoeno i mnogu ka�uva
za mno�estvoto i negovite podmo�estva.

Primer 9. Vo klasata Insecta od redot Heteroptera se najdeni
slednive familii:

ALYDIDAE 2
ARDCHORIDAE 37
COREIDAE 2
LIGAEIDAE 318
MIRIDAE 373
NABIDAE 3

Vkupno 735 Heteroptera

Najdi go procentot na sekoja familija od redot Heteroptera!
Imame:

p1 =
(

2
735

· 100
)

% = 0, 27%

p2 =
(

37
735

· 100
)

% = 5, 03%

p3 =
(

2
735

· 100
)

% = 0, 27%

p4 =
(

318
735

· 100
)

% = 41, 6%

p5 =
(

373
735

· 100
)

% = 50%

p6 =
(

3
735

· 100
)

% = 0, 41%

Zabele�uvame deka najgolem del otpaǵa na dve familii, qetvr-
tata i pettata, a ostanatite familii vo klasata se skoro nezna-
qitelni (osven mo�ebi od vtorata familija).

Isto taka zabele�uvame deka p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 ≈ 100%
(t.e. vkupniot zbir e 100% od site)

Primer 10. Vo prirodnite nauki se qesti i slednite vi-
dovi sporedbeni tabeli. Merime godixen razvitok (rasteǌe ili
opaǵaǌe) na brojnosta vo nekoja populacija.
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poqetok broj n godixen prirast %
na godina na edinki Δn rasteǌe

1995 326 99
(

99
326 · 100

)
% = 30, 3%

1996 425 90
(

90
425 · 100

)
% = 21%

1997 515 125
(

125
515 · 100

)
% = 24, 2%

1998 640 140
(

140
640 · 100

)
% = 21, 9%

1999 780 170
(

170
780 · 100

)
% = 22%

Znaqi 1995 godina zapoqnuva so 326 edinki. Vo tek na taa go-
dina porastot e 99 edinki pa taka na poqetok na 1996 ima vkupno
(326 + 99) edinki = 425 edinki. Procent na porast vo 1995 godina
iznesuva ( 99

326 · 100)% = 30, 3%.
Postapkata prodol�uva.

Od vakvi presmetki i tabeli mo�e da zakluqime vo koja godina
porastot bil najgolem, a vo koja najmal t.e. koja bila najdobra
godina za rasteǌe, a koja najloxa i takvite presmetki slu�at za
da se napravat nekoi analizi. Vo naxiot primer procentot na
porast (stapka ili indeks na rasteǌe) bil najgolem vo 1995, a
najmal vo 1996 god.

1.10 Vidovi na procentni zadaqi

Mo�ni se tri vida na procentni zadaqi:

Prva direktna procentna zadaqa

Dadena e edna veliqina A, se bara druga veliqina B, koja izne-
suva p% od A.
Rexenie.

1% od A
df=

A

100

p% od A = p · (1 % od A) = p · A

100

Po uslov p% od A = B t.e. B = p · A
100

Primer 1. Vo mno�estvo od 1226 edinki samo 87% od niv nad-
minuvaat opredelena te�ina. Kolku iznesuva brojnosta na toj del
od populacijata?

Rexenie. A = 1226
p = 87

B = p · A
100 = 87 · 1226

100 = 108 edinki.
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Vtora (prva obratna) procentna zadaqa

Dadena e edna veliqina B, za koja se znae deka e p% od A. Se
bara nepoznatata veliqina A!

Rexenie. Povtorno

1% od A
df=

A

100

p% od A = p · A

100

Se znae B = p% od A t.e. B = p·A
100

A =
100 · B

p

Primer 2. Se znae deka rakovite pretstavuvaat 15% od nekoja
�ivotinska zaednica. Izbroeni se 420 rakovi. Kolkava e popu-
lacijata na rakovite?

Rexenie. Dadeno e: B = 420
p = 15
Se bara A

A = 100·420
15 = 2800 edinki

Treta (vtora obratna) procentna zadaqa

Dadeni se dve veliqini A i B. Se znae deka B e pomala od A

i deka B e del od A. Se bara koj del od B e A vo %?

Rexenie. Od vovedot za procent: del
celina = p

100(= B
A )

p =
B

A
· 100

Primer 3. Vo zaednica od 1200 edinki samo 45 imaat nekoja
potrebna dol�ina. Kolku e toa vo procenti?

Rexenie. B = 45
A = 1200

pa p% = ( 45
1200 · 100) = 37, 5% ja imaat potrebna dol�ina

1.11 Primeri

Primer 1. Indeks na rasteǌe i sreden indeks
Nekoja populacija raste so dinamika:
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Rasteǌata vo tekot na poedini godini iznesuvaat:
prirast vo I godina Δx1 = 78− 55 = 23 = x1 − x0

prirast vo II godina Δx2 = 86− 78 = 8 = x2 − x1

prirast vo III godina Δx3 = 97 − 86 = 11 = x3 − x2

prirast vo IV godina Δx4 = 110− 97 = 13 = x4 − x3

Opxto, godixniot prirast e Δxk = xk − xk−1, k = 1, 2, . . . , n.
Godixen indeks na rasteǌe e odnosot na godixniot prirast so

brojot na poqetokot na taa godina, izrazen vo procenti.

Opxto, indeksot na rasteǌe za k-ta godina izrazen vo % e

ik =
(

Δxk

xk−1
· 100

)
% , k = 1, 2, . . . , n.

Taka imame

i1 =
(

Δx1

x0
· 100

)
% =

23
55

· 100 = 41, 8%

i2 =
(

8
78

· 100
)

% = 1, 2%

i3 =
(

11
86

· 100
)

% = 12, 7%

i4 =
(

13
97

· 100
)

% = 14, 4%

Totalnata promena se meri so vkupniot indeks na rasteǌe

itot =
110− 55

55
· 100% =

55
55

· 100% = 100%

t.e. populacijata porasnala za 100% (za site 4 godini).
Vo opxt sluqaj ako imame niza na rasteǌe:

1︷ ︸︸ ︷
xo x

2︷ ︸︸ ︷
1 x

3︷ ︸︸ ︷
2 x3 . . .

n︷ ︸︸ ︷
xn−1 xn

definirame indeks na rasteǌe na populacija

i1 =
x1 − x0

x0
· 100% =

Δx1

x0
· 100% − za prviot vremenski period
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i2 =
x2 − x1

x1
· 100% =

Δx2

x1
· 100% − za vtoriot vremenski period

.

.

.

ik = xk−xk−1

xk−1
·100% = Δxk

xk−1
·100%, k = 1, 2, . . . , n−za k-tiot vremenski period

.

.

.

Vo sluqaj na ramnomerno rasteǌe definirame sreden indeks
na rasteǌe so

isreden = ī = i1+i2+···+in
n =

= Δx1
x0

· 100% + Δx2
x1

· 100% + · · ·+ Δxn
xn−1

· 100% =

= 100
n

[
Δx1
x0

+ Δx2
x1

+ · · ·+ Δxn
xn−1

]
%

Vkupen indeks na rasteǌe se definira so

itot =
xn − x0

x0
· 100% =

Δx

x0
· 100%

Primer 2. Stapka na raǵaǌe
Vo grad od 375000 �iteli dnevno se raǵaat 48 maxki i 57 �enski

deca. Opredeli ja stapkata na raǵaǌe:
a) na site deca
b) samo maxki
v) samo �enski i toa:

- meseqno na 1000 �iteli
- godixno na 1000 �iteli
- godixno na 100000 �iteli
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Rexenie.
site samo maxki samo �enski

na 375000 �iteli na 375000 �iteli na 375000 �iteli

dnevno se raǵaat dnevno se raǵaat dnevno se raǵaat

48 + 57 = 105 deca 48 maxki 57 �enski

dnevno na dnevno na dnevno na

1000 �iteli 1000 �iteli 1000 �iteli

x - deca y - maxki z - �enski
375000

105 = 1000
x

375000
48 = 1000

y
375000

57 = 1000
z

t.e. x = 105
375 t.e. y = 48

375 t.e. z = 57
375

deca na 1000 maxki na 1000 �enski na 1000
�iteli dnevno �iteli dnevno �iteli dnevno

meseqno na meseqno na meseqno na

1000 �iteli 1000 �iteli 1000 �iteli

30 · 105
375 30 · 48

375 30 · 57
375

godixno na godixno na godixno na

1000 �iteli 1000 �iteli 1000 �iteli

12 · 30 · 105
375 12 · 30 · 48

375 12 · 30 · 57
375

godixno na godixno na godixno na

100000 �iteli 100000 �iteli 100000 �iteli

x · 1000
= 100000 · 12 · 30 · 105

375
x = 100 · 12 · 30 · 105

375 100 · 12 · 30 · 48
375 100 · 12 · 30 · 57

375

Primer 3. Troxoci na proizvodstvo.
Vo prostorniot raspored na nekoj park:

rastenieto A zazema 28m2 povrxina
rastenieto B zazema 32m2 povrxina
rastenieto C zazema 36m2 povrxina

Vkupnite troxoci za sadeǌe se 1850 denari. Kolku qini sekoj
rasad posebno?

Rexenie.
Vkupnata povrxina e A + B + C = (28 + 32 + 36)m2 = 96m2

Vkupnata cena e S = 1850 denari.
Zasaduvaǌeto na celata povrxina A + B + C qini 1850 denari,

a delot A e A
A+B+C od vkupnite troxoci.

Znaqi,
A qini A

A+B+C · S = 28
96 · 1850 den

B qini B
A+B+C · S = 32

96 · 1850 den
C qini C

A+B+C · S = 36
96 · 1850 den

A
A+B+C - poka�uva koj del od vkupnata povrxina zazema A, pa
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A
A+B+C · S e del od vkupnata cena istroxen za proizvodstvo na
A.

Primer 4. Proporcija i biohemiski procesi. Procenten
sostav na soedinenie

Da presmetame procenten sostav na sulfurna kiselina H2SO4.
Od tablica gi naoǵame atomskite te�ini na komponentite:

te�inata na vodorodot H e 1, na kislorodot O e 16, na sul-
furot S e 32.
Spored toa, molekulskata te�ina na:

H2SO4=2 · H+1 · S+4 · O=2 · 1+1 · 32+4 · 16 = 98 Znaqi,

vo 98 grama H2SO4 ima 2 grama H

vo 100 grama H2SO4 ima x grama H

Ottuka,
⇒ 98 · x = 100 · 2

x =
(

2
98

· 100
)

% = 2, 04%

Znaqi, H e zastapen vo H2SO4 so 2, 04%. Sliqno dobivame deka

% na S vo H2SO4 =
(

32
98 · 100

)
% i % na O vo H2SO4 =

(
64
98 · 100

)
%.

Primer 5. Formiraǌe na smesi
Ima golem broj na zadaqi, povrzani so formiraǌe rastvori i

smesi, razbla�uvaǌe i zasiluvaǌe na rastvori, molarnost itn.

Na primer, Potrebno e da se formira so 500 gr rastvoruvaq eden 2
- molaren rastvor na sulfurna kiselina. Kolku gr qista kiselina
e potrebno da se zeme za taa cel?

Rexenie. 1mol H2SO4 = 98 gr bidejḱi mol. te�ina na H2SO4

e 98.
1 - molaren rastvor znaqi 1 mol. rastv. mater. na 1000 gr,

t.e. 98 gr treba da se sipat na 1000 gr,
a za 2 - molaren rastvor znaqi deka treba da se sipat 2 · 98 gr

na 1000 gr.

Ako za formiraǌe na 2−M rastvor na H2SO4, za 1000 gr treba
da se sipat 2 · 98 = 196 gr kiselina, togax, za 500 gr treba da se
sipat x gr kiselina.

1000 · x = 500 · 196

x =
500 · 196

1000
= 98 gr.
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1.12 Brojna prava

Za pogolema preglednost na brojnite mno�estva, mnogu qesto se
praktikuva nivnite elementi da se pretstavuvaat so pomox na
toqki od prava linija. Se zema proizvolna prava l, na nea izbi-
rame toqka (proizvolno ja izbirame i ja fiksirame) O i proiz-
volna otseqka so dol�ina OA, kako ediniqna merka za dol�ina.

Od toqkata O, ja nanesuvame levo i desno otseqkata OA proizv-
olen broj pati. Taka, gi dobivame toqkite:

A1, A2, A3, . . . B1, B2, B3, . . .

na koi xto gi pridru�uvame broevite 1, 2, 3 . . . −1,−2,−3, . . ., sood-
vetno. So toa izbravme i dve nasoki na pravata: pozitivna i
negativna, soodvetno.

Prava linija na kojaxto e izbrana poqetna toqka (na taa e
pridru�en brojot 0), ediniqna merka za dol�ina i e opredelena
pozitivna nasoka se vika brojna prava.

Se postavuva praxaǌe dali na proizvolen broj a
b ∈ Q sekogax

e mo�no da mu se pridru�i soodvetna toqka od brojnata prava?
Odgovorot na ova praxaǌe e pozitiven. Neka a i b se pozitivni

prirodni broevi i a < b. Togax edineqnata otseqka ja delime na
b delovi i od niv zemame a delovi (na crte�ot e prika�an brojot
4
5).

Ako a > b, togax postojat prirodni broevi m i c taka xto
a
b = m + c

b i c < b. Spored toa, go konstruirame brojot c
b , kako

prethodno, i taa otseqka ja nanesuvame vo prodol�enie na m (na
crte�ot e pretstaven brojot 7

3 = 2 + 1
3).
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Ako a
b e negativen, prvo ja konstruirame otseqkata xto odgo-

vara na −a
b (koj e pozitiven) a potoa ja prenesuvame taa otseqka

levo od 0.
Na ovoj naqin na sekoj r ∈ Q, mu odgovara toqka od broj-

nata prava. Mno�estvoto toqki od brojnata prava koixto odgo-
varaat na broevite od Q se narekuvaat racionalni toqki. Mno-
�estvoto Q e gusto (xto znaqi meǵu bilo koi dve racionalni
toqki se naoǵaat beskoneqno mnogu racionalni toqki), pa raci-
onalnite toqki se gusto postaveni na brojnata prava. Logiqno
se postavuva praxaǌeto dali ovie gusto rasporedeni racionalni
toqki celosno ja popolnuvaat (pokrivaat) celata prava?

So drugi zborovi, ako na sekoj racionalen broj mu odgovara
(racionalna) toqka od brojnata prava, dali va�i i obratnoto,
t.e. dali na sekoja toqka od brojnata prava i soodvetstvuva raci-
onalen broj? Odgovorot na ova praxaǌe e negativen. Vo sledniot
primer ḱe go obrazlo�ime ova.
Primer 1. Neka l e brojnata prava. Nad ediniqnata otseqka
konstruirame ramnokrak pravoagolen triagolnik, so kateta 1 i
temeto na praviot agol da se naoǵa na brojnata prava.

Dol�inata na hipotenuzata, x, nanesena na brojnata prava
opredeluva toqka A, xto ne pripaǵa na Q.

Da pretpostavime sprotivno, t.e. deka x ∈ Q. Od Pitagorovata
teorema imame deka 12+12 = x2. Znaqi, 2 = x2 i x ∈ Q. Od toa xto
x ∈ Q, imame deka x = a

b , a, b ∈ Z. Bidejḱi vo mno�estvoto na drop-
kite va�i a

b = a·m
b·m , za sekoj m ∈Q, m 	= 0, mo�eme da smetame deka

a i b se takvi da x = a
b i a, b nemaat zaedniqki delitel razliqen

od 1 i −1.
Od x2 = 2 ⇔ (

a
b

)2 = 2 ⇔ a2

b2
= 2 ⇔ a2 = 2b2 dobivame deka a e

paren broj, odnosno a = 2c, za nekoj c ∈ Z.
Togax a2 = 2b2 ⇔ (2c)2 = 2b2 ⇔ 4c2 = 2b2 ⇔ b2 = 2c2 t.e. b e paren

broj odnosno b = 2d, za nekoj d ∈ Z. Dobivme deka 2|a i 2|b, xto ne
e mo�no.

Zakluquvame deka ne postoi racionalen broj x ∈ Q takov xto
x2 = 2. Znaqi, najdovme toqka od brojnata prava (edna takva toqka
e A), na koja ne í soodvetstvuva nitu eden racionalen broj. Znaqi
racionalnite toqki ne ja pokrivaat celosno brojnata prava, tuku
meǵu niv ima i nekoi praznini (otvori). Zatoa, prirodno se na-
lo�uva potrebata od proxiruvaǌe na mno�estvoto na racionalni
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broevi, Q, do novo mno�estvo. Toa mno�estvo se narekuva mno-
�estvo realni broevi i se oznaquva so R.

1.13 Poim za niza

Veḱe ja spomnavme dobro poznatata niza od prirodni broevi:
1, 2, 3, 4, 5, . . . , n, n + 1, . . .

Od iskustvo znaeme deka i drugi broevi, osven prirodnite
mo�at da bidat vaka zapixani. Na primer, rezultati od nekoe
mereǌe, platni spisoci, rang listi i sliqno.

Neka α, β, γ, δ, . . . se rezultati od nekoe mereǌe. Ako α e prv
po red meren rezultat, nego go doveduvame vo vrska so prviot
priroden broj 1. Ako β e vtor meren rezultat, nego go doveduvame
vo vrska so brojot 2 i.t.n.,

1 2 3 4
� � � � . . .

α β γ δ

i za da go naglasime ovoj redosled, α ja zamenuvame so a1, β so a2,
γ so a3, δ so a4, itn. Taka dobivame

a1, a2, a3, a4, . . . , an, . . .

Ova e prirodno zapixuvaǌe na rezultatite spored redosle-
dot na mereǌeto, a mo�e da se napravi i spored goleminite, ili
spored nekoj drug kvalitet.

Ako na sekoj priroden broj n ∈N po nekoj opredelen zakon mu
korespondira edinstven element an od nekoe mno�estvo, togax

a1, a2, a3, a4, . . . , an, . . .

opredeluvaat niza.

Definicija. Sekoe preslikuvaǌe f od mno�estvoto na prirod-
ni broevi N vo nekoe drugo mno�estvo A, se narekuva niza (so
vrednosti) vo A.

Pritoa, an = f(n), za n ∈N se narekuvaat qlenovi na nizata.
Znaqi, a1 e prv qlen na nizata, a2 e vtor qlen na nizata, an e n-ti
qlen na nizata ili opxt qlen na nizata.

Nizata kratko se bele�i so simbolot {an}.
Preslikuvaǌeto f xto gi opredeluva qlenovite na nizata, uxte

se narekuva i zakon na nizata.
Nizata se smeta za opredelena ako se znae koj e zakonot, f , na

nizata.
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Primer 1. Ako zakonot f glasi: qlenot an e reciproqna vrednost
od prirodniot broj n t.e.

an = f(n) =
1
n

togax nizata e:
1
1
,

1
2
,

1
3
,

1
4
, . . . ,

1
n

, . . . .

Na primer, 101-ot qlen od nizata e a101 = 1
101 , a 1000-tiot qlen na

nizata e a1000 = 1
1000 = 0, 001.

Primer 2. Ako zakonot f glasi: qlenot an e n-ti stepen na brojot
2 t.e. an = f(n) = 2n, togax nizata e: 2, 22, 23, . . . , 2n, . . . i na pr.
a5 = 32, a a10 = 1024.
Primer 3. Da opredelime nekolku prvi qlenovi na nizata {an},
zadadeni so: a1 = 1, a2 = 1, an+2 = an+1 + an.
Rexenie. Prvite qlenovi na ovaa niza se: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . ..
I vo ovoj sluqaj nizata e opredelena iako opxtiot qlen an ne e
daden eksplicitno, tuku se dadeni prvite dva qlena na nizata i
vrskata meǵu tri qlena vo nizata, an, an+1, an+2. Mo�no e da se
opredeli i ekspliciten analitiqki izraz za zakonot na ovaa niza.

Vakvoto zadavaǌe na nizata se narekuva zadavaǌe so rekurentna
formula.

Nizata od primer 3 e poznata kako niza na Fibonaqi, i se
pojavuva vo botanika.

Za nekoi nizi ne mo�e da se opredeli analitiqki izraz (for-
mula) za opxtiot qlen, iako se znae praviloto spored koe se do-
bivaat nejzinite qlenovi. Na primer, nizata od prosti broevi
koja za qlenovi gi ima: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . . ne mo�e da bide zada-
dena so formula za opxtiot qlen an, i pokraj toa xto ja znaeme
postapkata za nivno opredeluvaǌe.

1.14 Metod na decimalno mereǌe na otseqkite

Dosega gi razgledavme brojnite mno�estva: N, Z, Q. Ḱe poka�eme
deka tie se podmno�estva od edno poxiroko mno�estvo, a toa e
mno�estvoto na realnite broevi. Da se potsetime, prirodniot
broj se raǵa vo procesot na broeǌe, a realniot broj, kako xto ḱe
vidime vo procesot na mereǌe.

Veḱe objasnivme deka mereǌeto e sporeduvaǌe na nekoja golem-
ina so odnapred izbrana edinica merka. Bidejḱi mereǌeto dol�ina
e lesno priemlivi za qovekot, realniot broj ḱe go vovedeme niz
mereǌe na dol�ini. Se razbira, istiot proces lesno mo�e da se
prika�e na site drugi mereǌa.
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Da se izmeri dol�ina na otseqka OM t.e. OM , znaqi da se
sporedi so dadenata osnovna dol�ina (edinica merka). Neka taa
bide dol�inata na otseqkata PQ.

Mereǌeto se sostoi vo nanesuvaǌe na otseqkata PQ opredelen
broj pati vrz OM . Pritoa, krajot na prethodnata se sovpaǵa so
poqetokot na slednata otseqka. Za ovaa postapka aksiomatska os-
nova postoi vo geometrijata, poznata kako aksioma na Arhimed,
koja veli:
Sekoja otseqka mo�e da se nadmine so nanesuvaǌe na oprede-
lena dadena otseqka E, koneqen broj pati. t.e.

Ako OM e dol�inata na dadenata otseqka, PQ = E e dol�ina
na edineqnata otseqka, togax kolku i da e dolga otseqkata OM
sekogax mo�e da ja prekrieme so nanesuvaǌe koneqen broj pati na
otseqkata PQ vrz OM , i toa taka da krajnata toqka M se najde
meǵu poqetnata i krajnata toqka na poslednata od otseqkite
PQ t.e. meǵu A i B (vidi crte�). Ovaa postapka e osnova na
site mereǌa. Mereǌata gi vrxime vo qekori:
I qekor: Ja nanesuvame otseqkata PQ opredelen broj pati vrz
OM taka da OM bide dostignata. (kako xto objasnivme pogore
t.e. da M bide meǵu poqetna A i krajna toqka B na poslednata od
otseqkite PQ) Mo�e da se sluqi:
(i) Toqkata M da se sovpadne so toqkata B. Togax pixuvame M ≡
B. Vo toj sluqaj velime deka mereǌeto e zavrxeno i merniot
broj na dol�inata na otseqkata OM e brojot na nanesuvaǌeto na
otseqkata PQ vrz OM . Toa e nekoj priroden broj, da reqeme n.
Pixuvame:

OM = n · E
Geometrisko pretstavuvaǌe na ovaa situacija e dadeno na sled-
niov crte�.

Bidejḱi E e edineqnata dol�ina t.e. E = 1, OM = n · 1 = n
i prirodniot broj n e meren broj za dol�inata OM . Meǵutoa,



52 Dragan Dimitrovski, Vesna Manova-Erakoviḱ, Ǵorǵi Markoski

mo�en e i sledniot sluqaj:
(ii) Toqkata M da ne se sovpadne so B, tuku da bide meǵu A i B.

Ako do toqkata A, otseqktata PQ sme ja nanele cel broj pati,
da reqeme n, togax do B, otseqkata PQ sme ja nanele n + 1 pati.
Taka M e meǵu krajnite toqki na dvete otseqki so dol�ini n · E
i (n + 1) · E od kade, zaradi E = 1, imame

n < OM < n + 1.

Ovde mereǌeto ne e zavrxeno i merniot broj na OM ne e najden.
Najdeni se samo granici na merniot broj na merenata veliqina,
a toa se prirodnite broevi n i n + 1. Zapixuvajḱi n−, namesto n,
oznaquvame deka n e pomala vrednost od vrednosta na veliqinata
xto ja merime. Uxte velime deka n− e celobrojna aproksimacija
(pribli�na vrednost) na merenata veliqina, po nedostig.

Zapixuvajḱi go n + 1 kako (n + 1)+ oznaquvame deka n + 1 e
pogolema vrednost od vrednosta na merenata veliqina. Velime
(n + 1)+ e celobrojna aproksimacija (pribli�na vrednost) do
merenata veliqina po dodatok.

Znaqi, aproksimaciite n− i (n+1)+ se prvite prirodni broevi
najbliski do vrednosta na merenata velqina. Uxte velime deka n
i n + 1 formiraat celobroen interval vo koj se naoǵa baranata
merena veliqina. No, ova se samo grubi granici na merenata ve-
liqina, i tie vo opxt sluqaj se prirodni broevi, i zatoa postap-
kata ja prodol�uvame do naoǵaǌe potoqen meren broj na baranata
veliqina.
II qekor: Bidejḱi M e meǵu A i B, poslednata od ediniqnite
otseqki PQ, AB, ja delime na 10 ednakvi dela, sekoj od niv so
dol�ina E

10 . Taka dobivame 9 novi vnatrexni toqki. Povtorno se
mo�ni slednite sluqai:

(i) Mo�e da se sluqi toqkata M da se poklopi so nekoja od toqkite
na novata podelba, na primer, so toqkata A1.
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Ako do A1 ima a1 mali otseqki, togax jasno a1 e priroden broj i
toa a1 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, t.e. a1 e edna cifra. Sega mereǌeto
e zavrxeno i merniot broj na OM e

OA1 = OA + AA1 = nE + a1 · E

10
= n · 1 + a1 · 1

10
= n +

a1

10

OA1 = n +
a1

10
(n, a1)

Velime, merniot broj na OM e decimalen broj so edna decimala
t.e. n, a1.

Ako M ne se sovpadne so niedna toqka od novata podelba, togax
imame drug sluqaj, t.e.
(ii) M da se najde meǵu dve ednopodrugi toqki A1 i B1 od novata
podelba. Geometriski prikaz na ovaa situacija e sledniov:

Ako od A do A1 ima a1 otseqki so dol�ina E
10 , togax od A do B1

ima (a1 + 1) otseqki so dol�ina E
10 , pa

OA1 < OM < OB1, kade

OA1 = OA + AA1 = nE + a1 · E

10
= n +

a1

10

OB1 = OA + AA1 + A1B1 = nE + a1 · E

10
+ 1 · E

10
= n +

a1

10
+

1
10

= n +
a1 + 1

10

od kade dobivame

n +
a1

10
< OM < n +

a1 + 1
10

t.e. n, a1 < OM < n, a1 + 1(
a1 + 1 − oznaquva deka e toa edna cifra xto se dobiva koga na a1

se dodade 1).
Znaqi, sega se najdeni pobliski granici na merniot broj na

baranata veliqina OM . Toqkata M se naoǵa vo interval so xi-
roqina 1

10 , t.e. M e meǵu krajnite toqki na dve otseqki so dol�ini
n, a1 i n, a1 + 1, soodvetno, i velime so toqnost 1

10 . Znaqi, vo
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ovoj sluqaj imame 10 pati pogolema preciznost otkolku vo prviot
qekor.

Brojot n, a1 e prva decimalna aproksimacija (pribli�na
vrednost) po nedostig, i oznaquvame n, a−1 (pomala vrednost od
merenata, no najbliska od site decimalni broevi so edna deci-
mala).

Brojot n, a1 + 1 e prva decimalna aproksimacija po dodatok
i oznaquvame n, a1 + 1+.

Vo ovoj sluqaj mereǌeto ne e zavrxeno, no imame potesen in-
terval vo koj se naoǵa merniot broj na baranata veliqina.
III qekor: Postapkata ja prodol�uvame na istiot naqin. Otseq-
kata A1B1 ja delime na 10 novi ednakvi delovi. Dol�ina na sekoj
del ḱe bide 1

10 od E
10 t.e. 1

10 · E
10 = E

102 = E
100 . Znaqi, novite otseqki

se so dol�ina ednakvi na stotiot del od edinicata. I ovde mo�e
da nastapat dva sluqai:
(i) Mo�e M da se sovpadne so edna od novite toqki na primer
M ≡ A2. Geometriski prikaz na ovaa situacija e sledniov crte�.

Ako od A1 do A2 ima a2-novi otseqki so dol�ina E
100, togax

OM = OA + AA1 + A1A2 = n ·E + a1 · E

10
+ a2

E

100
=

= n · 1 + a1 · 1
10

+ a2 · 1
102

= n +
a1

10
+

a2

102
(= n, a1a2)

Mereǌeto e zavrxeno i merniot broj na OM e decimalen
broj so dve decimali.

No, mo�en e i sluqajot:
(ii) M da se najde meǵu dve toqki, A2 i B2, od novata podelba

t.e. vo interval so xirina E
102 .
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Ako od A1 do A2 ima a2 delovi, togax od A1 do B2 ima (a2 + 1)
delovi, pa:

OA2 < OM < OB2, kade

OA2 = OA + AA1 + A1A2 = n · E + a1
E

10
+ a2

E

102
= n +

a1

10
+

a2

102

OB2 = OA+AA1 +A1B2 = n·E+a1 · E

10
+(a2+1) · E

102
= n+

a1

10
+

a2 + 1
102

,

od kade zaradi

n, a1a2 = n +
a1

10
+

a2

102
i n, a1a2 + 1 = n +

a1

10
+

a2 + 1
102

,

dobivame n, a1a2 < OM < n, a1a2 + 1. Mereǌeto ne e zavrxeno, no
najden e interval so xirina 1

100 vo koj se naoǵa toqkata M , i
pritoa, M e oddaleqena od granicite na toj interval za pomalku
od 1

100 . Toa znaqi, ako za pribli�na vrednost za OM zememe

OM ≈ n, a1a2 ili OM ≈ n, a1a2 + 1

togax grexkata na taa zamena e pomala od 1
100 = 10−2

Kako i dosega, zapixuvame n, a1a2 ≡ n, a1a
−
2 i velime e vtora

decimalna aproksimacija po nedostig, a n, a1a2 + 1 ≡ n, a1a2 + 1+

e vtora decimalna aproksimacija po dodatok
Ovaa postapka mo�e da se prodol�i. Pri sekoj natamoxen

qekor mo�e da se oqekuvaat dva nastani:
(i) toqkata M da se sovpadne so edna od toqkite na novata de-
setiqna podelba ili
(ii) M da ne se sovpadne so nitu edna takva toqka t.e. da se najde
vo interval meǵu dve toqki od novata podelba. Taka bi imale vo
nekoj (n + 1)-vi qekor:
(i) M se poklopi so An od poslednata nova podelba.

pa
OM = OAn = OA + AA1 + A1A2 + · · ·+ An−1An =

= n · E + a1 · E

10
+ a2 · E

102
+ · · ·+ an · E

10n
=

n +
a1

10
+

a2

102
+ · · ·+ an

10n
= n, a1a2 . . .an
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t.e. merniot broj na OM e decimalen broj so n-decimali i
OM e izmerlivo preku delovi od E.

No mo�en e i sledniot sluqaj:
(ii) M se naoǵa meǵu dve novi toqki An i Bn t.e.

pa
OAn < OM < OBn, kade

OAn = OA + AA1 + A1A2 + An−1An =

= n · E + a1
E

10
+ a2

E

102
+ · · ·+ an

E

10n
= n +

a1

10
+

a2

102
+ · · ·+ an

10n

OBn = OA + AA1 + A1A2 + An−1Bn =

= n · E + a1
E

10
+ a2

E

102
+ · · ·+ an + 1

10n
E = n +

a1

10
+

a2

102
+ · · ·+ an + 1

10n

t.e. n, a1a2 . . . an < OM < n, a1a2 . . . an + 1.

Znaqi, M se naoǵa vo interval so xiroqina 1
10n , qija leva

i desna granica se decimalni broevi so n-decimali, koi meǵu
sebe se razlikuvaat samo za edna edinica na poslednoto n-toto
decimalno mesto. Kako i dosega:

n, a1a2 . . .an ≡ n, a1a2 . . . a−n = n-ta decimalna
aproksimacija
po nedostig

n, a1a2 . . .an + 1 ≡ n, a1a2 . . . an + 1+ = n-ta decimalna
aproksimacija
po dodatok

I dvata decimalni broja se racionalni broevi i se pribli�na
zamena za merenata veliqina so toqnost od n - decimali ili ve-
lime so toqnost 1

10n = 10−n i pixuvame:

OM ≈ n, a1a2 . . . an ili OM ≈ n, a1a2 . . . an + 1.

Zabelexka. Mereǌeto na te�ini se vrxi na sliqen princip.
Merenata te�ina se opredeluva meǵu dve pribli�ni te�ini, od
koi ednata potte�nuva, a vtorata prete�nuva.
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1.15 Voveduvaǌe na realen broj

Ako postapkata na decimalnoto mereǌe ima kraj, t.e. ako, na
primer po n - qekori M ≡ An, za nekoe n, merniot broj na OM e
decimalen broj so koneqen broj decimali n, a1a2a3 . . .an, kade

n, a1a2a3 . . .an = n +
a1

10
+

a2

102
+ · · ·+ an

10n
.

Vo sluqaj koga postapkata na decimalnoto mereǌe nema kraj takov
decimalen broj so koneqen broj decimali ednostavno nema. Toqkata
M se naoǵa meǵu poqetnata i krajnita toqki na dve otseqki od
poslednata podelba, na koi im odgovaraat dva decimalni broja
so koneqen broj decimali, t.e.

n · E + a1 · E

10
+ a2

E

102
+ · · ·+ an

E

10n
< OM <

< n ·E + a1 · E

10
+ a2

E

102
+ · · ·+ an

E

10n
+ 1

E

10n

t.e.

n +
a1

10
+

a2

102
+ · · ·+ an

1
10n

< OM < n +
a1

10
+

a2

102
+ · · ·+ an

1
10n

+
1

10n

t.e.
n, a1a2 . . .an < OM < n, a1a2 . . .an + 1

Ovaa postapka na decimalno mereǌe mo�e da prodol�i do beskra-
jnost, t.e. da nema kraj. Togax ḱe imame deka leviot i desniot
decimalen broj se ”pretvoraat” vo eden ist decimalen broj so
bezbroj decimali t.e. doaǵame do broevi od oblik:

OM = n, a1a2a3 . . . anan+1 . . . am . . .ap . . .

OM = n+
a1

10
+

a2

102
+· · ·+ an

10n
+

an+1

10n+1
+· · ·+ am

10m
+· · ·+ ap

10p
+. . .

Da rezimirame: Vo postapkata na decimalno mereǌe dojdovme do
broevi od oblik:

(i) n, a1a2a3 . . . an = n +
a1

10
+

a2

102
+ · · ·+ an

10n
, 0 ≤ ai ≤ 9, n ∈ N0

Ovoj broj go narekuvame pozitivna koneqna desetiqna dropka
ili pozitiven decimalen broj so n-decimali.

Vidovme deka n, a1a2 . . . an ∈Q.
−n, a1a2 . . .an = − (n + a1

10 + a2
102 + · · ·+ an

10n

)
e negativna koneqna

desetiqna dropka.
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ii) n, a1a2 . . .anan+1 · · · =
(
n + a1

10 + a2
102 + · · ·+ an

10n + an+1

10n+1 . . .
)
, kade

0 ≤ ai ≤ 9, n ∈N0 i go vikame pozitivna beskoneqna desetiqna
dropka ili pozitiven decimalen broj so bezbroj decimali.
Brojot
−n, a1a2 . . . anan+1 · · · = − (n + a1

10 + a2
102 + · · ·+ an

10n + an+1

10n+1 . . .
)

pretstavuva negativna beskoneqna desetiqna dropka ili nega-
tiven decimalen broj so bezbroj decimali.
Definicija. Proizvolna desetiqna dropka se narekuva realen
broj.

Mno�estvoto na realni broevi ḱe go oznaqime so R. Mno�es-
tvoto na pozitivni realni broevi ḱe go oznaqime so R+, a na neg-
ativni realni broevi so R−.

Vo prodol�enie ḱe koristime skratena oznaka za zbir t.e. oz-
naka

∑n
i=1 ai - za koneqen zbir i

∑∞
i=1 ai - za beskoneqen zbir.

Vidovme deka vo sluqajot (ii) vo (n + 1)-ot qekor, za brojot
x = OM najdovme racionalni broevi n, a1a2 . . . an = n +

∑n
i=1

ai
10n

i n, a1a2 . . . an + 1 = n +
∑n

i=1
ai

10n + 1
10n , da gi oznaqime so xn i xn,

soodvetno, za koi va�i xn = n+
∑n

i=1
ai

10i < x < n+
∑n

i=1
ai

10i + 1
10n = xn.

Brojot xn = n +
∑n

i=1
ai

10i = n, a1a2 . . .an go narekovme n-ta deci-
malna aproksimacija po nedostig ili uxte se narekuva dolno
n-znaqno racionalno pribli�uvaǌe na realniot broj x, a bro-
jot xn = n +

∑n
i=1

ai
10n + 1

10n go narekovme n-ta decimalna aproksi-
macija po dodatok ili uxte se narekuva gorno n-znaqno racio-
nalno pribli�uvaǌe na realniot broj x.

Na ovie racionalni broevi x1, x2, x3, . . . , xn, . . . , x1, x2, . . . , xn, . . .
odgovaraat racionalni toqki A1, A2, A3, . . . , An, . . .B1, B2, . . . , Bn, . . .

rasporedeni na brojna prava na sledniot naqin:

Vsuxnost, vo postapkata na decimalno mereǌe dobivme dve nizi
{xn} i {xn} so slednite svojstva:

10. {xn} e takva xto xn < xn+1, za sekoj n ∈N, a {xn} e takva
xto xn+1 < xn, za sekoj n ∈N.

20. xn < n + 1, ∀n ∈ N i xn > n, ∀n ∈ N.
30. Razlikata meǵu dva soodvetni qlena na nizite {xn} i {xn}

e 1
10n t.e. xn − xn = 1

10n , pa ako se zemat dovolno golem broj na
qlenovi na nizite, taa razlika mo�e da se napravi proizvolno
mala.

40. Sekoj qlen na prvata niza e pomal od sekoj qlen na vtorata
niza.
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1.16 Postapka na deleǌe (Evklidov algoritam) i dva ob-

lika na racionalniot broj. Iracionalen broj.

Da se potsetime: da se izmeri a so b znaqi da se podeli a

so b t.e. matematiqki da se najde a : b ili a
b . Po definicija na

deleǌeto, da se podelat dva prirodni broja a i b, znaqi da se
najde tret broj c taka da va�i a = b · c t.e.

a

b
= c ⇔ a = b · c (∗)

Vidovme, b e delitel na a (ili a go deli b) ako i samo ako c e
priroden broj. Ako ne mo�e da se najde priroden broj c za koj
va�i (*), togax b ne e delitel na a t.e. a ne go deli b. Vo toj
sluqaj pri deleǌeto na a so b, osven brojot c, se dobiva uxte eden
broj r. Toa matematiqki go pixuvame vaka:

a

b
= c +

r

b
(�)

kade c e priroden broj i r e priroden broj takov da r < b. Velime
c e koliqnik, a r - ostatok, pri deleǌeto na a so b.

Da zabele�ime: (�) ⇔ a = bc + r

Ova e poznatata teorema na Evklid: za koi bilo prirodni
broevi a i b postojat ednoznaqno opredeleni nenegativni celi
broevi c i r, r < b taka xto va�i a = bc+ r. (Ovaa teorema bexe
dadena vo delot 1.7).

Dokolku, sakame pogolema preciznost na deleǌeto togax sliqno
kako i pri decimalnoto mereǌe i ovde, sproveduvame edna deci-
malna postapka na deleǌeto. Taa se sostoi vo slednoto: r ne se
deli so b, pa sekoja edinica na r ja delime na 10 ednakvi dela i
togax imame 10 · r novi, pomali delovi. Brojot 10r e pogolem od b
i mo�no e da se sluqi da se deli so b. Pri ovaa povtorna postapka
na deleǌeto na 10r so b dobivame, po Teoremata na Evklid, ednoz-
naqno opredeleni prirodni broevi: koliqnik c1 (c1 mo�e da bide
i 0) i ostatok r1 (i r1 mo�e da bide 0), r1 < b, takvi xto

10r

b
= c1 +

r1

b
(1)

Od (1) imame r = bc1
10 + r1

10 , i so zamena na r vo (�), se dobiva

a

b
= c +

c1

10
+

r1

10b
= c, c1 +

r1

10b
(2)

Bidejḱi r
b < 1, 10r

b < 10 pa zaradi (1) c1 < 10
(

r1
b ≥ 0

)
t.e. c1 ≤ 9.

Bidejḱi c1 ∈ N0 sleduva deka c1 e cifra.
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Postapkata prodol�uva na sliqen naqin, pa postojat ednoz-
naqno opredeleni prirodni broevi c2 (c2 mo�e da e i 0) i priroden
broj r2 (r2 mo�e da e i 0), r2 < b taka xto

10r1

b
= c2 +

r2

b
(3)

Od (3) dobivame r1 = bc2
10 + r2

10 , i so zamena vo (2) se dobiva:
a

b
= c +

c1

10
+

c2

102
+

r2

102b
(4)

Na sliqen naqin se utvrduva deka c2 ∈ N0, 0 ≤ c2 ≤ 9.
Prodol�uvajḱi ja ovaa postapka, se dobivaat prirodni broevi

c1, c2, . . . , cn−1, 0 ≤ ci ≤ 9, 0 ≤ rn−1 < b (site ednoznaqno opredeleni)
taka xto va�i

a

b
= c +

c1

10
+

c2

102
+ · · ·+ cn−1

10n−1
+

rn−1

10n−1b
= c, c1c2 . . . cn−1 +

rn−1

10n−1b
(5)

Sega mo�e da nastapat dva sluqai:
(i) Brojot b da bide delitel na 10rn−1, t.e. da postoi priroden
broj cn taka xto 10rn−1

b = cn (ostatokot rn = 0). Togax, so zamena
vo (5) se dobiva

a

b
= c+

c1

10
+

c2

102
+· · ·+ cn−1

10n−1
+

cn

10n
= c, c1c2 . . . cn, 0 ≤ ci ≤ 9, ci ∈ N (6)

t.e. a
b e koneqen decimalen broj so n decimali.

(ii) Nitu eden desetokraten ostatok ne se deli so b. Togax postap-
kata na deleǌe nema kraj. No site ostatoci ri se prirodni broevi
pomali od b, b e koneqen broj, a qekori (postapki) ima bezbroj,
xto znaqi po izvesen broj qekori, najmnogu b qekori, ḱe mora da
se povtori nekoj ostatok. No ako se povtori ostatokot, bidejḱi
sekogax delime so eden ist broj b, ḱe mora da se povtori i koliq-
nikot. Taka, na primer, neka po k postapki (qekori) se povtori
i - tiot koliqnik i i - tiot ostatok t.e. povtorno se pojavi ci i
ri. Togax, ḱe mora da se povtorat site koliqnici od ci do ck i
soodvetno ostatocite od ri do rk t.e. cela edna grupa na koliq-
nici i ostatoci, bidejḱi vsuxnost se povtoruva istoto deleǌe. I
se ḱe se povtori uxte ednax, pa uxte ednax itn. Taka grupata
cici+1 . . . ck ḱe se povtoruva beskrajno i periodiqno, a bidejḱi
deleǌeto nema kraj dobivame

a

b
= c, c1c2c3 . . . cici+1ci+2 . . . ckcici+1ci+2 . . . ckcici+1ci+2 . . . ck . . .

i pixuvame
a

b
= c, c1c2 . . . ci−1(cici+1ci+2 . . . ck)

(7)
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Vakva dropka (decimalen broj) se narekuva beskoneqno-periodiq-
na so period cici+1ci+2 . . . ck i odgovara na decimalniot broj a

b , ako
deleǌeto nema kraj. Od (6) i (7) sleduva slednoto osnovno svo-
jstvo vo aritmetikata t.e.:
15.1. Sekoj racionalen broj a

b e ili koneqen decimalen broj ili e
decimalen broj so beskoneqen broj na decimali, no taka xto edna
decimalna grupa bezbroj pati periodiqno se povtoruva.

Vo decimalnoto mereǌe vidovme deka ima i drugi broevi, toa
se decimalni broevi so bezbroj decimali no bez periodiqno pov-
toruvaǌe. Takvite broevi gi vikame iracionalni, so oznaka za
toa mno�estvo I.

Zaedno, racionalnite i iracionalnite broevi gi davaat real-
nite broevi, so oznaka R.
Zabelexka. Broevite so decimalni zapisi:

c, c1c2 . . . cm(0) = c, c1c2 . . . cm000 . . .

i
c, c1c2 . . . cm−1cm − 1(9) = c, c1c2 . . . cm−1cm − 1999 . . .

(cm > 0)

ḱe gi smetame za ednakvi meǵu sebe i ednakvi na racionalniot
broj c, c1c2 . . . cm. Vo knigata ḱe go koristime samo poslednoto za-
pixuvaǌe.

Taka

1, 235000 · · · = 1, 235(0) = 1, 2349999 · · · = 1, 234(9) = 1, 235

Da rezimirame:
Pri decimalno mereǌe na otseqkata OM so edineqnata otseqka
PQ, mo�ni bea slednite tri sluqai:
(i) OM ima vid na koneqna desetiqna dropka (koneqen decimalen
broj) t.e. e racionalen broj.
(ii) OM ima vid na beskoneqna periodiqna desetiqna dropka (bes-
koneqen periodiqen decimalen broj) t.e. povtorno e racionalen
broj.
(iii) OM ima vid na beskoneqna neperiodiqna desetiqna dropka
(beskoneqen neperiodiqne decimalen broj) t.e. e iracionalen broj.
Vo sluqaite (i) i (ii) velime deka OM i PQ se somerlivi otseqki,
a vo sluqajot (iii), OM i PQ se nesomerlivi otseqki.

Opxto, za dve otseqki AB i CD va�i deka se somerlivi otseq-
ki ako odnosot od nivnite dol�ini, AB

CD
pretstavuva racionalen

broj;
Ako pak, odnosot AB

CD
e iracionalen broj, togax velime deka

AB i CD se nesomerlivi otseqki.
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1.17 Podreduvaǌe vo R

Neka realnite broevi a = a0, a1a2 . . . an . . . i b = b0, b1b2 . . .an . . .
opredeleni so beskoneqni desetiqni dropki (decimalni broevi),
nemaat period 9. Velime deka a i b se ednakvi i pixuvame a = b
ako i samo ako ak = bk, za sekoj k ∈ N∪{0}.

Za pozitivnite realni broevi a = a0, a1a2 . . .an . . . i
b = b0, b1b2 . . . bn . . . koi nemaat period 9, velime deka a e pomal
od b (b e pogolem od a) i pixuvame a < b (b > a) ako i samo
ako a0 < b0, ili ako postoi indeks n taka xto ak = bk, za site k,
k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}, no an+1 < bn+1.

Ako a, b ∈R se takvi xto a < 0, b > 0, togax po definicija a < b.
Ako a, b ∈R se takvi xto a < 0, b < 0 i −b < −a, togax, po

definicija a < b. Se proveruva deka vaka definiranoto podredu-
vaǌe e soglasno so podreduvaǌeto vo Q.

Kako i dosega, a ≤ b ⇔ a < b ∨ a = b

Primer 1. 3, 1234567896 · · · > 3, 1234567887 . . .
Relaciite ” = ”, ” < ”, ” ≤ ” gi imaat slednite svojstva:

17.10 Za a, b, c ∈ R, toqni se slednite svojstva:
(i) a = b, b = c ⇒ a = c
(ii) a < b, b < c ⇒ a < c

(iii) a ≤ b, b ≤ c ⇒ a ≤ c
(iv) Za a, b ∈ R toqen e samo eden od uslovite

a < b, a = b, a > b.

Relacijata ” ≤ ” e podreduvaǌe vo R i toa linearno podreduvaǌe.

17.20 (aksioma na Arhimed)
Za sekoj realen broj a ∈ R, postoi priroden broj n ∈N takov

xto n > a.
Dokaz.

(i) Ako a ≤ 0, a ∈R, togax n = 1 e prviot takov broj.
(ii) Ako a > 0, a ∈R, i a = a0, a1a2 . . .an . . . e negoviot decimalen

zapis, togax n = a0 + 1 e eden takov.

1.18 Operacii vo R i nekoi svojstva na operaciite vo R

Neka a, b ∈ R i neka a = a0, a1a2 . . . an . . . i b = b0, b1b2 . . . bn . . .
se nivnite decimalni zapisi. Neka xn, yn se dolnite racionalni
pribli�uvaǌa na a i b, soodvetno, a xn, yn se gornite racionalni
pribli�uvaǌa na a i b soodvetno. Za realniot broj c velime deka
e zbir na broevite a i b, ako za sekoj n ∈ N va�i:

xn + yn ≤ c ≤ xn + yn
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Pixuvame c = a + b.
18.10. Za a, b ∈R so dolni i gorni pribli�uvaǌa xn i yn i xn i yn,
n ∈N, soodvetno, toqno e deka

c = a + b = sup{xn + yn|n ∈ N} = inf{xn + yn|n ∈ N}

Neka a, b se nenegativni realni broevi so dolni i gorni prib-
li�uvaǌa xn i yn i xn i yn, n ∈N, soodvetno. Za brojot d ve-
lime deka e proizvod na broevite a i b, ako za sekoj n ∈ N va�i
xn · yn ≤ d ≤ xn · yn.

Pixuvame d = a · b.
Pritoa, definirame (−a)b = a(−b) = −ab i

(−a)(−b) = ab, za a, b > 0.
18.20 Za a, b ∈R so dolni i gorni pribli�uvaǌa xn i yn i xn i yn,
n ∈N, soodvetno toqno e deka

d = a · b = sup{xn · yn|n ∈ N} = inf{xn · yn|n ∈ N}

Razlika i koliqnik na dva realni broja se definiraat preku
zbir i proizvod na realni broevi soodvetno. Kako i dosega,
razlikata x = a − b na a, b ∈ R se definira so

x = a − b ⇔ a = b + x

Koliqnikot y =
a

b
na a, b ∈ R se definira so

y =
a

b
⇔ a = b · y.

Za daden racionalen broj x, x 	= 0, brojot
1
x

se narekuva re-
ciproqen na x ili inverzen na x i se zapixuva so x−1 t.e. x−1 =
1
x
.

Neka a e realen broj, a 	= 0 so dolni i gorni pribli�uvaǌa xn

i xn soodvetno.
Za realniot broj a′ velime deka e inverzen na brojot a ako za

sekoj n ∈ N va�i
xn

−1 ≤ a′ ≤ xn
−1

Zaradi
xn ≤ a ≤ xn, ∀n ∈ N

xn
−1 ≤ a′ ≤ xn

−1, ∀n ∈ N

imame
xn · xn

−1 ≤ a · a′ ≤ xn · xn
−1, ∀n ∈ N t.e.

1 ≤ a · a′ ≤ 1, pa a · a′ = 1
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Vo prodol�enie ḱe pixuvame a′ = a−1

(
=

1
a

)
.

Go doka�avme slednoto svojstvo.

18.30 Za a ∈ R, a 	= 0, toqno e deka a · a−1 = 1.
Vo prodol�enie, bez dokaz ḱe navedeme nekoi svojstva xto se

odnesuvaat na operaciite vo R i podreduvaǌeto vo R.
Neka a, b, c ∈ R. Toqni se slednite svojstva:

18.40 (komutativnost na “ + ” i “ · ” vo R)
(i) a + b = b + a

(ii) a · b = b · a
18.50 (asocijativnost na “ + ” i “ · ” vo R)

(i) a + (b + c) = (a + b) + c

(ii) a · (b · c) = (a · b) · c
18.60 (neutralen element za “ + ” i “ · ” vo R)

(i) a + 0 = a

(ii) a · 1 = a

18.70 (inverzen element za a ∈ R vo odnos na “ + ” i “ · ” t.e. spro-
tiven i reciproqen za a ∈ R)

(i) a + (−a) = 0

(ii) a · 1
a

= 1

Za a, b ∈ R, a − b = a + (−b), a pri b 	= 0,
a

b
= a · 1

b
.

18.80 (Distributivnost na “ · ” vo odnos na “ + ”)
(i) (a + b) · c = a · c + b · c
(ii) a · (b + c) = a · b + a · c

18.90 (Zakon za krateǌe za “ + ” i “ · ” vo R)
(i) a + c = b + c ⇔ a = b, c ∈ R

(ii) a · c = b · c ⇔ a = b, c ∈ R \ {0}
18.100(i)a > b, ⇔ a + c > b + c, ∀c ∈ R

(ii)a > b, ⇔ a · c > b · c, ∀c ∈ R+

(ii)a > b, ⇔ a · c < b · c, ∀c ∈ R−

18.110 a, b ∈ R, a · b = 0 ⇔ a = 0 ∨ b = 0
Stepenuvaǌeto na realen broj a ∈ R so eksponent cel broj n ∈ Z

se definira kako i dosega t.e.:

a0 = 1

an = a · a · a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
n−pati



MATEMATIKA I (ZA STUDENTI PO BIOLOGIJA) 65

a−n = (
1
a
)n

(
= (a−1)n

)
, za n ∈ N, i a 	= 0

Za m, n ∈ Z i a, b ∈ R toqni se slednite svojstva:

18.120 (i) am · an = am+n

(ii) (am)n = am·n

(iii) (a · b)n = an · bn

(iv) Ako a ≥ 1, b ≥ 1, togax od am ≤ bm sleduva deka a ≤ b
za sekoj m ∈ N

18.130 Neka a e daden pozitiven realen broj, a n e daden priroden
broj. Togax postoi eden i samo eden pozitiven realen broj x takov
xto xn = a.

Brojot x se narekuva n-ti koren od a, i pixuvame x = n
√

a = a
1
n .

Znaqi, x = n
√

a = a
1
n ⇔ xn = a

Ako a < 0 i n e neparen broj, togax n
√

a postoi.
Vo prodol�enie ḱe definirame stepen na realen broj so raci-

onalen eksponent.
Neka a ∈ R+, k, n ∈ N. Definirame:

a
k
n =

(
a

1
n

)k
i a−

k
n =

(
1
a

) k
n

Toqni se slednite svojstva:

18.140 Za sekoi a, b ∈ R+ ∪ {0}, n ∈ N va�i:
(i) n

√
a · n

√
b = n

√
ab

(ii) n
√

a
b =

n
√

a
n√

b
, pri b 	= 0

18.150 Neka n ∈ N.
(i) ako a > 1, togax n

√
a > 1

(ii) ako 0 < a < 1, togax 0 < n
√

a < 1

Posledica od 18.150. Neka r ∈ Q.
(i) ako a > 1, r > 0, togax ar > 1.

(ii) ako 0 < a < 1, r > 0, togax 0 < ar < 1.

(i) ako a > 1, r < 0, togax 0 < ar < 1.

(iv) ako 0 < a < 1, r < 0, togax ar > 1.

18.160 Ako p, q ∈ Q+, p < q togax:
(i) x ≥ 1 ⇒ xp ≤ xq

(ii) 0 < x < 1 ⇒ xp > xq

(iii) x, y ≥ 0, xp = yp ⇔ x = y

(iv) x > 0, xp = xq ⇔ p = q
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1.19 ǋutnova Binomna formula

Va�na niza vo teorijata i praksata e nizata qiixto opxt qlen
e n-ti stepen od zbirot na dva broja, a i b t.e. nizata

{an}, an = (a + b)n

Qlenovite na ovaa niza mo�eme da gi zapixeme vo razviena
forma, na sledeniov naqin:

(a + b)0 = 1
(a + b)1 = a + b
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5

(a + b)6 = (a + b)5(a + b) = . . .

Koeficientite pred monomite akbj mo�eme da gi napixeme vo
vid na xema:

Ovaa xema se vika Paskalov triagolnik.
Ako ja prouqime ovaa xema mo�e da gi konstatirame slednite

dve osobini:
I Simetrija vo odnos na visinata kon osnovata

Vo sekoj red prviot i posledniot koeficient se isti, vtoriot
i pretposledniot se isti, tretiot od poqetokot i tretiot od kra-
jot se isti i.t.n...
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II Zbirot na dva sosedni koeficienti od ist red e ednakov na
koeficient od sledniot red.

Prirodno se postavuva praxaǌeto dali ima pravilo spored
koe sekoj od ovie koeficienti mo�e da se izrazi so pomox na
stepenot n na binomot (a + b)n i mestoto k na toj koeficient vo
razvojot na monomite an−kbk, k = 0, 1, 2, . . . , n. Za prvite nekolku
prirodni broevi zabele�uvame deka e toqno slednoto:

Vo (a + b)1 = 1 · a + 1 · b; 1 = 1; 1 =
1
1
.

Vo (a + b)2 = 1 · a2 + 2 · ab + 1 · b2; 1 = 1; 2 =
2
1
; 1 =

2 · 1
1 · 2 .

Vo (a + b)3 = 1 · a3 + 3 · a2b + 3 · ab2 + 1 · b3; 1 = 1; 3 =
3
1
; 1 =

3 · 2
1 · 2 ;

1 =
3 · 2 · 1
1 · 2 · 3 .
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Intuitivno nasetuvame (se razbira deka toa ne e dokaz), deka
vo n-tiot stepen na (a+ b) t.e. vo (a+ b)n na k-toto mesto t.e. pred
monomot an−kbk stoi koeficientot

n(n − 1)(n− 2) . . .(n − k + 1)
1 · 2 · 3 · · · · · k

Ova ḱe go doka�eme podocna.
Definirame oznaka za binomen koeficient,

(
n
k

)
, so(

n

k

)
df
=

n(n − 1)(n− 2) . . . (n − k + 1)
1 · 2 · 3 · · · · · k , za k = 1, 2, . . . , n

i
(

n

0

)
df
= 1

Od definicijata e jasno deka(
n

n

)
=

n(n − 1)(n− 2) . . .(n − n + 1)
1 · 2 · 3 . . .n

= 1 t.e.
(

n

n

)
= 1

Koristejḱi ja oznakata n!, za proizvodot na prvite n prirodni
broevi t.e. n! = 1 · 2 · 3 · ... · n i 0! = 1, ḱe doka�eme deka(

n

k

)
=

n!
k!(n − k)!

, ∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}.
(

n

k

)
=

n(n − 1)(n− 2) . . .(n − k + 1)
1 · 2 · 3 . . .k

=

n(n − 1) . . .(n − k + 1)
1 · 2 · 3 . . .k

· (n − k)!
(n − k)!

=

n(n − 1) . . .(n − k + 1)(n− k)(n− k − 1) . . . (k + 1)k . . .2 · 1
k!(n − k)!

=

n!
k!(n − k)!

t.e. doka�avme deka
(

n

k

)
=

n!
k!(n − k)!

Zabele�uvame deka za n ∈ {1, 2, 3, 4, 5} va�i simetrijata I xto
ja vooqivme vo Paskaloviot triagolnik, odnosno toqno e :
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Za n = 1
(

1
0

)
=
(

1
1

)

Za n = 2
(

2
0

)
=
(

2
2

)

Za n = 3
(

3
0

)
=
(

3
3

)
;
(

3
1

)
=
(

3
2

)

Za n = 4
(

4
0

)
=
(

4
4

)
;
(

4
1

)
=
(

4
3

)

Za n = 5
(

5
0

)
=
(

5
5

)
;
(

5
1

)
=
(

5
4

)
;
(

5
2

)
=
(

5
3

)
itn.

Slednovo svojstvo doka�uva deka ovaa osobina na binomnite
koeficienti va�i i vo opxt sluqaj.
19.10 (Simetriqnost na binomnite koeficienti)

Za n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . , n} va�i
(

n

k

)
=
(

n

n − k

)
.

Dokaz.(
n

k

)
=

n!
k!(n − k)!

=
n(n − 1) . . .(k + 1)k(k − 1) . . .2 · 1

1 · 2 . . .k · (n − k)!
=

n(n − 1) . . .(k + 1)
(n − k)!

=
n(n − 1) . . .(n − (n − k) + 1)

1 · 2 · 3 . . . (n − k)
df
=
(

n

n − k

)
Doka�avme deka

(
n

k

)
=
(

n

n − k

)
za n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Vo II zabele�avme deka(
4
0

)
+
(

4
1

)
=

(
5
1

)
(

5
1

)
+
(

5
2

)
=

(
6
2

)
itn.

Slednovo svojstvo doka�uva deka ovaa osobina na binomnite koe-
ficienti va�i i vo opst sluqaj.
19.2 (aditivnost na binomnite koeficienti).

Za n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . , n}, va�i
(

n

k

)
+
(

n

k + 1

)
=
(

n + 1
k + 1

)
.

Dokaz.(
n

k

)
+
(

n

k + 1

)
df
=

n(n − 1)(n − 2) . . . (n − k + 1)
1 · 2 · . . .k +

+
n(n − 1)(n − 2) . . . (n − k + 1)(n− (k + 1) + 1)

1 · 2 · . . .k(k + 1)
=

=
n(n − 1)(n− 2) . . .(n − k + 1)

1 · 2 · . . . k +
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n(n − 1)(n− 2) . . .(n − k + 1)(n− k)
1 · 2 · . . . k · (k + 1)

=

=
n(n − 1)(n− 2) . . .(n − k + 1)

1 · 2 · · · · · k
[
1 +

n − k

k + 1

]
=

=
n(n − 1)(n− 2) . . .(n − k + 1)

1 · 2 · · · · · k · k + 1 + n − k

k + 1
=

=
(n + 1)n(n− 1) . . .((n + 1)− (k + 1) + 1)

1 · 2 . . .k · (k + 1)
df
=
(

n + 1
k + 1

)
.

Na kraj, ḱe go dademe zakonot spored koj se pravi razvivaǌeto
na binomot (a + b)n vo opxt sluqaj t.e. ona xto intuitivno go
nasetuvavme.

19.30 (ǋutnova binomna formula)

Za sekoj priroden broj n ∈ N, va�i:

(a + b)n =
(n
0

)
an +

(n
1

)
an−1b +

(n
2

)
an−2b2 +

(n
3

)
an−3b3 + . . .

· · ·+ (
n
k

)
an−kbk + · · ·+ (

n
n

)
bn

Dokaz. Dokazot ḱe go sprovedeme so indukcija po n.

Za n = 1 imame (a + b)1 = 1 · a + 1 · b =
(
1
0

)
a1 +

(
1
1

)
b1

Neka formulata va�i za nekoj n ∈ N. Ḱe doka�eme deka va�i i za
n + 1.

(a + b)n+1 = (a + b)n(a + b) =
[(

n
0

)
an +

(
n
1

)
an−1b+

+
(n
2

)
an−2b2 + · · ·+ (n

k

)
an−kbk +

( n
k+1

)
an−k−1bk+1 + . . .

· · ·+ (
n
n

)
bn
]
(a + b) =(n

0

)
an+1 +

(n
1

)
anb +

(n
2

)
an−1b2 + · · ·+ (n

k

)
an−k+1bk+(

n
k+1

)
an−kbk+1 + · · ·+ (

n
n

)
abn +

(
n
0

)
anb +

(
n
1

)
an−1b2 + . . .

· · ·+ (
n
k

)
an−kbk+1 + · · ·+ (

n
n

)
bn+1 =

=
(
n
0

)
an+1 +

[(
n
0

)
+
(
n
1

)]
anb +

[(
n
1

)
+
(
n
2

)]
an−1b2 + . . .

· · ·+
[(

n
k

)
+
(

n
k+1

)]
an−kbk+1 + · · ·+ (

n
n

)
bn+1 =

(19.10i19.20)
=

(
n+1

0

)
an+1 +

(
n+1

1

)
an+1−1b +

(
n+1

2

)
an+1−2b2 + . . .

· · ·+ (n+1
k+1

)
an+1−(k+1)bk+1 +

(n+1
n+1

)
bn+1.

ǋutnova binomna formula ja zapixuvame kratko:

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk

Binomna kriva: Koeficientite na (a+ b)n mo�e da se pretstavat
vo koordinatnata ramnina so toqki qii apscisi se:
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· · ·−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . a ordinatite se samite binomni koefici-
enti. Za n = 4, binomni koeficienti se: 1, 4, 6, 4, 1 i za niv trebaat
5 apscisi: −2,−1, 0, 1, 2. Imame 5 toqki: (−2, 1), (−1, 4), (0, 6), (1, 4), (2, 1)

Ovie toqki le�at na takanareqenata binomna kriva. Za n = 5,
imame:

1.20 Svojstvo na gustina na realnite broevi

20.10 Neka a, b ∈ R i a < b. Togax

(i) Postoi realen broj x ∈ R takov xto a < x < b.
(ii) Postoi racionalen broj r ∈ Q takov xto a < r < b.

Dokaz. (i) Neka a, b ∈ R i a < b.

Togax 2a = a+a < a+ b i 2b = b+ b > a+ b, pa a <
a + b

2
< b. Znaqi,

x =
a + b

2
∈ R e eden takov broj.

(ii) Neka a, b ∈ R i a < b. Nixto ne gubime od opxtosta ako pret-
postavime deka a, b ∈ R+.

Neka a = a0, a1a2 . . .an . . . i b = b0, b1b2 . . . bn . . . se soodvetno deci-
malnite zapisi na a i b, pri xto brojot 9 ne se javuva kako period
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vo nieden od niv. Neka xn e gornoto racionalno pribli�uvaǌe na
a, a yn e dolnoto racionalno pribli�uvaǌe na b.

Od a < b, imame deka postoi n ∈ N, taka xto ai = bi, za 0 ≤ i ≤
n − 1 i an < bn t.e. bn − an > 0. Uxte poveḱe, bn − an ≥ 1, bidejḱi
bn, an ∈ N. Imame:

yn − xn = b0 +
b1

10
+ . . .

bn−1

10n−1
+

bn

10n
−

−
(

a0 +
a1

10
+ · · ·+ an−1

10n−1
+

an

10n
+

1
10n

)
=

= b0 − a0 +
b1 − a1

10
+ · · ·+ bn−1 − an−1

10n−1
+

bn − an

10n
− 1

10n
=

= 0 + 0 + · · ·+ 0 +
bn − an

10n
− 1

10n
≥ 0.

Doka�avme, deka yn − xn ≥ 0 t.e. xn ≤ yn, za n ∈ N opredeleno kako
pogore. Od poslednoto i a < xn, yn < b, dobivme deka a < xn ≤
yn < b. Bidejḱi xn, yn ∈ Q, sleduva deka postoi r ∈ Q (r = xn ili
r = yn, a postojat i drugi r ∈ Q, xn < r < yn) taka xto a < r < b.

1.21 Neravenstvo na Bernuli

21.10 Za sekoj a ∈ R, a > −1 i za sekoj priroden broj n ∈ N, va�i
(1 + a)n ≥ 1 + na.

Dokaz. Dokazot ḱe go sprovedeme so PMI po n.
Za n = 1, (1 + a)1 = 1 + a = 1 + 1 · a.
Neka neravenstvoto e toqno za n ∈ N t.e. (1 + a)n ≥ 1 + na.
Za n + 1, imame
(1 + a)n+1 = (1 + a)n(1 + a) ≥ (1 + na)(1 + a) =
= 1 + a + na + na2 = 1 + (n + 1)a + na2 ≥ 1 + (n + 1)a t.e.

(1 + a)n+1 ≥ 1 + (n + 1)a.

1.22 Apsolutna vrednost. Interval. Okolina

Definicija 1. Za daden broj a ∈ R, apsolutna vrednost na a,
so oznaka |a|, e definirana so:

|a| =
{

a, a ≥ 0
−a, a < 0

Od definicijata proizleguva deka |a| ≥ 0, za sekoj broj a ∈ R.
Va�at slednite svojstva:

22.10 a) Za sekoj a ∈ R, | − a| = |a|.
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b) Za sekoi, a, b ∈ R |a|2 = a2, |ab| = |a| · |b| i∣∣∣a
b

∣∣∣ =
|a|
|b| (pri b 	= 0).

v) Za sekoj c > 0, |a| < c e ekvivalentno so −c < a < c.

g) Za sekoj c > 0, |a| > c e ekvivalentno so a > c ili a < −c.

d) Za sekoi a, b ∈ R va�i |a + b| ≤ |a| + |b|.
ǵ) Za sekoi a, b ∈ R, va�i |a− b| ≥ ||a| − |b||.

Neka a, b ∈ R i a < b.
Otvoren interval, so oznaka (a, b), e mno�estvoto

(a, b) = {x | a < x < b}.
Zatvoren interval (ili segment), so oznaka [a, b], e mno�es-

tvoto [a, b] = {x | a ≤ x ≤ b}.
Mno�estvoto [a, b) = {x | a ≤ x < b} e poluzatvoren (polu-

otvoren) interval.
Mno�estvoto (a, b] = {x | a < x ≤ b} e isto taka poluzatvoren

(poluotvoren) interval.
Toqkite a i b se narekuvaat kraevi ili krajni toqki na inter-

valot. Geometriski, ovie intervali gi prika�uvame na sledniov
naqin

Mno�estvoto od site realni broevi x, takvi xto x > a se oz-
naquva so (a,∞) t.e.

Sliqno,
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Ovie intervali se narekuvaat beskoneqni.
Definicija 2. Okolina na brojot a e sekoj otvoren interval
xto go sodr�i brojot a.

Taka, V1 = (b1, b2) , V2 = (c1, c2) , V3 = (d1, d2) se okolini na brojot
a.

Definicija 3. Neka a ∈ R i ε > 0. Otvoreniot interval (a−ε, a+
ε) se narekuva ε-okolina na a.

Znaqi, ε-okolina na a e otvoren interval so centar vo a i
xiroqina 2ε.

Desna ε-okolina na a e otvoreniot interval (a, a + ε).
Leva ε-okolina na a e otvoreniot interval (a − ε, a).

22.20 Brojot x pripaǵa na ε-okolina (ε > 0) na brojot a ∈ R, ako i
samo ako |x− a| < ε.
Dokaz. x pripaǵa na ε-okolina na a ⇔ x ∈ (a−ε, a+ε) ⇔ a−ε < x <

a + ε ⇔ a− ε− a < x− a < a + ε− a ⇔ −ε < x− a < ε
23.10v)⇔ |x− a| < ε.

1.23 Nizi od realni broevi. Monotoni nizi. Ograniqeni

nizi

Sekoe preslikuvaǌe od N vo R definira niza, nareqena niza od
realni broevi ili realna niza.

Geometriski nizite mo�e da gi pretstavime na dva naqina:
I Kako mno�estvo toqki na brojnata prava t.e.
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ili
II Kako toqki od ramninata, pri xto x-oskata ja zemame kako
oska na prirodnite broevi, a y-oskata kako oska na qlenovite od
nizata.

Definicija 1. Nizata {an} se vika monotona ako za sekoj n ∈ N,
va�i samo edno od neravenstvata:

an ≤ an+1 ili an ≥ an+1.

Pri toa:
(1) Nizata {an} (strogo) monotono raste ako va�i an < an+1,

za sekoj n ∈ N.
(2) Nizata {an} (nestrogo) monotono raste (ili ne opaǵa) ako

va�i an ≤ an+1, za sekoj n ∈ N.
(3) Nizata {an} (strogo) monotono opaǵa, ako va�i

an > an+1, za sekoj n ∈ N

(4) Nizata {an} (nestrogo) monotono opaǵa (ili ne raste), ako
va�i an ≥ an+1, za sekoj n ∈ N.

Proverka na monotonosta se sveduva na doka�uvaǌe na nera-
venstva.
Primer 1. Doka�i deka nizata {an}, an =

1
n

strogo monotono
opaǵa.
Rexenie.

an − an+1 =
1
n
− 1

n + 1
=

n + 1 − n

n(n + 1)
=

1
n(n + 1)

> 0, za sekoj n ∈ N t.e.

an > an+1, za sekoj n ∈ N.
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Primer 2. Doka�i deka nizata {an}, an =
1

2n − 1
strogo monotono

opaǵa.
Rexenie.

an

an+1
=

1
2n − 1

1
2n + 1

=
2n + 1
2n − 1

>
2n − 1
2n − 1

= 1, za sekoj n ∈ N.

Od
an

an+1
> 1 i an > 0, za sekoj n ∈ N, dobvame deka an > an+1, za

sekoj n ∈ N xto znaqi deka nizata strogo monotono opaǵa.
Ima mnogu nizi, koixto ne se monotoni.

Primer 3. Nizata {an} so opxt qlen an =
(−1)n + 1

n
ne e monotona.

(Vooqi deka {an} : 0, 1, 0,
1
2
, 0,

1
3
, . . . ).

Definicija 2. Nizata {an} e ograniqena ako postojat realni
broevi m i M takvi xto m ≤ an ≤ M , za sekoj n ∈ N.
Poqesto za ograniqenost na nizi ja koristime slednata ekviva-
lentna definicija.
Definicija 2′. Nizata {an} e ograniqena, ako apsolutnata vred-
nost od sekoj nejzin qlen e pomala od nekoj pozitiven realen broj
k t.e. ako postoi k > 0 taka xto

|an| ≤ k, za sekoj n ∈ N

Primer 4. Doka�i deka nizata {an}, an =
1
n

e ograniqena.

Rexenie. Od n > 0, za sekoj n ∈ N, dobivame deka an =
1
n

> 0, za

sekoj n ∈ N. Od n ≥ 1, za sekoj n ∈ N, dobivame deka an =
1
n
≤ 1, za

sekoj n ∈ N. Zakluquvame deka 0 < an ≤ 1, za sekoj n ∈ N, pa znaqi
{an} e ograniqena niza.
Zabelexka. Ako postoi M ∈ R, takov xto an ≤ M , za sekoj n ∈ N,
velime deka nizata {an} e ograniqena od gore (desno).

Ako postoi m ∈ R, takov xto an ≥ m, za sekoj n ∈ N, velime
nizata {an} e ograniqena od dolu (levo).
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Znaqi nizata e ograniqena ako e ograniqena od gore i ograniqe-
na od dolu.

Primer 5. Doka�i deka nizata {an}, an = n +
1
n

e ograniqena od
dolu i ne e ograniqena od gore.

Rexenie. Za sekoj n ∈ N, an = n +
1
n

> 0, pa znaqi nizata {an} e
ograniqena od dolu.

Neka M e proizvolno izbran realen broj. Od Arhimedovoto
svojstvo sleduva deka postoi priroden broj n0 ∈ N, taka xto va�i

n0 > M . Togax an0 = n0 +
1
n0

> n0 > M . Doka�avme, deka za sekoj

realen broj M , postoi qlen na nizata {an}, an0 , takov xto an0 > M

odnosno deka ne postoi realen broj M , takov xto an ≤ M , za sekoj
n ∈ N. Znaqi, {an} ne e ograniqena od gore.
Definicija 3. Ako A = {an} i B = {bn} se realni nizi, defini-
rame:
(i) zbir, A + B, so A + B = {an + bn};
(ii) razlika, A − B, so A − B = {an − bn};
(iii) proizvod, A · B, so A · B = {an · bn};
(iv) Za λ ∈ R, λA, so λA = {λan};
(v) Ako bn 	= 0, za sekoj n ∈ N, koliqnik,

A

B
, so

A

B
=
{

an

bn

}
.

Primer 6. Ako A =
{

1
n

}
, B = {n2}, togax

A + B =
{

1
n

+ n2

}
, A − B =

{
1
n
− n2

}
, A · B = {n}, 3A =

{
3
n

}
,

A

B
=
{

1
n3

}
.

1.24 Toqka na natrupuvaǌe na nizi

Neka e dadena edna niza {an}. Ako qlenovite na nizata gi razgle-
duvame kako toqki od brojna prava, togax izmenata na qlenovite
na nizata po red od prviot, vtoriot i site sledovatelni qlenovi
mo�e da se razbere kako dvi�eǌe na toqkite po brojnata prava
t.e.

Pritoa, mo�e da nastane edna karakteristiqna pojava pri koja
skoro site qlenovi od nizata se naoǵaat vo eden mal interval.

Da razgledame nekolku primeri.
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Primer 1. Da ja razgledame {an}, kade an =
1
n
, i da pretstavime

na brojna prava nekolku nejzini poqetni qlenovi.

Mo�eme da zabele�ime deka toqkite koi odgovaraat na ovie qle-
novi od nizata se dvi�at od 1, monotono opaǵajḱi kon nulata,

koja ne e qlen na nizata. Ako zememe ε, na primer ε =
1
10

, vo

ε-okolinata na 0 t.e. intervalot (−ε, ε) ḱe se najdat qlenovite
a11, a12, a13, . . ., i niv gi ima beskoneqno mnogu.

Nadvor od ovaa ε-okolina ima 10 qlenovi. Vo ovoj sluqaj velime
deka nizata se natrupuva okolu toqkata a = 0.

Primer 2. Dadena e nizata {an}, so opxt qlen an = (−1)n n + 1
n

t.e. nizata −2,
3
2
, −4

3
,

5
4
, . . .

Se vooquva deka qlenovite so paren indeks se naoǵaat desno od
1, a qlenovite so neparen indeks levo od −1. I vo dvete ε-okolini
(za bilo kakvo ε > 0), (1−ε, 1+ε) na a = 1 i (−1−ε,−1+ε) na b = −1
ima beskoneqno mnogu qlenovi na nizata, no i nadvor od niv ima
beskoneqno mnogu qlenovi na nizata.

Znaqi, nizata se natrupuva okolu dve toqki, a = 1 i b = −1.
Definicija 1. Toqkata a ∈ R se vika toqka na natrupuvaǌe (ili
adherentna toqka) za nizata {an}, an ∈ R ako vo sekoja nejzina ε-
okolina se naoǵaat beskoneqno mnogu qlenovi od nizata t.e. ako
za sekoe ε > 0, va�i an ∈ (a − ε, a + ε), za beskoneqno mnogu n ∈ N

t.e. |an − a| < ε, za beskoneqno mnogu n ∈ N.
Vo primerite 1 i 2, so pomox na grafiqko pretstavuvaǌe na

niza, vooqivme toqki na natrupuvaǌe za dadenite nizi. Vo nieden
od niv nemaxe matematiqki dokaz. Vo sledniot primer ḱe ilus-
trirame, kako matematiqki se doka�uva deka nekoja toqka e navis-
tina toqka na natrupuvaǌe na dadenata niza.
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Primer 3. Neka nizata {an} e zadadena so opxtiot qlen
an = (−1)n n

n + 1
. Ḱe poka�eme deka a = 1 i b = −1 se toqki na

natrupuvaǌe na {an}.
Rexenie. Nizata e: −1

2
,

2
3
, −3

4
,

4
5
, −5

6
,

6
7
, . . . .

Prvo da gi razgledame qlenovite na nizata so parni indeksi. Toa

se:
2
3
,

4
5
,

6
7
, . . . , t.e. od oblikot a2k =

2k

2k + 1
, k ∈ N.

Imame |a2k − 1| =
∣∣∣ 2k

2k + 1
− 1

∣∣∣ =
∣∣∣2k − 2k − 1

2k + 1

∣∣∣ =
∣∣∣ −1
2k + 1

∣∣∣ =
1

2k + 1
Neka ε > 0 e proizvolen izbran broj. Sakame da doka�eme

deka
1

2k + 1
< ε za beskoneqno mnogu k ∈ N, od kade ḱe imame deka

|a2k − 1| < ε, za beskoneqno mnogu k ∈ N.
Toqno e

1
2k + 1

< ε ⇔ 1
ε

< 2k + 1 ⇔ 1
2

(1
ε
− 1

)
< k.

Sega, ako ε > 0 e proizvolno izbran broj,
1
2

(1
ε
− 1

)
∈ R, pa

soglasno Arhimedovoto svojstvo, postoi priroden broj k0 ∈ N,

takov xto k0 >
1
2

(1
ε
− 1

)
. Togax, za site k > k0, (a niv gi ima

beskoneqno mnogu) zaradi pogornite ekvivalencii, imame deka

|a2k − 1| =
1

2k + 1
k>k0
<

1
2k0 + 1

< ε

Doka�avme deka site qlenovi na nizata {an} so parni indeksi
n = 2k, za koi k > k0, t.e. qlenovite:

a2(k0+1), a2(k0+2), . . . , a2(k0+m), . . .

se takvi xto |an−1| < ε, t.e. beskoneqno mnogu qlenovi od dadenata
niza se naoǵaat vo ε-okolina na 1, kade ε > 0 bexe proizvolno
izbran broj. Znaqi, a = 1 e toqka na natrupuvaǌe za {an}.

Za qlenovite na nizata so neparni indeksi, dobivame: −1
2
, −3

4
, −5

6
, . . .

t.e. od oblikot a2k−1 = −2k − 1
2k

, k ∈ N.

Go razgleduvame mno�estvoto B =
{
− 2k − 1

2k

∣∣∣ k ∈ N
}
.

Imame:

∣∣∣− 2k − 1
2k

− (−1)
∣∣∣ =

∣∣∣−2k + 1
2k

+ 1
∣∣∣ =

∣∣∣−2k + 1 + 2k

2k

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
2k

∣∣∣ =
1
2k

Neka sega ε > 0 e proizvolno izbran broj. Sakame da doka�eme

deka
1
2k

< ε, za beskoneqno mnogu k ∈ N.
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Brojot
1
2ε

∈ R, pa soglasno Arhimedovoto svojstvo, postoi

priroden broj k0 ∈ N, takov xto k0 >
1
2ε

.
Sega, za sekoe k > k0, dobivame∣∣∣− 2k − 1

2k
− (−1)

∣∣∣ =
1
2k

k>k0
<

1
2k0

k0> 1
2ε

<
1

2 · 1
2ε

= ε

Doka�avme deka site qlenovi od mno�estvoto B, za koi k > k0

(znaqi beskoneqno mnogu od niv) se takvi xto
∣∣∣− 2k − 1

2k
−(−1)

∣∣∣ < ε.

Bidejḱi elementite na B se vsuxnost qlenovi na nizata {an}, naj-
dovme beskoneqno mnogu qlenovi od nizata (toa se onie so neparni
indeksi n = 2k − 1, i so uslov k > k0) koi zadovoluvaat uslov
|an − (−1)| < ε. Od proizvolnosta na ε > 0, sleduva deka b = −1 e
toqka na natrupuvaǌe za {an}.

1.25 Graniqna vrednost na niza. Konvergencija. Diver-

gencija. Podnizi

Definicija 1. Brojot a ∈ R se vika graniqna vrednost na nizata
{an}, ako za sekoj ε, ε > 0, postoi priroden broj n0 ∈ N, takov xto
za site qlenovi na nizata {an} qii indeksi n > n0, va�i |an−a| < ε.

Pixuvame, lim
n→∞ an = a ili an → a, pri n → ∞.

Imajḱi go predvid svojstvoto 23.20, Definicijata 1 e ekviva-
lentna na slednata definicija.
Definicija 1’. Brojot a ∈ R se vika graniqna vrednost na nizata
{an}, ako za sekoj ε, ε > 0, postoi priroden broj n0 ∈ N, takov
xto za site qlenovi na nizata {an} qii indeksi n > n0, va�i
an ∈ (a − ε, a + ε).

Toa znaqi deka edna niza {an} ima graniqna vrednost a ∈ R,
ako za koja bilo ε-okolina na a, mo�e da se najde priroden broj
n0 ∈ N, takov xto qlenovite na nizata: an0+1, an0+2, . . . , an0+m, . . . ,
koixto gi ima beskoneqno mnogu, se naoǵaat vo ε-okolinata na a,
(a − ε, a + ε) , a samo koneqen broj qlenovi od nizata {an}, imeno
qlenovite a1, a2, . . . , an0, se nadvor od toj interval.
Grafiqki:
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Definicija 2. Nizata koja xto ima koneqna graniqna vrednost
se vika konvergentna niza.

Od definicijata na poimot graniqna vrednost na niza sledu-
vaat slednite svojstva:

25.10 Graniqnata vrednost na niza {an}, dokolku postoi, e edin-
stvena.

Dokaz. Neka pretpostavime deka {an} ima dve graniqni vrednosti
a, b ∈ R i a 	= b. Togax ili a < b ili b < a. Ne gubime od opxtosta
ako pretpostavime deka a < b.

Izbirame ε =
b − a

3
> 0

Od lim
n→∞ an = a, sleduva deka postoi n0 ∈ N, takov xto

|an − a| <
b − a

3
, za site n > n0.

Od lim
n→∞ an = b, sleduva deka postoi n1 ∈ N, takov xto

|an − b| <
b − a

3
, za site n > n1.

Neka n2 = max(n0, n1) t.e. n2 ≥ n0 i n2 ≥ n1. Za n > n2, zaradi
svojstvoto na apsolutnata vrednost i ova pogore, imame
b − a = |b − a| = |an − a − an + b| ≤ |an − a| + |an − b| <

<
b − a

3
+

b − a

3
=

2
3
(b − a).

Dobivme b − a <
2
3
(b − a) ⇔ 1

3
(b − a) < 0 ⇔ b < a, xto e protivreq-

nost.
Sliqno, se dobiva protivreqnost i ako pretpostavime b < a. (Vo

toj sluqaj, za ε ḱe zememe
a − b

3
).

Zakluquvame deka graniqnata vrednost na niza, dokolku postoi,
mora da e edinstvena.
Deka 25.10 e toqno sleduva i od slednoto razmisluvaǌe: ako pret-
postavime deka edna niza ima dve razliqni graniqni vrednosti, a
i b, togax vo dve nivni bliski okolini bi moralo da ima beskoneq-
no mnogu qlenovi od nizata, a nadvor od niv samo koneqno mnogu,
xto istovremeno ne e mo�no.

25.20 Graniqnata vrednost na edna niza {an} e i toqka na natrupu-
vaǌe na nizata.

Dokazot sleduva direktno od definiciite.

25.30 Konvergentnite nizi imaat samo edna toqka na natrupuvaǌe.

Dokazot na 25.30 jasno sleduva od 25.10 i 25.20.
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25.40 Sekoja konvergentna niza e ograniqena.

Dokaz. Neka {an} e konvergentna niza t.e. postoi a ∈ R, a =
lim

n→∞ an.

(i) Ako a 	= 0, togax za sekoe ε > 0, pa i za ε =
|a|
2

, postoi n0 ∈ N,

takov xto |an−a| <
|a|
2

, za site n ≥ n0. Od svojstvata na apsolutna
vrednost imame

|an| − |a| ≤ ||an| − |a|| ≤ |an − a| <
|a|
2

, za site n > n0

t.e.
|an| <

3
2
|a|, za site n > n0.

Ako izbereme M = max{|a1|, |a2|, . . . , |an0|,
3
2
|a|}, togax

|an| < M, za site n ∈ N t.e {an} e ograniqena.

Grafiqki

Za situacija kako na gorniot crte� M = a1.

(ii) Ako a = 0, togax za ε =
1
2
, postoi n0 ∈ N takov xto |an| <

1
2
, za

site n > n0. Togax za M izbirame, M = max{|a1|, |a2|, . . . , |an0|,
1
2
}

i dobivame deka |an| < M , za site n ∈ N t.e. {an} e ograniqena.

Definicija 3. Niza koja xto ne e konvergentna se narekuva di-
vergentna niza.

Definicija 4. Za nizata {an} velime deka se stremi kon ∞ i
pixuvame lim

n→∞ an = ∞ ili an → ∞ pri n → ∞, ako za sekoj M > 0,
postoi priroden broj n0 ∈ N, taka xto za site qlenovi na nizata
{an} qii indeksi n > n0, va�i an > M .

Znaqi, lim
n→∞ an =+∞ ako za bilo koj M > 0, mo�e da se naj-

de priroden broj n0 ∈ N, taka xto beskoneqno mnogu qlenovi od
nizata (t.e. site qlenovi na nizata so indeksi pogolemi ili ed-
nakvi na n0), imeno qlenovite: an0+1, an0+2, . . . , an0+m, . . . se pogole-
mi od brojot M .
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Definicija 5. Za nizata {an} velime deka se stremi kon −∞ i
pixuvame lim

n→∞ an = −∞ ili an → −∞ pri n → ∞, ako za sekoj

M > 0, postoi priroden broj n0 ∈ N, taka xto za site qlenovi na
nizata {an} qii indeksi n > n0, va�i an < −M .

Znaqi, lim
n→∞ an =−∞ ako za koj bilo M > 0, mo�e da se naj-

de priroden broj n0 ∈ N, taka xto beskoneqno mnogu qlenovi od
nizata, imeno qlenovite: an0+1, an0+2, . . . , an0+m, . . . se pomali od
brojot −M .

Nizite koixto se stremat kon +∞ ili kon −∞, pri n → ∞, se
narekuvaat uxte divergentni nizi vo potesna smisla. Imajḱi
gi predvid svojstvata na apsolutna vrednost, Definicija 4 i De-
finicija 5, zaedno se ekvivalentni so slednata definicija:

Definicija 6. Nizata {an} e divergentna vo potesna smisla,
ako za sekoj M > 0, postoi priroden broj n0 ∈ N takov xto va�i:

|an| > M, za sekoj n > n0.

Definicija 7. Nizata {an} e divergentna vo poxiroka smis-
la, ako ima poveḱe razliqni toqki na natrupuvaǌe.

Primer 1. Ispitaj gi nizite {an} , vo odnos na konvergencija i
divergencija, kade:

a) an =
2n + 1
n + 3

b) an = n2 + 1

v) an =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2

Rexenie.
a) an =

2n + 1
n + 3

Bidejḱi odnapred ne znaeme za kakva niza stanuva zbor, gi pretsta-
vuvame prvite desetina (poveḱe ili pomalku vo drugi sluqai)
qlenovi na brojnata prava. Se nasetuva deka {an} bi trebalo
da konvergira kon 2. No, ova ne e matematiqki dokaz tuku e samo
intuitivno nasetuvaǌe. Matematiqkiot dokaz e sledniot.
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Prvo go uprostuvame izrazot |an − 2|.

|an − 2| =
∣∣∣∣2n + 1

n + 3
− 2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2n + 1 − 2n − 6

n + 3

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ −5
n + 3

∣∣∣∣ =
5

n + 3

Sakame da doka�eme deka za sekoe ε > 0 postoi n0 ∈ N, takov xto
za n > n0 va�i

|an − 2| =
5

n + 3
< ε

Poslednoto e ekvivalentno so

n + 3 >
5
ε
⇔ n >

5
ε
− 3

Neka ε > 0 e proizvolno izbran. Togax
5
ε
− 3 ∈ R, pa zaradi

svojstvoto na Arhimed, postoi priroden broj, da go oznaqime so
n0, takov xto

n0 >
5
ε
− 3.

Neka n > n0. Togax imame

|an − 2| =
5

n + 3
n>n0
<

5
n0 + 3

n0> 5
ε
−3

<
5

5
ε
− 3 + 3

=
5
5
ε

= ε t.e.

|an − 2| < ε za sekoj n > n0

Zakluquvame deka lim
n→∞ an = 2.

b) an = n2 + 1
Neka M > 0 e proizvolno izbran realen broj. Togax i M − 1 ∈

R. Spored svojstvoto na Arhimed postoi priroden broj n0, n0 >
M − 1.

Neka n > n0. Togax

an = n2 + 1
n>n0
> n2

0 + 1
n2

0≥n0

> n0 + 1 > M − 1 + 1 = M

t.e.
an > M, za sekoj n > n0.
Zakluquvame deka lim

n→∞ an = ∞.

v) an =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
.

Nizata {an} e:

−1,
1
2

+ 1, −1
3
,

1
4

+ 1, −1
5
,

1
6

+ 1, −1
7
,

1
8

+ 1, . . .
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Qlenovite na nizata so parni indeksi:
1
2

+ 1,
1
4

+ 1, . . . ,
1
2k

+ 1, . . . se natrupuvaat okolu toqkata a = 1 t.e.

kako vo dokazot na a) mo�e da se poka�e deka vo bilo koja okolina
na toqkata a = 1 ima beskoneqno mnogu qlenovi. (se ostava na
qitatelot da go poka�e toa.)

Qlenovite na nizata so neparni indeksi:

−1, −1
3
, −1

5
, −1

7
, . . . ,− 1

2k − 1
, . . . se natrupuvaat okolu toqkata b =

0. (se ostava na qitatelot da go doka�e toa).
Znaqi, {an} e divergentna niza vo poxiroka smisla.
Da se navratime uxte ednax na posledniot primer. Razgledu-

vajḱi gi qlenovite na nizata {an} ,

an =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
, koixto imaat parni indeksi, nie vsuxnost

dobivame broevi:
1
2

+ 1,
1
4

+ 1, . . . ,
1
2k

+ 1, . . . koixto i samite formiraat edna nova

niza, {ak}, so opxt qlen ak =
1
2k

+ 1, k ∈ N.

Novata niza e del od dadenata niza, i za da ja naglasime ovaa
vrska, namesto {ak}, ja oznaquvame so {a2k}, k ∈ N. Velime deka
{a2k} e edna podniza od dadenata niza.

Definicija 8. Neka {an} e dadena niza i neka {nk}, k ∈ N, se
takvi xto n1 < n2 < · · · < nk < . . . t.e. {nk} e strogo rasteqka niza
od prirodni broevi. Togax za nizata {ank

}, k ∈ N, velime deka
e podniza od dadenata niza.

Znaqi, vo primerot xto go razgledavme t.e. za {an} ,

an =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
, izdvoivme dve podnizi na sledeniov naqin:

t.e. podnizite:

{a2k}, a2k =
1
2k

+ 1, k ∈ N

{a2k−1}, a2k−1 = − 1
2k − 1

, k ∈ N

I dokolku qitatelot doka�al deka {an} ima dve toqki na natrupu-

vaǌe, toj vsuxnost poka�al deka nizata
{ 1

2k
+ 1

}
→ 1, n → ∞, i{

− 1
2k − 1

}
→ 0, n → ∞
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Zabelexka. Ovie dve podnizi od dadenata niza {an} , an =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
sekako ne se edinstveni podnizi od {an} . Vsuxnost

mo�eme da izbereme, soglasno definicijata za podniza, beskoneqno
mnogu podnizi od dadenata niza. No ovie dve bea od poseben
interes, kako konvergentni podnizi od dadenata niza. Taka vo
primerot vidovme niza kojaxto ne e konvergentna, no sodr�i dve
konvergentni podnizi. Od druga strana, ḱe poka�eme deka za edna
konvergentna niza ne mo�e da se najde divergentna podniza.

25.50 Sekoja podniza od konvergentna niza so graniqna vrednost
a, e konvergentna i ima ista graniqna vrednost a.

Dokaz. Neka {ank
} e proizvolno izbrana podniza od {an} . Neka

ε > 0 e proizvolno izbran. Od lim
n→∞ an =a, sleduva deka va�i

(∗) postoi n0 ∈ N, takov xto |an − a| < ε, za site n > n0.

No {nk} e rasteqka niza od prirodni broevi kojaxto se stremi
kon +∞, pa toa znaqi deka za brojot n0 (najden pogore) postoi
k0 ∈ N taka xto nk > n0, za site k > k0.

Sega, za k > k0, zaradi nk > n0, ank
∈ {an} i (∗), imame deka

|ank
− a| < ε t.e. lim

k→∞
ank

= a.

Zabelexka. Ako nizata {an} ima dve konvergentni podnizi koi
konvergiraat kon razliqni granici togax {an} e divergentna niza
(vo poxiroka smisla). Ako {an} ima barem edna divergentna pod-
niza, togax i {an} e divergentna niza .

1.26 Beskrajno mali i beskrajno golemi nizi

Definicija 1. Nizata qijaxto graniqna vrednost e nula se na-
rekuva beskrajno mala ili nula-niza.

Vo slednite svojstva ḱe dademe primeri na takvi nizi.

26.10 Nizata {an} , kade an =
1
n

e nula-niza.

Dokaz. Toqno e |an − 0| = | 1
n
− 0| =

1
n
.

Neka ε > 0 e proizvolno izbran. Od svojstvoto na Arhimed,

postoi n0 ∈ N, takov xto n0 >
1
ε
.

Neka n > n0. Togax |an−0| =
1
n

n>n0
<

1
n0

<
1
1
ε

= ε, pa lim
n→∞ an = lim

n→∞
1
n

=
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0, t.e.
{

1
n

}
e nula-niza.

26.20 Nizata {an}, kade an =
1
nk

, k > 0 e nula-niza.

Definicija 2. Nizata kojaxto se stremi kon + ∞ pri n → ∞ se
narekuva beskrajno golema niza.

26.30 Nizata {An}, kade An = n (nizata od prirodni broevi) e
beskrajno golema niza.

Dokaz. Neka M > 0 e koj bilo realen broj. Od svojstvoto
na Arhimed, sleduva deka postoi n0 ∈ N, n0 > M . Togax za site
n > n0, imame An = n > n0 > M t.e. {n} → ∞.

26.40 Nizata {An}, kade An = nk, k > 0 e beskrajno golema.

26.50 Nizata {An}, kade An = qn, q > 1 e beskrajno golema.

Dokaz. Bidejḱi q > 1, sleduva deka postoi p takov xto q = 1+p

i p > 0. Sega, neka M > 0 e proizvolno izbran. Togax

An = qn = (1 + p)n
23.1≥ 1 + p · n > p · n

Od svojstvoto na Arhimed, za
M

p
∈ R, postoi n0 ∈ N, taka xto

n0 >
M

p
. Za n > n0, imame

An > p · n > p · n0 > p · M

p
= M

t.e. {qn} za q > 1 e beskrajno golema niza.

26.60 Zbir, razlika i proizvod od dve beskrajno mali nizi e beskra-
jno mala niza.

26.70 Neka {an} e beskrajno mala niza i an > 0, ∀n ∈ N. Togax

nizata {An}, An =
1
an

e beskrajno golema niza. Va�i i obratnoto,

t.e. ako {An} e beskrajno golema niza, togax {an} , an =
1

An
e

beskrajno mala niza.
Dokaz. Neka {an} e takva xto an > 0, ∀n ∈ N i lim

n→∞ an =0. Neka

M > 0 e proizvolno izbran broj. Od svojstvoto deka pomeǵu dva
realni broja postoi realen broj, sleduva deka postoi ε, takov

xto 0 < ε <
1
M

. Od lim
n→∞ an =0, za ε izbran kako pogore, postoi

n0 ∈ N taka xto |an − 0| = |an| < ε, za site n > n0.
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Od ovde pak imame deka An =
1
an

=
1

|an| >
1
ε

>
1
1
M

= M, za site

n > n0 t.e. An > M , za site n > n0 t.e. lim
n→∞ An = ∞.

Obratnoto se doka�uva na sliqen naqin i se ostava na qitatelot.

26.80 Nizata {an}, an = qn, |q| < 1 e nula-niza.

Dokaz. Da ja razgledame {An}, kade An =
1
an

.

|An| =
∣∣∣ 1
an

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
qn

∣∣∣ =
∣∣∣1
q

∣∣∣n i
∣∣∣1
q

∣∣∣ =
1
|q| > 1

Od 26.50, imame deka {|An|} e beskrajno golema niza, od kade za-

radi 26.70, dobivame deka lim
n→∞

(
1

|An|
)

= 0 t.e. lim
n→∞ |an| = 0 t.e.

lim
n→∞ an =0.

26.90 Zbir i proizvod od dve beskrajno golemi nizi e beskrajno
golema niza.

Za graniqnite vrednosti na nizite:{an

bn

}
− koliqnik od dve beskrajno mali nizi

{An

Bn

}
− koliqnik od dve beskrajno golemi nizi{

an ·Bn

}
− proizvod od beskrajno mala so beskrajno golema niza{

An − Bn

}
− razlika od dve beskrajno golemi nizi

dobivame neopredelenosti od oblik,

0
0
,

∞
∞ , 0 · ∞, ∞−∞, soodvetno.

Isto taka i za graniqnite vrednosti na nizite:{
αAn

n

}
, {αn} → 1, {An} → ∞ pri n → ∞{

abn
n

}
, {an} → 0, {bn} → 0 pri n → ∞{

aAn
n

}
, {an} → 0, {An} → ∞ pri n → ∞{

Abn
n

}
, {An} → ∞, {bn} → 0 pri n → ∞

dobivame
1∞, 00, 0∞, ∞0, soodvetno.
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Neopredelenosta ∞−∞ ḱe ja ilustrirame vo sledniot primer.

Primer 1. a) Neka {An} i {Bn} se nizi zadadeni so An = n2 +
1
n
, Bn = n2. Da ja ispitame konvergencijata na {An}, {Bn} i

{An} − {Bn}.
Rexenie. Od An = n2 +

1
n

> n2 > M , za sekoj odnapred izbran
M , poqnuvajḱi od nekoj priroden broj n0 dobivame deka An → ∞
i Bn → ∞ pri n → ∞.

Od An −Bn = n2 +
1
n
−n2 =

1
n

i
1
n
→ 0 pri n → ∞ dobivame deka

lim
n→∞(An − Bn) = 0.

Vo ovoj primer, imavme

lim
n→∞ An = ∞, lim

n→∞ Bn = ∞ no lim
n→∞(An − Bn) = 0 t.e. ∞−∞ = 0.

Primer 2. Neka {An} i {Bn} se nizi zadadeni so An = 2n, Bn = n.
Da ja ispitame konvergencijata na {An}, {Bn} i {An} − {Bn}.

Rexenie. Toqno e deka An → +∞, Bn → +∞, pri n → ∞.

Od An − Bn = 2n − n = n jasno sleduva deka {An − Bn} se stremi
kon ∞ pri n → ∞.

Vo ovoj primer, imavme

lim
n→∞ An = ∞, lim

n→∞ Bn = ∞ i lim
n→∞(An − Bn) = ∞ t.e. ∞−∞ = ∞.

Zabelexka. Neka nizata
{

An

}
, e takva xto lim

n→∞ An = −∞. Stavaj-

ḱi Bn = −An, za sekoj n ∈ N se dobiva niza
{

Bn

}
takva xto

lim
n→∞ Bn = ∞ (vidi definicijata). Poradi ova teoremite za beskra-
jno golemi nizi gi dadovme samo ako nizite se stremat kon +∞, a
sliqni teoremi va�at i za nizi koi se stremat kon −∞.
Neka na primer,

{
An

}
i
{
Cn

}
se takvi xto lim

n→∞ An = lim
n→∞Cn =

−∞. Stavajḱi
{
Bn

}
=
{
− An

}
,
{
Dn

}
=
{
− Cn

}
(koi se stremat

kon ∞) se dobiva

lim
n→∞(An + Cn) = lim

n→∞(−((−An) + (−Cn))) = lim
n→∞(−En),

kade En = (−An) + (−Cn) → ∞, zaradi 26.90, pa lim
n→∞(−En) = −∞

t.e. lim
n→∞(An + Cn) = −∞. t.e.

(−∞) + (−∞) = −∞.

Pritoa gorniot zapis (−∞) + (−∞) = −∞ znaqi zbir na dve nizi
xto se stremat kon −∞ e niza koja se stremi kon −∞. Sliqno, se
dobivaat ostanatite teoremi.
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1.27 Operacii so graniqni vrednosti na nizi

27.10 Zbirot na dve konvergentni nizi {an} i {bn} e konvergentna
niza, i pritoa graniqnata vrednost od zbirot na nizite e zbir od
graniqnite vrednosti na nizite t.e.

lim
n→∞(an + bn) = lim

n→∞ an + lim
n→∞ bn

Dokaz. Neka lim
n→∞ an =a i lim

n→∞ bn = b i neka ε > 0 e proizvolno

izbran. Od konvergencija na {an} i {bn} sleduva deka ∃n1, n2 ∈ N

takvi xto |an−a| <
ε

2
, za sekoj n > n1 i |bn−b| <

ε

2
, za sekoj n > n2.

Neka {cn} = {an + bn}, c = a + b i n0 = max (n1, n2). Za n > n0,
imame

|cn − c| = |(an + bn) − (a + b)| = |(an − a) + (bn − b) ≤
≤ |an − a| + |bn − b| <

ε

2
+

ε

2
= ε

Zaradi proizvolnosta na ε, sleduva deka za sekoj ε > 0 postoi
n0 ∈N,

(
n0 = max (n1, n2)

)
taka xto |cn − c| < ε, za site n > n0 t.e.

lim
n→∞ cn = c. Ottuka imame lim

n→∞(an + bn) = a + b = lim
n→∞ an + lim

n→∞ bn.

27.20 Razlikata od dve konvergentni nizi {an} i {bn} e konver-
gentna niza, i pritoa graniqna vrednost od razlikata na nizite
e razlika od graniqnite vrednosti na nizite t.e.

lim
n→∞(an − bn) = lim

n→∞ an − lim
n→∞ bn.

27.30 Proizvodot od dve konvergentni nizi {an} i {bn} e konver-
gentna niza, i pritoa graniqna vrednost od proizvodot na nizite
e proizvod od graniqnite vrednosti na nizite t.e.

lim
n→∞(an · bn) = lim

n→∞ an · lim
n→∞ bn

Dokaz. Neka lim
n→∞ an = a i lim

n→∞ bn = b. Neka ε > 0 e proizvolno

izbran.
Nizata {bn} e konvergentna niza, pa taa e i ograniqena (toa go

doka�avme prethodno). Znaqi, postoi M > 0, taka xto |bn| < M ,
za sekoj n ∈ N. Sega, za

ε

M + |a| > 0, postojat prirodni broevi n1

i n2 taka xto va�i
|an − a| <

ε

M + |a| , za site n > n1

|bn − b| <
ε

M + |a| , za site n > n2.
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Neka sega n0 = max (n1, n2) t.e. n0 ≥ n1 i n0 ≥ n2.
Za n > n0 imame

|anbn − ab| = |anbn − abn + abn − ab| = |(an − a)bn + a(bn − b)|

≤ |an − a||bn| + |a||bn − b|

<
ε

M + |a| · M + |a| ε

M + |a|

=
ε · M + ε · |a|

M + |a| =
ε(M + |a|)
M + |a| = ε.

Doka�avme deka za sekoj ε > 0, postoi n0 ∈ N, taka xto za sekoj
n > n0 va�i |anbn − ab| < ε t.e.

lim
n→∞ anbn = a · b = lim

n→∞ an lim
n→∞ bn.

27.40 Graniqna vrednost od konstantna niza {an}, an = a ∈ R,

∀n ∈ N e a t.e. lim
n→∞ a = a,

(
{a} : a, a, a, . . . , a, . . .

)
Od 27.30 i 27.40 sleduva 27.50.

27.50 Ako {an} e konvergentna niza, c ∈ R, togax i {c · an} e kon-
vergentna niza i va�i

lim
n→∞(c · an) = c · lim

n→∞ an

27.60 Koliqnikot na dve konvergentni nizi {an} i {bn}, pri xto
bn 	= 0, za sekoj n ∈ N i lim

n→∞ bn 	= 0, e konvergentna niza, i pritoa
va�i

lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞ an

lim
n→∞ bn

.

Dokaz. Neka lim
n→∞ an = a, i lim

n→∞ bn = b, b 	= 0, bn 	= 0, za sekoj n ∈ N.

Bidejḱi {bn} e konvergentna sleduva deka {bn} e ograniqena.
Od ograniqenosta na {bn} i b 	= 0, bn 	= 0, za sekoj n ∈ N sleduva
deka postojat m, M > 0 taka xto m < |bn| < M , za sekoj n ∈ N.

Neka ε > 0 e proizvolen i neka ε1 =
m |b| ε
|a|+ |b| > 0. Od konvergen-

cijata na nizite {an} i {bn} sleduva postojat n1, n2 ∈ N taka xto
|an − a| < ε1 za sekoj n > n1 i |bn − b| < ε1 za sekoj n > n2. Neka
n0 = max(n1, n2), i n > n0. Togax imame
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∣∣∣an

bn
− a

b

∣∣∣ =
∣∣∣anb − abn

bnb

∣∣∣ =
∣∣∣anb − ab + ab − abn

bnb

∣∣∣ =

=
∣∣∣(an − a)b − a(bn − b)

bnb

∣∣∣ ≤ |an − a||b|+ |a||bn − b|
|bn||b| <

<
ε1 · |b|+ |a| · ε1

|b| ·m = ε1
|a|+ |b|
|b| · m =

m · |b| · ε
|a|+ |b| · |a|+ |b|

|b| · m = ε

t.e.
∣∣∣an

bn
− a

b

∣∣∣ < ε za site n > n0, od kade sleduva deka va�i

lim
n→∞

an

bn
=

a

b
=

lim
n→∞ an

lim
n→∞ bn

.

27.70 (Obopxtuvaǌe na 27.10 i 27.30)
Ako {a(m)

n }, m ∈ {1, 2, . . . , k} se k konvergentni nizi, togax i nivniot
zbir i proizvod se konvergentni nizi i va�i

lim
n→∞(a(1)

n + a(2)
n + . . . a(k)

n ) = lim
n→∞ a(1)

n + lim
n→∞ a(2)

n + · · ·+ lim
n→∞ a(k)

n

i
lim

n→∞(a(1)
n · a(2)

n · . . . a(k)
n ) = lim

n→∞ a(1)
n · lim

n→∞ a(2)
n · · · · · lim

n→∞ a(k)
n .

Specijalno. lim
n→∞(ak

n) = ( lim
n→∞ an)k za k ∈ N.

1.28 Operacii mégu konvergentni nizi i beskrajno golemi

nizi

28.10 Ako {an} e konvergentna niza so graniqna vrednost a, a {Bn}
e beskrajno golema niza xto se stremi kon +∞ pri n → ∞, togax
va�i

(i) {an +Bn} e beskrajno golema niza xto se stremi kon +∞ pri
n → ∞.

Pixuvame a + ∞ = ∞
(ii) {an − Bn} se stremi kon −∞, pri n → ∞.

Pixuvame a −∞ = −∞

(iii) an ·Bn =

⎧⎨
⎩

se stremi kon + ∞ pri n → ∞ ako a > 0
se stremi kon −∞ pri n → ∞ ako a < 0
neopredelenost ako a = 0

Pixuvame a · ∞ =

⎧⎨
⎩

∞, a > 0
−∞, a < 0

neopredelenost, a = 0
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(iv)
{

an

Bn

}
e beskoneqno mala niza.

Pixuvame
a

∞ = 0.

Zabelexka. Sliqni svojstva va�at i koga Bn → −∞ pri n → ∞.
Pritoa, a + (−∞) = −∞, a − (−∞) = +∞ i

a · (−∞) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−∞, a > 0
∞, a < 0 i

a

−∞ = 0.

neopredelenost, a = 0.

1.29 Nekolku kriteriumi za konvergencija na niza: Send-

viq princip, Teorema za monotonost i ograniqenost

Sendviq princip: Neka {an} , {bn} i {cn} se tri nizi za koi
va�i:
(i) an ≤ bn ≤ cn, za sekoj n ∈ N,
(ii) {an} i {cn} se konvergentni nizi so ista graniqna vrednost
t.e. lim

n→∞an = lim
n→∞cn = a.

Togax i {bn} e konvergentna niza so ista graniqna vrednost a
t.e. lim

n→∞bn = a.

Dokaz. Neka ε > 0 e proizvolno izbran. Od lim
n→∞ an =a = lim

n→∞cn,

sleduva deka postojat n1 ∈ N, n2 ∈ N takvi xto |an−a| < ε, za sekoj
n > n1 i |cn−a| < ε, za sekoj n > n2. Ottuka dobivame −ε < an−a < ε

za sekoj n > n1 i −ε < cn − a < ε, za sekoj n > n2.
Neka n0 = max(n1, n2) i n > n0.
Togax va�i

−ε < an − a
(i)

≤ bn − a
(i)

≤ cn − a < ε t.e.

−ε < bn − a < ε, za sekoj n > n0, od kade sleduva deka lim
n→∞ bn = a.

Primer 1. Doka�i deka nizata {an} , kade
an =

n

n2 + 1
+

n

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n
e konvergentna so graniqna vred-

nost 1.

Rexenie. Od n2 + k ≥ n2 + 1, ∀k ∈ N imame
an =

n

n2 + 1
+

n

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n
≤

≤ n

n2 + 1
+

n

n2 + 1
+ · · ·+ n

n2 + n
=
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= n · n

n2 + 1
=

n2

n2 + 1t.e.

an ≤ n2

n2 + 1
, ∀n ∈ N (1)

Sliqno,

an ≥ n2

n2 + n
, ∀n ∈ N (2)

t.e.
n2

n2 + n
≤ an ≤ n2

n2 + 1
, ∀n ∈ N (I)

Od (I) i lim
n→∞

n2

n2 + n
= lim

n→∞
n2

n2 + n
= 1, i sendviq principot,

dobivame deka lim
n→∞ an =1

Vo prodol�enie ḱe ja navedeme teoremata za monotoni nizi i
ograniqeni nizi.

I. Neka nizata {an}
10 monotono raste: an ≤ an+1, za sekoj n ∈ N

20 e ograniqena od desno (gore) (postoi M > 0 taka xto an ≤ M ,
za sekoj n ∈N).

Togax taa e konvergentna i lim
n→∞ an ≤ M .

Teoremata ḱe ja ilustrirame bez dokaz.
Bidejḱi nizata monotono raste i e ograniqena od gore site

qlenovi na nizata se ”bli�at” kon M , no ne go nadminuvaat pa
taka vo bilo koj interval (M−ε, M ] ḱe se najdat beskoneqno mnogu
qlenovi od nizata, a nadvor od toj interval samo koneqno mnogu.
t.e.

Znaqi, postoi a ∈ (M − ε, M ] taka xto lim
n→∞ an =a ≤ M .

II. Neka nizata {an}
10 monotono opaǵa: an ≥ an+1, za sekoj n ∈N

20 e ograniqena od dolu (levo): postoi m > 0 taka da an ≥ m, za
sekoj n ∈N.

Togax nizata {an} e konvergentna i lim
n→∞ an ≥ m.

Sliqno i ovde, od monotonosta i ograniqenosta sleduva deka
beskoneqno mnogu qlenovi na nizata ḱe se najdat vo intervalot
[m, m + ε), a samo koneqno mnogu qlenovi nadvor od toj interval
t.e.
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Znaqi, ḱe postoi b ∈ [m, m + ε) taka xto b = lim
n→∞ an ≥ m.

Ovie dve teoremi zaedno gi iska�uvame vo eden princip:

Princip za monotoni i ograniqeni nizi: Sekoja monotona i
ograniqena niza e konvergentna.

Primer 2. Doka�i deka nizata {xn}, xn =
n!
nn

e konvergentna i
najdi lim

n→∞xn.

Rexenie. (i) Od
xn+1

xn
=

(n + 1)!
(n + 1)n+1

n!
nn

=
(n + 1)! nn

(n + 1)n+1 · n!
=

(n + 1) · n! nn

(n + 1)n(n + 1) · n!
=

nn

(n + 1)n
=
( n

n + 1
)n

< 1n = 1 dobivame deka
xn+1

xn
< 1, ∀n ∈ N.

Od xn > 0, ∀n ∈ N, i od ova pogore, dobivame deka xn+1 < xn,
∀n ∈ N t.e. {xn} monotono opaǵa.
(ii) Jasno e deka xn > 0, ∀n ∈ N, t.e. {xn} e ograniqena od dolu.

Od (i), (ii) i II dobivame deka postoi l ∈ R, l = lim
n→∞xn. Ḱe

poka�eme deka l = 0. Zaradi (II), imame deka va�i

lim
n→∞xn = l ≥ 0. (1)

Od druga strana,
xn+1

xn
=
( n

n + 1
)n=

1(n + 1
n

)n =
1(

1 +
1
n

)n

N.B.≤ 1

1 + n · 1
n

=
1
2

t.e.

xn+1 ≤ 1
2
xn, pa l ≤ 1

2
l t.e.

l ≤ 0. (2)

Od (1) i (2) sleduva deka l = 0 t.e. lim
n→∞xn = 0.

1.30 Realen broj kako granica na niza racionalni broevi

Da se vratime na decimalnoto mereǌe na otseqkite i definici-
jata na realniot broj. Neka x e pozitiven realen broj t.e. x e
beskoneqna desetiqna dropka od oblikot
x = a +

a1

10
+

a2

102
+ · · ·+ an

10n
+

an+1

10n+1
+ . . . , kade 0 ≤ ai ≤ 9, a, ai ∈ N0.

Za xn = a +
n∑

i=1

ai

10i
- dolnoto n-znaqno racionalno pribli�uvaǌe

na x, i xn = a +
n∑

i=1

ai

10i
+

1
10n

- gornoto n-znaqno racionalno prib-

li�uvaǌe na x, vidovme (vo paragraf 1.17) deka va�at odredeni
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svojstva. Koristejḱi gi poimite monotonost, oraniqenost i kon-
vergencija na niza, lesno se vooquva deka tie svojstva se sood-
vetno ekvivalentni na:
10. {xn} monotono raste, {xn} monotono opaǵa.
20. xn < a + 1, za sekoj n ∈ N t.e. {xn} e ograniqena od gore i
xn ≥ a, za sekoj n ∈ N t.e. {xn} e ograniqena od dolu.

30. {xn − xn} =
{

1
10n

}
→ 0, n → ∞.

40. xn < x < xn, ∀n ∈ N.
Od principot za monotonost i ograniqenost kako i 10 i 20 sle-

duva deka postojat: lim
n→∞xn = x i lim

n→∞xn = x.

Ako vo 30 zememe lim
n→∞, dobivame: lim

n→∞(xn − xn) = lim
n→∞

(
1

10n

)
=

lim
n→∞

(
1
10

)n

= 0 t.e. x − x = 0 t.e. x = x. Znaqi, lim
n→∞xn = lim

n→∞xn.

Od poslednoto, 40 i sendviq principot dobivame deka lim
n→∞xn =

lim
n→∞xn = x. Jasno {xn} i {xn} se nizi od racionalni broevi.
Mo�eme da zakluqime deka va�i slednoto svojstvo.
30.10 Sekoj realen broj e granica na niza od racionalni broevi.
Va�i i poopxta teorema.

Teorema na Kantor-Dedekind:
Ako {In}, In = [An, Bn] e niza vlo�eni segmenti t.e. In ⊇ In+1,

za sekoj n ∈ N, i ako

{Bn − An} → ∞, n → ∞,

togax postoi realen broj C, koj e sodr�an vo sekoj od segmentite
In, t.e. C ∈ In, za sekoj n ∈N.

1.31 Stepen na realen broj so realen eksponent

Pred da definirame stepen ax, za a ∈ R+ i x ∈ R, ḱe navedeme (bez
dokaz) nekoi svojstva.
31.10. Za sekoja niza od racionalni broevi {rn} takvi xto lim

n→∞rn =

0 i za sekoj a ∈ R+, va�i lim
n→∞arn = 1.

31.20 Ako {rn} e konvergentna niza od racionalni broevi, togax
za sekoj a ∈R+ nizata {arn} e konvergentna niza.

Prvo ḱe definirame ax, za a > 1 i x ∈ R+.
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Neka {xn} i {xn} se, soodvetno, nizite od dolni i gorni n−znaq-
ni pribli�uvaǌa na brojot x. Za niv se ispolneti slednite svoj-
stva:
(i) {xn}, {xn} ∈Q ( vo ovoj sluqaj na Q+) za sekoj n ∈ N i lim

n→∞xn =
lim

n→∞xn = x.

(ii) {xn} e monotono rasteqka niza, a {xn} e monotono opaǵaqka
niza
(iii) xn < xn, za sekoj n ∈ N

(iv) lim
n→∞(xn − xn) = 0.

Da gi razgledame nizite {axn} i {axn}. Tie gi zadovoluvaat
slednite osobini:

(I) {axn} i {axn} se konvergentni nizi.
(zaradi (i) i 31.20)
(II) {axn} e monotono rasteqka niza, a {axn} e monotono opaǵaqka

niza. ({xn} e monotono rasteqka niza, t.e. imame xn < xn+1 za sekoj
n ∈ N. Od a > 1 i 18.160 imame deka axn< axn+1 , za sekoj n ∈ N t.e.
{axn} e monotono rasteqka niza. Sliqno, se poka�uva deka { axn}
e monotono opaǵaqka niza).
(III.) axn< axn, za sekoj n ∈ N.
(Od (iii), a > 1 i 18.160 sleduva (III)).
(IV ) lim

n→∞(axn− axn) = 0.

( lim
n→∞(axn− axn) = lim

n→∞axn(axn−xn − 1) =
31.10,(IV )

lim
n→∞axn(1 − 1) =

lim
n→∞axn ·0 = 0.)

Zaradi svojstvata (I), (II), (III) i (IV ), dobivame deka {In},
In = [axn, axn ] e niza od vlo�eni segmenti so dol�ini axn−axn

xto se sremat kon nula pri n →∞. Od Teoremata na Kantor-
Dedekind, sleduva deka postoi edinstven realen broj, C, koj xto
pripaǵa na sekoj od intervalite In. Toj realen broj se narekuva
stepen na brojot a > 1 so eksponent x > 0, i se oznaquva so ax.

Znaqi, ax = lim
n→∞axn= lim

n→∞axn .

Ako x < 0, a > 1, togax ax =
1

a−x
. (−x > 0)

Ako 0 < a < 1, x ∈ R, ax =
1

( 1
a)x

(
1
a

> 1).

Toqni se slednite svojstva:

31.30 (i) ax · ay = ax+y, za a > 0 i x, y ∈ R.
(ii) (ax)−1 = a−x, za a > 0.
(iii) (ax)y = axy za a > 0, x, y ∈ R.
(iv) ax = ay ⇔ x = y, za a > 0.
(v) Ako 0 < a < b, togax ax < bx, za x > 0 i ax > bx, za x < 0.
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Vo prodol�enie ḱe navedeme nekoi svojstva od operacii so kon-
vergentni nizi.
31.40 Ako {an} e konvergentna niza od realni broevi i an > 0, za
sekoj n ∈ N, i ako t ∈ R e proizvolen realen broj, togax nizata
{at

n} e konvergentna i pritoa va�i

lim
n→∞(at

n) = ( lim
n→∞an)t

31.50 Ako {an} e konvergentna niza od realni broevi i C ∈ R+ e
proizvolen, pozitiven realen broj, togax i {Can} e konvergentna
niza i pritoa va�i

lim
n→∞(Can) = C

lim
n→∞ an

31.60 Ako {an} i {bn} se konvergentni nizi od realni broevi so
granici a i b soodvetno i ako ab ne e neopredelen izraz, togax
va�i

lim
n→∞(abn

n ) = ( lim
n→∞ an)

lim
n→∞ bn

1.32 Aritmetiqka progresija

Definicija 1. Nizata broevi {an} , so svojstvoto, poqnuvajḱi
od vtoriot qlen, razlikata meǵu sekoj qlen i negoviot prethoden
qlen da e postojana t.e. nekoja konstanta, d, se narekuva arit-
metiqka progresija ili arimetiqka niza.

Konstantata, d se narekuva razlika na progresijata.
Znaqi, aritmetiqka progresija {an} so razlika d e dadena so

rekurentnata vrska an+1 − an = d, n ∈ N

an+1 = an + d, n ∈ N, (�)

Taka, ako prviot qlen e a1, togax a2 = a1 + d,
a3 = a2 + d = a1 + d + d = a1 + 2d, a4 = a3 + d = a1 + 2d + d = a1 + 3d,
itn.
Intuitivno nasetuvame deka an = a1 + (n − 1)d. Toqna e slednava
formula

32.10 (Formula za opxt qlen na aritmetiqka progresija)
Opxtiot qlen an na aritmetiqkata progresija {an} so razlika

d e
an = a1 + (n − 1)d, n ∈ N (∗)
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Dokaz. Dokazot ḱe go sprovedeme so PMI.
Za n = 2, a2 = a1 + d = a1 + (2 − 1)d
Neka (∗) va�i za n ∈ N t.e. neka an = a1 + (n − 1)d. Togax za an+1

imame
an+1 =

(�)
an+d =

(∗)
a1+(n−1)d+d = a1+(n−1+1)d = a1+((n+1)−1)d

Soglasno PMI va�i (∗).
Zaradi 32.10, imame deka sekoj qlen na aritmetiqkata progre-

sija mo�e da go presmetame ako se poznati poqetniot qlen a1 i
razlikata d t.e. edna aritmetiqka progresija e zadadena (oprede-
lena) ako se poznati poqetniot qlen a1 i razlikata d.

Primeri:

1) Prirodnata niza e aritmetiqka progresija so razlika d = 1 i
poqeten qlen a1 = 1.
2) Nizata: 1, 4, 7, 10 . . . , 3n− 2, . . . e aritmetiqka progresija so ra-
zlika d = 3 i poqeten qlen a1 = 1.
3) Nizata 5, 4, 3, 2, 1, 0,−1,−2,−3, . . . , 6 − n, . . . e aritmetiqka pro-
gresija so razlika d = −1 i poqeten qlen a1 = 5.

32.20 Neka {an} e aritmetiqka progresija so razlika d.
(i) ako d > 0, togax {an} e strogo monotono rasteqka niza.
(ii) ako d < 0, togax {an} e strogo monotono opaǵaqka niza.
(iii) za sekoi tri ednopodrugi qlenovi na progresijata ak−1, ak,

ak+1, va�i

ak =
1
2
(ak−1 + ak+1)

t.e. sekoj qlen na aritmetiqkata progresija e aritmetiqka sre-
dina od negoviot prethoden i negoviot sleden qlen.
Dokaz. (i) Ako d > 0, togax an+1 − an > 0, za sekoj n ∈ N xto e
ekvivalentno so an+1 > an, za sekoj n ∈ N. Poslednoto znaqi deka
{an} e strogo monotono rasteqka niza.
(ii) Sliqno, kako (i).
(iii) Od (�) imame ak+1 − ak = d, ak − ak−1 = d.
Ako gi odzememe dvete ravenstva, dobivame

ak+1 − ak − ak + ak−1 = 0 t.e.
ak+1 + ak−1

2
= ak

32.30 Neka {an} e aritmetiqka progresija. Togax, za sekoj n ∈ N,
i za site k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n va�i

ak + an−k+1 = a1 + an.
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Dokaz. Neka d e razlikata na aritmetiqkata progresija i neka
n ∈ N, k ∈ N i 1 ≤ k ≤ n. Od formulata za opxtiot qlen, dobivame

ak + an−k+1 = a1 + (k − 1)d + a1 + (n − k + 1 − 1)d =
= a1 + a1 + ((k − 1 + n − k)d =
= a1 + a1 + (n − 1)d︸ ︷︷ ︸

=an

= a1 + an

Da zabele�ime deka

Za k = 2 vo 32.30 dobivame: a2 + an−1 = a1 + an

Za k = 3 vo 32.30 dobivame: a3 + an−2 = a1 + an

Za k = 4 vo 32.30 dobivame: a4 + an−3 = a1 + an

Svojstvoto 32.30 vsuxnost znaqi deka zbirot na qlenovite koi
se podednakvo “oddaleqeni” od qlenovite a1 i an e ednakov na
zbirot na a1 i an.
32.40 (Formula za zbir na prvite n−qlenovi od aritmetiqkata
progresija )

Zbirot Sn na prvite n−qlenovi od aritmetiqka progresija
{an} e ednakov na

n

2
(a1 + an) t.e. Sn = a1 + a2 + . . . an =

n

2
(a1 + an).

Dokaz.

Sobirajḱi gi Sn = a1 + a2 + · · ·+ ak + · · ·+ an−k+1 + · · ·+ an i

Sn = an + an−1 + · · ·+ an−k+1 + · · ·+ ak + · · ·+ a2 + a1

2Sn = (a1 + an) + (a2 + an−1) + · · ·+ (ak + an−k+1) + . . .

· · ·+ (an−k+1 + ak) + · · ·+ (an−1 + a2) + (an + a1)
32.30

=
32.30

= n(a1 + an) t.e. Sn =
n

2
(a1 + an).

Zabelexka. Formulata za zbir na prvite n−qlenovi od arit-
metiqka progresija, mo�e da se izrazi i na sledniot naqin:

Sn =
n

2
(a1 + an) 33.10

=
n

2
(a1 + a1 + (n − 1)d) =

n

2
[2a1 + (n − 1)d]

t.e. preku prviot qlen, a1, i razlikata d.
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1.33 Geometriska progresija

Da razgledame eden delben proces vo koj edna celina se deli na
dve, potoa sekoja od ovie dve se deli uxte na po dve novi, pa od
qetirite dobivame osum novi itn.

Brojot na celinite vo sekoj qekor e:

Na ovoj naqin, za brojot na celinite vo sekoj qekor, dobivame
edna niza, kojaxto go ima slednoto svojstvo:

21

20
=

22

21
=

23

22
= · · · = 2n

2n−1
= · · · = 2

t.e. koliqnikot od bilo koi dva ednopodrugi qlena vo nizata e
eden ist broj. Ovaa niza se narekuva geometriska progresija.

Definicija 1. Niza od broevi {an}, takvi xto koliqnikot na
sekoj qlen od nizata so negoviot prethoden qlen e ist broj, q, se
narekuva geometriska progresija ili geometriska niza.

Brojot q se narekuva koliqnik na progresijata.
Znaqi, geometriska progresija {an} so koliqnik q e dadena so

rekurentnata vrska:

an

an−1
= q , n ∈ N \ {1}

t.e. an = q · an−1, n ∈ N \ {1} (�)

Ako prviot qlen na progresijata e a1, togax
a2 = q ·a1, a3 = q ·a2 = q ·q ·a1 = q2a1, a4 = q ·a3 = q ·q2 ·a1 = q3a1, itn.

Va�i slednava formula
33.10 (Formula za opxt qlen na geometriska progresija)
Opxtiot qlen an na geometriska progresija, {an} so koliqnik q e

an = a1 · qn−1, n ∈ N (∗)

Dokaz. Dokazot ḱe go sprovedeme so PMI.
Za n = 1, (∗) e trivijalno ispolneta.
Za n = 2, a2 = a1 · q = a1 · q2−1
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Neka (∗) va�i za sekoj n ∈ N t.e. an = a1 · qn−1. Togax za an+1

dobivame an+1
(�)
= an · q (∗)

= a1q
n−1 · q = a1 · qn = a1q

(n+1)−1.
Znaqi, (∗) va�i za sekoj n ∈ N.
Od 33.10, proizleguva deka geometriska progresija e oprede-

lena so nejziniot prv qlen a1 i koliqnikot q.

Primeri. 1) 1,
1
2
,
1
4
, . . . ,

1
2n−1

, . . . e geometriska progresija so

a1 = 1, q =
1
2
.

2) 1,−2, 4,−8, . . . , (−2)n−1, . . . e geometriska progresija so
a1 = 1, q = −2.

33.20 Neka {an} e geometriska progresija so koliqnik q i an > 0,
za sekoj n ∈ N.

(i) Ako q > 1, togax nizata{an} strogo monotono raste

(ii) Ako 0 < q < 1, togax nizata{an} strogo monotono opaǵa

(iii) Za bilo koi tri ednopodrugi qlenovi ak−1, ak, ak+1 od

geometriska progresija va�i

ak =
√

ak−1ak+1

Zabelexka. Zaradi (iii) velime deka sekoj qlen od edna pozitivna
geometriska progresija e geometriska sredina od negoviot pret-
hoden i negoviot sleden qlen.
Dokaz. (i) Neka q > 1. Togax od (�) imame deka

an = q · an−1 > an−1, za sekoj n > 1,

t.e. {an} strogo monotono raste.
(ii) sliqno kako (i).
(iii) Od (�) imame

ak+1 = q · ak, ak = q · ak−1, od kade dobivame

ak−1ak+1 =
ak

q
· q · ak = a2

k t.e. ak =
√

ak−1ak+1

33.30 Neka {an} e geometriska progresija. Togax za sekoj n ∈ N i
za site k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, va�i

ak · an−k+1 = a1 · an.

Dokaz. Neka {an} e geometriska progresija so koliqnik q. Neka
n ∈N, k ∈ N i 1 ≤ k ≤ n. Togax

ak · an−k+1
33.10

= a1 · qk−1 · a1 · qn−k+1−1 = a1 · a1 · qk−1+n−k =

a1 · a1 · qn−1︸ ︷︷ ︸
an

33.10

= a1 · an
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Komentar. Sliqno kako kaj 32.30 i ovde svojstvoto 33.30 vsuxnost
znaqi deka proizvodot na bilo koi dva qlena od edna geometriska
progresija, koixto se ednakvo “oddaleqeni” od qlenovite a1 i an,
e ednakov na proizvodot na a1 i an.
33.40 (Formula za zbir na prvite n−qlenovi na geometriska pro-
gresija)
Zbirot Sn, na prvite n−qlenovi na geometriska progresija{an}
so prv qlen a1 i koliqnik q, q 	= 1 e ednakov na

a1(1 − qn)
1 − q

t.e.

a1 + a2 + · · ·+ an =
a1(1 − qn)

1− q
, n ∈ N

Dokaz. Zaradi 33.10, za Sn = a1 + a2 + · · ·+ an imame
Sn = a1+a1q

1+a1q
2+· · ·+a1q

n−1. Mno�ejḱi go poslednoto ravenstvo
so q, dobivame

qSn = a1q + a1q
2 + · · ·+ a1q

n−1 + a1q
n.

Ottuka, Sn − qSn = a1 − a1q
n t.e. (1− q)Sn = a1(1− qn) t.e.

Sn =
a1(1 − qn)

1 − q
.

1.34 Poim za red

Definicija 1. Neka e dadena niza {an} . Izrazot

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + . . .

go narekuvame beskoneqen red ili samo red.
Beskoneqniot red a1 +a2 +a3 + · · ·+an + . . . kratko ḱe go zapixu-

vame so
∞∑

n=1

an.

( ∞∑
n=1

an =
∞∑
i=1

ai =
∞∑

k=1

ak 	=
∞∑
i=1

ak

)
So ednopodrugo sobiraǌe na qlenovi od nizata {an} dobivame

nova niza xto ḱe ja oznaquvame so {Sn}, na sledniov naqin:

S1 = a1

S2 = a1 + a2

S3 = a1 + a2 + a3

...

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an

Sn+1 = a1 + a2 + · · ·+ an + an+1

...
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t.e

{Sn} = {a1 + a2 + · · ·+ an}.
Sekoj qlen od nizata {Sn} e koneqen zbir na prvite n− qlenovi

od nizata {an} , i kratko ḱe zapixuvame Sn =
n∑

i=1

ai.

Zbirot Sn se narekuva n−ta parcijalna suma ( ili n−ta de-
limiqna suma) od qlenovite na nizata {an} .

Definicija 2. Ako postoi koneqna graniqna vrednost, S, na
nizata od n−tata parcijalna suma, {Sn} , t.e. S = lim

n→∞Sn, togax

velime deka beskoneqniot red
∑∞

n=1 an ai e konvergenten so zbir
S i pixuvame S =

∑∞
n=1 an.

Definicija 3. Ako nizata {Sn} e divergentna, togax velime re-

dot
n∑

i=1

ai e divergenten.

Primer 1. Od geometriskata niza {qn} : 1, q, q2, q3, . . . , qn, . . .

formirame geometriski red 1 + q + q2 + · · · + qn + · · · =
∞∑

n=0

qn.

n−tata parcijalna suma e

Sn = 1 + q + q2 + · · ·+ qn = 1
1 − qn+1

1 − q

Od ovde imame lim
n→∞Sn = lim

n→∞
1 − qn+1

1 − q
. No, bidejḱi lim

n→∞qn postoi

za |q| < 1 i togax lim
n→∞qn+1 = q· lim

n→∞qn = q · 0 = 0, se dobiva deka

pri |q| < 1, geometriskiot red e konvergenten so zbir S = lim
n→∞Sn =

1 − 0
1 − q

=
1

1− q
t.e.

∞∑
n=1

qn =
1

1− q
, pri |q| < 1.

Za |q| > 1, geometriskiot red
∞∑

n=1

qn e divergenten.

Primer 2. Ako razgleduvame poopxt geometriski red

a + aq + aq2 + . . .aqn + · · · =
∞∑

n=0

aqn, n−tata parcijalna suma e

Sn = a + aq + · · ·+ aqn = a
1 − qn+1

1 − q
. Pa, dobivame

za |q| < 1,

∞∑
n=0

aqn =
a

1 − q
, a za |q| > 1,

∞∑
n=0

aqn e divergenten red.
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Primer 3. Ako {an} = {a + (n − 1)d} e aritmetiqka progresija,
formirame aritmetiqki red:
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

(a + (n − 1)d). n−tata parcijalna suma e

Sn =
n

2

[
a1 + an

]
=

n

2

[
a + a + (n − 1)d

]
=

=
n

2

[
2a + (n − 1)d

]

Oqigledno, limSn = ∞, t.e. sekoj aritmetiqki red e divergen-
ten.

1.35 Teorema za aproksimacija. Zaokru�uvaǌe na deci-

malite

Prethodno vidovme deka realniot broj (iracionalniot broj) e
beskoneqen decimalen broj. Vo praktikata e texko da se raboti
so broevi koi imaat bezbroj decimali. Od tie priqini pravi-
me zaokru�uvaǌe na beskoneqen decimalen broj so koneqen deci-
malen broj.
35.10 Vo realniot broj c, c1c2c3 . . . cncn+1 . . . , decimalniot del
α = 0, c1c2c3 . . . cncn+1 . . . e sekogax pomal ili ednakov na 1.

Dokaz.

α = 0, c1c2c3 . . . cncn+1 . . . , =

=
c1

10
+

c2

102
+ · · ·+ cn

10n
+

cn+1

10n+1
+ . . .

Bidejḱi ci se cifri, ci ≤ 9, za sekoj i ∈N, dobivme

α =
c1

10
+

c2

102
+ · · ·+ cn

10n
+

cn+1

10n+1
+ · · · ≤

≤ 9
10

+
9
10

· 1
10

+
9
10

· 1
102

+ · · ·+ 9
10

· 1
10n−1

+
9
10

· 1
10n

+ · · · =

=
9
10

1− 1
10

=
9
10
9
10

= 1, t.e. α ≤ 1.

35.20 Vo realniot broj x = c, c1c2c3 . . . cncn+1 . . . cn+p . . . ostatokot
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Rn = 0, 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
n

cn+1cn+2 . . . cn+p . . . e pomal ili ednakov na

1
10n

= 0, 00 . . .01︸ ︷︷ ︸
n

.

Dokaz.
Rn = 0, 00 . . .0cn+1cn+2 . . . cn+pcn+p+1 · · · =

=
0
10

+
0

102
+ · · ·+ 0

10n
+

cn+1

10n+1
+

cn+2

10n+2
+ · · ·+ cn+p+1

10n+p+1
+ · · · ≤

≤ 9
10n+1

+
9

10n+2
+ · · ·+ 9

10n+p
+

9
10n+p+1

+ · · · =

=
9

10n+1
+

9
10n+1

· 1
10

+ · · ·+ 9
10n+1

· 1
10p

+ · · · =

a1=
9

10n+1 ,q= 1
10

)
=

9
10n+1

1− 1
10

=

9
10n+1

9
10

=
1

10n
t.e. Rn ≤ 1

10n

Vo delot 1.30, vidovme deka ze sekoj realen broj (iracionalen
broj) x = c, c1c2c3 . . . cncn+1 . . . postojat racionalni broevi
x = c, c1c2 . . . cn i x = c, c1c2 . . . cn + 1 takvi xto

xn < x < xn t.e.

c, c1c2 . . . cn−1cn < c, c1c2 . . . cncn+1 . . . cn+p · · · < c, c1c2 . . . cn−1cn + 1

i pritoa xn − xn =
1

10n
.

xn, xn− se pribli�ni vrednosti na x so toqnost 10−n. Velime
x go zaokru�uvame so xn, xn i pritoa pixuvame x ≈ xn, x ≈ xn.

Primer. Za x = 5, 123456789 . . ., x5 = 5, 12345, x5 = 5, 12346 i x5 i
x5 se pribli�ni vrednosti na x so toqnost 10−5.

Vo praksa go koristime slednoto pravilo:
Ako x go zaokru�uvame so decimalen broj so n decimali, togax:
− ako 0 ≤ cn+1 < 5, togax x ≈ xn

− ako cn+1 ≥ 5, togax x ≈ xn

Taka 1, 2356789 · · · ≈ 1, 2357 so toqnost 10−4.
1, 2356389 · · · ≈ 1, 2356 so toqnost 10−4.
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Komentar.

x − xn = Rn ≤ 10−n
(

=
1

10n

)
xn − x < xn − xn =

1
10n

Znaqi, i vo dvata sluqai: x ≈ xn ili x ≈ xn, razlikata meǵu
brojot x i pribli�nata negova vrednost (xn ili xn) zemena po

apsolutna vrednost e pomala ili ednakva na
1

10n
. Vo ovoj sluqaj,

velime grexkata xto se pravi so zaokru�uvaǌeto e pomala ili

ednakva na
1

10n
.

1.36 Prirodni nizi. Brojot e

Primer 1. Vo delot za geometriska progresija se zapoznavme
so idealizirana xema na beskoneqno deleǌe na edna celina na
dva dela. Za brojot na novodobienite kletki, po qekori, dobivme
xema od vidot razmno�uvaǌe na kletka, togax

1 −→ 2 −→ 4 −→ 8 −→ . . .

t.e. brojot na kletkite 1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . ili 1, 2, 22, 23, 24, 25, . . . , 2n, . . .

neograniqeno i brzo raste.
No, vo praktikata ovoj proces ne se odviva spored vakva pravil-

na xema. Voobiqaeno, eden del od kletkite izumira bez da dade
potomstvo, drugiot del ne se deli vo isto vreme kako i drugite
t.e. docni so delbata i so razmno�uvaǌeto, i seto ova go zabavuva
rasteǌeto 2n.

Bidejḱi vo golema masa kletki ne e mo�no da se izbroi koi
kletki izumiraat, a koi navreme ne se razmno�uvaat, procesot se
razgleduva statistiqki vo masa i niz procent.

Neka e konstatirano deka od poqetnata brojnost m0, po nekoja
edinica vreme, procentot na razmno�uvaǌe iznesuva p%. Znaqi
imame zgolemuvaǌe na brojot na kletki, da go oznaqime so �m1 i

�m1 = p% od m0 =
p

100
m0.

Brojot na prvata generacija, zaedno so novodobienite kletki e

m1 = m0 + �m1 = m0 +
p

100
m0 = m0

(
1 +

p

100

)
Po istekot na vtorata edinica vreme, ḱe imame novo razmno�u-
vaǌe, i pritoa procentot na kletki xto se razmno�uvaat obiqno
ostanuva ist. Taka, ḱe imame zgolemuvaǌe
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�m2 = p% od m1 =
p

100
· m1, a po istekot na vtorata edinica

vreme brojnosta na kletkite ḱe iznesuva

m2 = m1 + �m2 = m1 +
p

100
m1 = m1

(
1 +

p

100

)
= m0

(
1 +

p

100

)2

Prodol�uvajḱi vaka se dobiva deka, po istekot od n−edinici
vreme, brojot na kletki iznesuva:

mn = m0

(
1 +

p

100

)n
(∗)

Zabelexka. Zaradi p < 100 sleduva deka 1 +
p

100
< 1 + 1 = 2,

pa brojot na kletki, pri realnoto razmno�uvaǌe, mn = m0

(
1 +

p

100

)n
< m0 ·2n. Ako m0 = 1 (kako pri razgleduvaǌe kaj geometriska

progresija), dobivme deka rasteǌeto na brojnosta e pomalo od 2n.
Meǵutoa poradi golemiot broj na kletki, praktiqno vo sekoj

moment imame nekoja delba i edinicata vreme od 1s e premnogu
gruba, pregolema, za vo nea da mo�eme da gi smestime site procesi
na delba. Zatoa, edinicata vreme (na primer) od 1s, morame da
ja delime na golem broj N mali vremenski intervali (delovi od

sekunda) so vremetraeǌe
1
N

. Procentot na razmno�uvaǌe vo tekot

na ovoj mal vremenski interval od
1
N

ne e ednakov na p%, koexto
e procentot na razmno�uvaǌe za 1s, tuku e proporcionalno pomal
i iznesuva

p

N
%.

Taka, po istekot na n−edinici vreme, brojot na mali vremen-
ski intervali iznesuva n · N , procentot na razmno�uvaǌe vo mal
vremenski interval iznesuva

p

N
% i po istiot naqin na rasudu-

vaǌe kako na poqetokot, se dobiva formula na razmno�uvaǌe od
ist oblik kako i (∗), no prisposobena da prika�e razmno�uvaǌe

vo mali vremenski intervali so dol�ina
1
N

t.e. va�i

mn = m0

(
1 +

p

100 · N
)n·N

(∗∗)

Sosema sliqna situacija na prethodniot primer ḱe dobieme ako
namesto razmno�uvaǌe na kletki i mereǌe na brojnost, razgledu-
vame proces na rasteǌe na drvo i mereǌe na narastot na drvoto
za odredeni vremenski intervali.

Primer 2. Neka m0 e poqetnata visina na edno drvo, na
primer elka, koja se razmno�uva neprekinato. Po vreme od 1
godina, konstatirana e promena, porast na ovaa visina za �m1.
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Obiqno rasteǌeto e mnogu pravilno i iznesuva p% od poqetnata
visina, kade xto ovoj procent p e razliqen za sekoj vid drvo.

Taka �m1 = p% od m0 =
p

100
· m0.

Na krajot na prvata godina e izmereno

m1 = m0 + �m1 = m0 +
p

100
m0 = m0

(
1 +

p

100

)
Vtorata godina zapoqnuva so ovaa zgolemena visina, koja prodol�uva
da raste. Drvoto obiqno raste so isto tempo, t.e. so ist procent
od poqetnata visina, sega m1. Taka,

�m2 = p% od m1 =
p

100
· m1, pa na kraj na vtorata godina

m2 = m1 + �m2 = m1 +
p

100
m1 = m1

(
1 +

p

100

)
= m0

(
1 +

p

100

)2

Prodol�uvajḱi na sliqen naqin, po vreme od n−godini, dobivame
vkupna visina:

mn = m0

(
1 +

p

100

)n
(�)

Meǵutoa i ovoj proces e razgleduvan malku neprirodno, diskon-
tinuirano, vo skokovi od edna godina. Sekoja biomasa raste ne-
prekinato t.e. postojano.

Vremenskiot interval od 1 godina e mnogu golem, pa zatoa
go delime na pogolem broj, na primer N , mali vremenski inter-

vali vo traeǌe od
1
N

. No sega procentot na rasteǌe vo tekot na

ovoj mal vremenski interval,
1
N

, ne mo�e da bide ednakov na p%,
koexto e godixniot procent na rasteǌe, tuku e proporcionalno
pomal i iznesuva

p

N
%.

Posle n godini, brojot na mali vremenski intervali, koixto

se so traeǌe od
1
N

, a gi ima N vo edna godina, iznesuva n · N ,

procentot na rasteǌe vo eden vakov mal interval iznesuva
p

N
%

i po istiot naqin na rasuduvaǌe kako i na poqetokot, se dobiva
formula za rasteǌe od ist oblik kako i (�), no prisposobena da

prika�e rasteǌe vo mal interval
1
N

t.e. va�i:

mn = m0

(
1 +

p

100N

)n·N (�
�
)

Vistinski neprekinat proces (i najrealna slika) ḱe dobieme
so operacija graniqna vrednost, koga brojot na malite delovi se
stremi kon beskoneqnost, a nivnoto vremetraeǌe kon nulata t.e.

N → ∞,
1
N

→ 0.
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Na ovoj naqin se dobiva vistinska slika vo sekoj moment.
Matematiqki, toa go pravime so operacija limes t.e.

mn = lim
N→∞

m0

(
1 +

p

100N

)n·N (��
�
)

Primer 3. Ako na sliqen naqin razgleduvame edno prirodno izu-
miraǌe, na primer na kolonija mikroorganizmi (lixeni od hrana
i svetlina), vo koja poqetnata brojnost na mikroorganizmite e m0

i vo tekot na prviot vremenski interval se namaluva za p%, ḱe
imame smalena brojnost, po istekot na prviot vremenski inter-
val, koja iznesuva

m1 = m0 −�m1 = m0 − p

100
m0 = m0

(
1− p

100

)
Na sliqen naqin, po istekot na vtoriot vremenski interval, imajḱi
predvid deka namaluvaǌeto (umiraǌeto) na mikroorganizmite pro-
centualno e isto (po eden vremenski period), se dobiva deka bi
imale

m2 = m1 −�m2 = m1 − p

100
·m1 = m1

(
1 − p

100

)
= m0

(
1 − p

100

)2
.

Po nekoe vreme od n edinici vremenski intervali se dobiva deka
brojot na mikroorganizmi iznesuva:

mn = m0

(
1 − p

100
)n (∗)

Zabelexka. Sliqni vakvi formuli se dobivaat pri troxeǌe na
aktivna materija vo tek na koja bilo hemiska reakcija, vo proces
na radioaktivno raspaǵaǌe i drugi procesi od vakov tip.

Meǵutoa, i ovde procesite se neprekinati, postojani, ne vo
skokovi, pa zatoa za toqno da gi opixeme, vremenskite intervali

se delat na N -mali vremenski intervali, so vremetraeǌe od
1
N

,
pritoa, posle n−vremenski intervali ḱe imame n ·N mali vremen-
ski intervali, procentot na namaluvaǌe za mal vremenski inter-
val ḱe bide

p

N
% i formulata ḱe glasi

mn = m0

(
1 − p

100N

)n·N
(∗∗)
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Ovaa formula e podobra slika, vo smisla na realna pretstava
za procesot, no najdobra odnosno najrealna pretstava se ima ako
brojot na malite vremenski intervali se zgolemuva, t.e. tie se sé
pomali, pa se dobiva pretstava vo sekoj moment. Matematiqki,
toa e opixano so procesot na graniqna vrednost t.e.

mn = lim
N→∞

m0

(
1− p

100N

)n·N
(∗ ∗ ∗)

Da gi razgledame site prethodni primeri i da gi sporedime. Vo
site niv veliqinite m0, p, n se postojani, a se menuva samo N t.e.
imame promeni od oblik:(

1 +
1
N

)N
i

(
1 − 1

N

)N
, i vo koi puxtame N → ∞.

Za N = n ∈ N prouquvaǌeto na ovie prirodni procesi i mnogu
drugi, sliqni na niv, se sveduva na prouquvaǌe na nizite

an =
(
1 +

1
n

)n
i bn =

(
1 − 1

n

)n
.

Ovie nizi se narekuvaat prirodni nizi. Nizata {an} e niza na
prirodno rasteǌe, a {bn} e niza na prirodno umiraǌe.
Da ja razgledame prvata niza {an}.
Prvo ḱe zapixeme i presmetame nekolku nejzini qlenovi:

a1 =
(
1 +

1
1

)1
= 21 = 2

a2 =
(
1 +

1
2

)2
=
(3

2

)2
=

9
4

= 2
1
4

= 2, 25

a3 =
(
1 +

1
3

)3
=
(4

3

)3
=

64
27

= 2
10
27

= 2, 36

a4 =
(
1 +

1
4

)4
=
(5

4

)4
=

625
256

= 2
113
256

= 2, 48

...

a10 =
(
1 +

1
10

)10
= · · · = 2, 68

...

a100 =
(
1 +

1
100

)100
= · · · = 2, 72

...

Zabele�uvame deka site qlenovi na nizata xto gi zapixav-
me se vo rasteqki redosled, no ni odblisku tolku brzo kako xto e
rasteǌeto na qlenovite od nizata {2n}. Isto taka site presmetani
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qlenovi se pomali od 3. Ovie svojstva va�at za site qlenovi na
nizata i toa ḱe go doka�eme. Za taa cel, nizata ja razvivame po
ǋutnova binomna formula. Dobivame

an =
(
1 +

1
n

)n
= 1n +

(
n

1

)
1n−1 1

n
+
(

n

2

)
1n−2 1

n2
+
(

n

3

)
1n−3 1

n3
+ . . .

· · · +
(

n

k

)
1n−k 1

nk
+ · · · +

(
n

n

)
1n−n 1

nn
= 1 + n · 1

n
+

n(n − 1)
1 · 2

1
n2

+ · · ·+
n(n − 1)(n− 2) . . .(n − k + 1)

1 · 2 · · ·k · 1
nk

+· · ·+n(n − 1)(n− 2) . . .(n − n + 1)
1 · 2 · · ·n

1
nn

=

1+1+
1
2!

1 · (1− 1
n

)+
1
3!

1 · (1− 1
n

)(1− 2
n

)+ · · ·+ 1
k!

1 · (1− 1
n

)(1− 2
n

) . . . (1−
k − 1

n
) + · · ·+ 1

n!
1 · (1− 1

n
)(1− 2

n
) . . . (1− n − 1

n
) < 1 + 1 +

1
2!

+
1
3!

+ · · ·+

1
k!

+ · · ·+ 1
n!

< 1 + 1 +
1
2

+
1
22

+ · · ·+ 1
2k−1

+ · · ·+ 1
2n−1

= 1 +
1− (

1
2
)n

1 − 1
2

=

1 + 2(1 − 1
2n

) = 1 + 2 − 1
2n−1

= 3 − 1
2n−1

< 3
Znaqi,

an < 3, ∀n ∈ N (1)

Vo prodol�enie ḱe doka�eme deka nizata monotono raste. Postapu-
vajḱi kako pogore, dobivame deka

an+1 =(1 +
1

n + 1
)n+1 =1 + 1 +

1
2!

(1 − 1
n + 1

) +
1
3!

(1 − 1
n + 1

)(1− 2
n + 1

) + . . .

· · ·+ 1
k!

(1− 1
n + 1

)(1 − 2
n + 1

) . . .(1 − k − 1
n + 1

) + . . .

· · ·+ 1
n!

(1 − 1
n + 1

)(1− 2
n + 1

) . . . (1− n − 1
n + 1

)+

+
1

(n + 1)!
(1 − 1

n + 1
)(1− 2

n + 1
) . . . (1− n + 1 − 1

n + 1
).

Bidejḱi n < n+1, sleduva
1
n

>
1

n + 1
, pa za sekoj k ∈ {1, 2, . . . , n−1}

imame deka va�i
k

n
>

k

n + 1
t.e.

1 − k

n
< 1 − k

n + 1
, k ∈ {1, 2, . . . , n − 1} (2)

Isto taka toqno e

1
(n + 1)!

(
1 − 1

n + 1

)(
1 − 2

n + 1

)
. . .
(
1 − n + 1− 1

n + 1

)
> 0 (3)

Koristejḱi gi (2) i (3), za an+1 ja dobivame slednata ocenka
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an+1

(3)
> 1+ 1 +

1
2!

(
1− 1

n + 1

)
+

1
3!

(
1− 1

n + 1

)(
1− 2

n + 1

)
+ · · ·+ 1

k!

(
1−

1
n + 1

)(
1− 2

n + 1

)
. . .

(
1− k − 1

n + 1

)
+· · ·+ 1

n!

(
1− 1

n + 1

)(
1− 2

n + 1

)
. . .
(
1−

n − 1
n + 1

) (2)
> 1 + 1 +

1
2!

(
1− 1

n

)
+

1
3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

k!

(
1− 1

n

)(
1−

2
n

)
. . .

(
1 − k − 1

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1 − 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .
(
1− n − 1

n

)
= an t.e.

an+1 > an, ∀n ∈ N (4)

Doka�avme deka nizata {an} e ograniqena od gore i monotono
raste, xto znaqi deka {an} e konvergentna niza t.e. postoi

lim
n→∞ an = lim

n→∞

(
1 +

1
n

)n
.

Ovoj limes go oznaquvame so e t.e.

e
df
= lim

n→∞

(
1 +

1
n

)n
.

Od dokazot e jasno deka e < 3, bidejḱi an =
(
1 +

1
n

)n
< 3, ∀n ∈ N,

pa znaqi i e < 3.
Od druga strana: an =

(
1 +

1
n

)n
> an−1 > an−1 > · · · > a1 =

(1 +
1
1
)1 = 2 t.e. an > 2, ∀n ∈ N, pa znaqi deka e > 2 t.e. brojot

e xto go definiravme kako lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n
e broj pomeǵu 2 i 3 t.e.

2 < e < 3. Se poka�uva deka e ∈ I.
Vtorata niza {bn} mo�e da ja razgleduvame na ist naqin kako i

prvata, so razvivaǌe so ǋutnova binomna formula i ocenuvaǌe.
Ḱe dobieme deka 0 ≤ bn < 1 i bn+1 > bn t.e. {bn} e ograniqena i
monotono rasteqka, pa spored toa i konvergentna. Meǵutoa nie
toa ḱe go napravime, polesno, sveduvajḱi ja {bn} na {an} na sleden
naqin:

bn =
(
1 − 1

n

)n
=
[(

1 +
1

(−n)

)(−n)](−1)

Stavajḱi −n = N , i n → ∞ ḱe povleqe N → −∞, pa dobivame

lim
n→∞ bn = lim

N→−∞

[(
1 +

1
N

)N](−1)
=
[

lim
N→−∞

(
1 +

1
N

)N](−1)
= e−1 =

1
e
.

Zabelexka. So ovaa zamena, vsuxnost problemot od celi pozi-
tivni broevi go prefrlame na celi negativni broevi t.e. broevite
n gi ”preimenuvame” vo −n i
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procesot n → ∞ se zamenuva so proces N → −∞ t.e. vo sprotivna
nasoka, no suxtinata ostanuva ista.

Sega, da se vratime na poslednata formula od naxite primeri
t.e. na

(��
�
)

i (∗ ∗ ∗). Imame

mn = lim
N→∞

m0

((
1 +

p

100 ·N
)100N

p

) p

100
· n

.

Stavajḱi
p

100N
=

1
T

, N → ∞, T → ∞, dobivame

mn = m0 lim
T→∞

⎡
⎢⎣
((

1 +
1
T

)T
) p

100
· n⎤⎥⎦ =

= m0

[(
lim

T→∞
(
1 +

1
T

)T)] p

100
· n

= m0e

p

100
n

t.e. go dobivame Maltusoviot zakon za prirodno rasteǌe bez
otpori, odnosno

mn = m0e
kn, k =

p

100
e koeficient na prirodno rasteǌe.

Sliqno se dobiva zakonot na prirodno umiraǌe:

mn = lim
N→∞

m0

(
1 − p

100N

)n·N

= m0

(
lim

N→∞

(
1 − p

100N

)100N

p
) p

100
n

= m0

(
lim

T→∞

(
1 − 1

T

)T) p

100
n

= m0(e−1)
p

100
n

=

= m0e
−

p

100
n

t.e.

mn = m0e
−kn, k =

p

100
.
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1.37 Teorema za presmetuvaǌe na brojot e

37.10 Redot od reciproqni faktorieli e konvergenten i negovata
graniqna vrednost e e t.e.

e = lim
n→∞

(
1 +

1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

)
=

= 1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

+ . . .

Koristejḱi go 37.10 i sobirajḱi gi:

1 = 1, 00000,
1
1!

= 1, 00000,
1
2!

= 0, 50000,
1
3!

≈ 0, 16667+

1
4!

≈ 0, 04167+,
1
5!

≈ 0, 00833−,
1
6!

≈ 0, 00139+,
1
7!

= 0, 00019−,

dobivame pribli�na vrednost za e ednakva na 2, 71825, so toqnost
10−5.
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2

REALNI FUNKCII

2.1 Osnovni poimi

Vo prirodata zavisnosta na edna veliqina od druga (ili poveḱe
drugi veliqini) e mnogu qesta pojava.

Pri izuquvaǌeto na procesi vo bioloxki, hemiski, tehniqki i
drugi nauki se sretnuvame so veliqini koi se menuvaat vo tekot na
razgleduvaniot proces. Pri toa so menuvaǌe na ednata veliqina
se menuva i drugata koja e vo zavisnost od prvata.
Primer 1. Poznato e deka ploxtinata P na kvadrat so strana
a iznesuva a2. Taka, kvadratite so pogolemi strani imaat i
pogolemi ploxtini, xto znaqi deka ploxtinata na kvadratot t.e.
veliqinata P zavisi od dol�inata na stranata na kvadratot t.e.
od veliqinata a. Velime, P e funkcija od a.
Primer 2. Pri slobodno paǵaǌe na telo, poznato e deka izmina-

tiot pat S se presmetuva so formulata s =
gt2

2
, kade g e fiksen

broj (konstanta), a t e izminatoto vreme za koe e pominat patot
s. Znaqi, izminatiot pat t.e. veliqinata s zavisi od vremeto t.e.
od veliqinata t. Velime, s e funkcija od t.
Primer 3. Maltusoviot zakon na rasteǌe:

m(t) = m0e
kt

kade k e konstanta na populacijata, t e vreme, m0 e populaciska
brojnost na poqetokot na razgleduvaniot proces na razmno�uvaǌe
na populacijata.

Da se potsetime: ako D i K se dve dadeni mno�estva, togax
sekoe preslikuvaǌe od D vo K se narekuva funkcija na D.
Definicija. Neka D i K se dve dadeni mno�estva. Ako na sekoj
element x od D, spored nekoj opredelen zakon (pravilo), mu e
pridru�en toqno eden element y od K, togax velime deka na D

117
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e zadadena (opredelena) funkcija, f , i pixuvame y = f(x), x ∈ D
ili f : x → y.

Funkciite najqesto gi oznaquvame so mali latinski bukvi.
Mno�estvoto D se narekuva definiciona oblast, oblast na

opredelenost na funkcijata ili domen, a mno�estvoto K se na-
rekuva kodomen.

Za elementot x ∈ D, koj se menuva nezavisno vo D, velime deka
e nezavisno promenliva veliqina ili argument, a elementot y
kojxto mu e pridru�en na x, i se menuva vo zavisnost od menu-
vaǌeto na elementot x, go narekuvame zavisno promenliva veli-
qina ili slika na x pri f .

Mno�estvoto f(D) = {f(x)|x ∈ D} se narekuva slika na D pri
f . Jasno, f(D) ⊆ K.

Vo prodol�enie, ḱe rabotime so funkcii zadadeni na mno�es-
tva D koi xto se podmno�estva od mno�estvoto realni broevi R

i qiixto sliki f(D) se isto taka podmno�estva od R.
Takvite funkcii gi vikame realnoznaqni funkcii od realni

promenlivi, ili kratko realni funkcii.
Vo prirodnite procesi, kako xto vidovme, postojat zavisnosti

na edna veliqina od druga veliqina i pritoa prirodata na veli-
qinite e razliqna, no sekoja veliqina se karakterizira so svojot
meren broj, kojxto e realen broj, pa taka mo�e da se smeta deka
zavisnosta, t.e. funkciite xto se javuvaat vo prirodnite procesi
se realni funkcii.

Vo primerot 1, funkcijata P = a2, koja e zadadena konkretno
ima isto pravilo na preslikuvaǌe kako i funkcijata y = x2, kade
x, y ∈ R. Ovde meǵutoa treba da ja zabele�ime i mo�nata razlika
meǵu konkretno zadadenata funkcija i apstraktnata funkcija xto
i korespondira na konkretnata. Taka, funkcijata P = a2 e defini-
rana samo za a > 0, t.e. nejzinata definiciona oblast e (0, +∞),
bidejḱi veliqinata dol�ina na otseqka ima meren broj, kojxto e
pozitiven. Funkcijata y = x2 e definirana za sekoj realen broj.

Edna funkcija e opredelena ako e zadadena nejzinata de-
finiciona oblast, kodomenot i zakonot (praviloto) po koe
se opredeluvaat vrednostite na funkcijata za site vrednosti na
nezavisno promenlivata.

Zabelexka. Ako edna realna funkcija e zadadena samo so
zakonot (praviloto) na pridru�uvaǌe, t.e. y = f(x), togax ḱe
smetame deka definicionata oblast na funkcijata f se sostoi od
site realni broevi x, za koi ravenstvoto y = f(x) ima matema-
tiqka smisla. Pritoa, kodomen ne taa funkcija ḱe go smetame
mno�estvoto realni broevi.

Primer 4. Realnata funkcija f(x) =
1
x

ima definiciona oblast
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D = (−∞, 0) ∪ (0,∞) t.e. D =R\{0}, bidejḱi deleǌeto so 0 nema
matematiqka smisla.

Primer 5. a) Ako realnata funkcija e zadadena so praviloto
g(x) =

√
1 − x, togax definicionata oblast na ovaa funkcija g e

Df = (−∞, 1], bidejḱi korenuvaǌe na negativen broj nema matema-
tiqka smisla.

b) Ako f (x) = x2 + 2x + 3, togax izrazot ima smisla za sekoj
realen broj, pa Df =R.

v) Kaj f (x) = x3−1
x2−5x+6

izrazot ima smisla za site realni broevi
x, za koi va�i x2 − 5x + 6 	= 0. Od x2 − 5x + 6 = 0 ako i samo ako
x = 2 ili x = 3, sleduva deka Df = (−∞, 2) ∪ (2, 3) ∪ (3,∞).

g) Ako f (x) = x2

|x|−1 , izrazot ima smisla za site realni broevi
x, za koi va�i |x| − 1 	= 0. Od |x| − 1 = 0 ako i samo ako x = −1 ili
x = 1, pa sleduva deka Df = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,∞).

d) Definicionata oblast na f (x) = 3
√

x + 1 e R, bidejḱi izrazot
ima smisla za sekoj realen broj.

ǵ) Kaj f (x) = sin
(
x2 + 1

)
, izrazot ima smisla za sekoj realen

broj, pa Df =R.
e) Za f (x) =

√
2x−1, izrazot ima smisla za sekoj realen broj,

bidejḱi 2x−1 > 0, za sekoj realen broj x, pa Df =R.
�) Ako f (x) = x−1

e
1
x

, togax izrazot ima smisla za site realni

broevi x, za koi va�i x 	= 0, pa sleduva deka Df = (−∞, 0)∪ (0,∞).
Ako praviloto (zakonot) na funkciite e daden so nekoja for-

mula, kako xto bexe sluqaj so pogore iznesenite primeri, ili
opisno so zborovi, velime deka funkcijata e zadadena analitiqki.

Pritoa, mo�no e zakonot na pridru�uvaǌe da bide daden so
poveḱe od eden analitiqki izraz. Na primer, ako

f (x) =
{

x2, x ≥ 0
x3, x < 0

togax zakonot e daden so dva analitiqki izrazi i pritoa: ako
x ≥ 0, soodvetnite vrednosti za y, se presmetuvaat po formulata
y = x2, a ako x < 0, soodvetnite vrednosti za y, se presmetuvaat
po formulata y = x3.

Vo eksperimentalnite nauki, najqesto se sretnuvaat funkcii
zadadeni so xemi, kako xto e sledniot primer:
Primer 6. Neka y e temperatura na bolen, a x e vremeto vo koe
taa temperatura se meri. Pri mereǌe na temperaturata neka se
dobieni slednite podatoci:
x = 7h, y = 40◦C
x = 8h, y = 39, 5◦C
x = 9h, y = 39◦C
x = 10h, y = 39, 5◦C
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x = 11h, y = 40◦C
x = 12h, y = 40◦C
x = 13h, y = 39, 5◦C
x = 14h, y = 39◦C.

Na ovoj naqin e opredelena funkcija y = f(x), kade nezavisno
promenlivata x se menuva vo mno�estvovo D = {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}
i soodvetnite vrednosti na y mo�e lesno da se proqitaat od sled-
nava xema:

x 7 8 9 10 11 12 13 14
y 40 39, 5 39 39, 5 40 40 39, 5 39

Edna funkcija mo�e da bide zadadena i grafiqki. Grafik na
funkcijata f so definiciona oblast D e mno�estvoto podredeni
parovi Γf = {(x, f(x))|x ∈ D}. Pa, ako vo ramninata e izbran
Dekartov pravoagolen koordinaten sistem xOy, vo odnos na nego
mo�e da se nanesat toqkite (x, f(x)) od Γf i togax velime deka
funkcijata y = f(x) e zadadena grafiqki.
Primer 7. Ako D = {x1, x2, x3, x4, x5}, a yi = f(xi), za i ∈ {1, 2, 3, 4, 5},
se vrednostite na funkcijata y = f(x) vo sekoja od toqkite xi od
D, togax toqkite M1 = (x1, y1), M2 = (x1, y2), . . . , M5 = (x5, y5) go
obrazuvaat grafikot na y = f(x).
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Primer 8.

Na crte�ot vo primer 8 neprekinatata kriva linija e grafik
na funkcija y = f(x) so definiciona oblast D = [a, b]. Znaqi,
grafikot na edna funkcija mo�e, no ne mora, da bide neprekinata
linija. Va�ni vidovi funkcii se onie qii grafici se sostojat
od edna ili poveḱe neprekinati linii.

Grafikot na edna funkcija e mnogu dobro nagledno sredstvo
za nejzinoto zapoznavaǌe, pa zatoa nie sekogax ḱe se stremime
dadenite funkcii da gi pretstavuvame i grafiqki.

Primer 9. Skiciraj go grafikot na funkcijata, zadadena so
zakonot a) y = x |x|.

b) y = [x], kade [x] go oznaquva celiot del od x, t.e. najgolemiot
cel broj xto ne e pogolem od x.

Rexenie. a) Koristejḱi ja definicijata za apsolutnata vred-

nost, dobivame deka Df =R i f (x) =
{

x2, x ≥ 0
−x2, x < 0

, pa taka, znaejḱi

gi graficite na x2 i −x2, dobivame deka grafikot na naxata funk-
cija e:

b) Definicionata oblast na funkcijata e celoto mno�estvo na re-

alni broevi i pritoa f (x) =
{

n, x ∈ [n, n + 1)
−n − 1, x ∈ [−n − 1,−n)

, za sekoj
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priroden broj n. Od ovde sleduva deka grafikot na dadenata
funkcija e:

Zabelexka. Pri skiciraǌe na grafikot na funkcii, kako vo b)
od prethodniot primer, upotrebuvame strelka za da se ka�e deka
vo taa toqka vrednosta na funkcijata ne e vo strelkata, tuku vo
drugiot del od krivata. Taka, vo ovoj primer, f(1) = 1 a ne f(1) =
0.
Definicija. Za dve funkcii f i g se veli deka se ednakvi ako
se ednakvi nivnite grafici t.e. ako Γf = Γg. Pixuvame f = g.

Od Γf = Γg dobivame {(x, f(x))|x ∈ Df} = {(x, g(x))|x ∈ Dg} kade
Df i Dg se definicioni oblasti na f i g, soodvetno. Odovde
imame deka Df = Dg i f(x) = g(x) za sekoj x ∈ Df = Dg.

Znaqi f = g ako f i g imaat ista definiciona oblast, ist
kodomen i isto pravilo na pridru�uvaǌe.
Primer 10. Dali se ednakvi funkciite f i g, ako:

a)f (x) =
√

x2, g (x) = x,

b)f (x) =
√

x2, g (x) = |x| ,
v) f (x) = cos2x − sin2x, g (x) = cos (2x)
g) f(x) = x2

x , g(x) = x.
Rexenie. a) Zaradi f(−1) = 1 i g(−1) = −1 sleduva deka

funkciite nemaat isto pravilo, pa ne se ednakvi. Pritoa imaat
ist domen i kodomen, mno�estvoto realni broevi.

b) Da, zatoa xto imaat isto pravilo, domen i kodomen.
v) Kako b), i ovie funkcii se ednakvi.
g) Definicionata oblast na f e R\{0}, a na g e R, pa funkciite

ne se ednakvi.
Definicija. Brojot x0 ∈ Df za koj va�i f(x0) = 0 se narekuva

nula na funkcijata y = f(x), x ∈ Df .
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Ako x0 e nula na funkcijata y = f(x), togax (x0, 0) ∈ Γf . Zna-
qi grafikot na funkcijata ja seqe x-oskata vo toqkite qii prvi
koordinati se nulite na funkcijata.

Primer 11. Opredeli gi nulite na funkcijata f , ako:
a) f (x) = x2 + x − 2;
b) f (x) = ln (1 − 2x);
v) f (x) = cos (2x + 1);
g) f (x) = 3x+3.
Rexenie.
a) Funkcijata f (x) e opredelena na mno�estvoto realni broevi

i ima nuli za onie vrednosti na x, za koi va�i x2 + x − 2 = 0, pa
nuli na funkcijata se korenite na kvadratnata ravenka x2+x−2 =
0, a toa se x1 = 1 i x2 = −2;

b) Df =
(−∞, 1

2

)
i x0 = 0 e nula na funkcijata f (x);

v) Df =R i broevite xk = 1
2

(
π
2 − 1

)
+k π

2 , k ∈Z se nuli na funkci-
jata;

g) Df =R, a bidejḱi 3x+3 > 0, za sekoj realen broj x, sleduva
deka funkcijata nema nuli.

2.2 Zbir, razlika, proizvod, koliqnik na funkcii, proiz-

vod na funkcija so realen broj, slo�ena funkcija

Neka f i g se dve zadadeni funkcii na isto mno�estvo D.
Togax mo�e da opredelime novi funkcii na D na sledniot naqin:
Zbir, f + g, e funkcija definirana so

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ D

Razlika, f − g, e funkcija definirana so

(f − g)(x) = f(x) − g(x), x ∈ D

Proizvod, f · g, e funkcija definirana so

(f · g)(x) = f(x) · g(x), x ∈ D

Koliqnik,
f

g
, e funkcija definirana so

(f

g

)
(x) =

f(x)
g(x)

, x ∈ D

Da zabele�ime deka pri definiraǌe na koliqnik, pretpostavu-
vame deka funkcijata g e takva xto g(x) 	= 0, za sekoj x ∈ D.
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Ako f e proizvolna funkcija na D, a g e konstantna funkcija na
D t.e. g(x) = c, x ∈ D kade c ∈ R, togax proizvodot f · g e vsuxnost
proizvod na funkcija so realen broj t.e.

(cf)(x) = c · f(x), x ∈ D.

Neka f e funkcija definirana na D, a g e funkcija definirana
na mno�estvo E, E ⊇ f(D). Togax na D mo�e da se definira
kompozicija (slo�ena funkcija), gf , na sleden naqin:

(gf)(x) = g(f(x)), x ∈ D.

Xematski:

Primer 1. Neka f(x) = x2, x ∈ R a g(x) = x + 1, x ∈ R. Togax
(gf)(x) = g(f(x)) = g(x2) = x2 + 1, x ∈ R, a (fg)(x) = f(g(x)) =
f(x + 1) = (x + 1)2, x ∈ R

2.3 Inverzna funkcija

Neka f e dadena funkcija so definiciona oblast D i mno�estvo
sliki F = f(D). Ako stavime x = g(y) sekogax koga y = f(x),
ḱe dobieme novo pridru�uvaǌe, sega, na elementite od F . Se
postavuva praxaǌe: dali vakvoto pridru�uvaǌe e funkcija so
definiciona oblast F i mno�estvo sliki D. Odgovorot na ova
praxaǌe e potvrden samo ako funkcijata f e takva xto razliqni
elementi od D, pri f , imaat razliqni sliki vo F , t.e. od x 	= y,
x, y ∈ D sleduva f(x) 	= f(y), odnosno ako f e injekcija.

Vo sprotivno, ako postojat x, y ∈ D, x 	= y za koi f(x) = f(y) = z,
se dobiva deka elementot z od F bi imal dve razliqni pridru�u-
vaǌa x i y.

Da zabele�ime deka, i vtoriot uslov za edno pridru�uvaǌe da
bide funkcija, e ispolnet, bidejḱi pridru�uvaǌeto g go defini-
rame na elementi od mno�estvoto F = f(D) = {f(x)|x ∈ D}. Taka,
sekoj element od F ima svoj pridru�nik so veḱe definirano pri-
dru�uvaǌe.
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Zakluquvame deka vaka definirano pridru�uvaǌe g e funkcija
na F = f(D) samo ako f e injekcija na D (Da zabele�ime deka
prelikuvaǌeto f e i surjekcija, pa i biekcija). Mno�estvoto
vrednosti (sliki) na g e D. Vo ovoj sluqaj velime deka funkcijata
f ima inverzna funkcija g i g ja oznaquvame so f−1.

Ako so I ja oznaqime identiqnata funkcija, t.e. I(x) = x, x ∈ D,
togax ako f−1 e inverzna za f dobivame deka e toqno ravenstvoto:

f−1f = ID i ff−1 = IF .

Navistina, za x ∈ D, (f−1f)(x) = f−1(f(x)) = f−1(y) = x = ID(x) i
za y ∈ F ,

(
ff−1

)
(y) = f

(
f−1 (y)

)
= f (x) = y = IF (y)

Vo praktikata, ako funkcijata f ima inverzna funkcija f−1,
togax ako f(x) = y, stavame f−1(y) = x. Znaqi, ravenkata f(x) = y

ja rexavame po x i dobivame zavisnost x = f−1(y), pa f−1 : x → g(x)
e inverznata funkcija za funkcijata f .
Primer 1. Funkcijata f : x → x3 ima inverzna bidejḱi od x, y ∈
R, x 	= y se dobiva x3 	= y3, t.e. f(x) 	= f(y). Da ja najdeme f−1.

Od y = x3 ⇔ x = 3
√

y = f−1(y) dobivame deka f−1(x) = 3
√

x e
inverzna za f(x) = x3.

Se praxuvame kakov odnos postoi meǵu graficite na edna funk-
cija i nejzinata inverzna funkcija? Ako f e dadena funkcija i Γf

e grafik na f , i ako M(a, f(a)) ∈ Γf togax M ′(f(a), a) ∈ Γf−1.

Se doka�uva geometriski deka toqkite M i M ′ se simetriqni
vo odnos na simetralata na I i III kvadrant. t.e. pravata y = x e
normalna na MM ′ i ako S e nivna prseqna toqka, togax M ′S = MS.
Znaqi grafikot na inverznata funkcija e simetriqen so grafikot
na funkcijata vo odnos na simetralata na prviot i tretiot kvad-
rant t.e. pravata y = x.
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Primer 2.

2.4 Parnost na funkcija

Neka f e dadena funkcija so definiciona oblast D i neka D

e simetriqno mno�estvo vo odnos na koordinatniot poqetok, t.e.
od x ∈ D sleduva −x ∈ D.

Za funkcijata f velime deka e parna ako e ispolnet uslovot
f(−x) = f(x), za sekoj x ∈ D.

Za funkcijata f velime deka e neparna ako e ispolnet uslovot
f(−x) = −f(x), ze sekoj x ∈ D.

Vo opxt sluqaj, koga funkcijata f (x) e parna, toqkite M (x, f (x))
i M ′ (−x, f (x)), za sekoe x ∈ Df , koixto se simetriqni vo odnos na
y−oskata, istovremeno pripaǵaat na grafikot na funkcijata, od
kade xto sleduva deka grafikot na parnata funkcija e simetriqen
vo odnos na y−oskata.

Sliqno, grafikot na neparna funkcija e simetriqen vo odnos
na koordinatniot poqetok, bidejḱi, za sekoe x ∈ Df , toqkite M (x, f (x))
i M ′ (−x,−f (x)) koixto se simetriqni vo odnos na koordinatniot
poqetok, istovremeno pripaǵaat na grafikot na funkcijata.
Primer 1.

D = [−2,−1] ∪ [1, 2]. Se zabele�uva deka grafikot na parna funk-
cija e simetriqen vo odnos na y-oskata.
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Primer 2.

Se zabele�uva deka grafikot na neparna funkcija e simet-
riqen vo odnos na koordinatniot poqetok.

2.5 Lokalni ekstremi na funkcija

Definicija 1. Funkcijata y = f(x), x ∈ D, ima lokalen
maksimum vo toqkata c ∈ D, ako postoi ε−okolina (c − ε, c + ε)
na c, takva xto f(x) < f(c) za site x ∈ (c− ε, c + ε) ∩ D, x 	= c.

Grafiqki:

Definicija 2. Funkcijata y = f(x), x ∈ D ima lokalen minimum
vo toqkata d ∈ D, ako postoi ε−okolina, (d − ε, d + ε), na toqkata
d, takva xto f(x) > f(d) za site x ∈ (d − ε, d + ε) ∩ D, x 	= d.
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Grafiqki:

Ako funkcijata y = f(x), x ∈ D ima bilo lokalen minimum bilo
lokalen maksimum vo toqkata x = x0 ∈ D, togax velime deka x = x0

e toqka na lokalen ekstrem.
Primer 1. Opredeli gi lokalnite ekstremi (ako postojat) na

funkcijata f (x), zadadena so:
a) f (x) = −x2 + 2x − 5; b). f (x) = |x − 1|.
Rexenie.
a) Od f (x) = −x2 +2x−5 = −(x − 1)2−4 ≤ −4 = f (1), za site x ∈

Df = R, sleduva deka funkcijata f (x) ima maksimum vo toqkata
x = 1, ednakov na −4.

b) Od f (x) = |x − 1| ≥ 0 = f (1), za site x ∈ Df = R, sleduva
deka funkcijata f (x) ima minimum vo toqkata x = 1, ednakov na 0.

Zabelexka. Zborot lokalen vo terminite lokalen minimum i
lokalen maksimum proizleguva od potrebata da se naglasi deka
toa se najmalata, odnosno najgolemata vrednost na funkcijata
vo okolina na dadena toqka, a ne na celata definiciona oblast.
Taka, na sledniov crete� gledame deka vrednosta f(a) e pogolema
od vrednostite na lokalnite maksimumi f(x1) i f(x3), a vrednosta
f(b) e pomala od vrednosta na lokalniot minimum f(x2).
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2.6 Periodiqnost na funkcija

Za funkcijata f zadadena na mno�estvoto D, velime deka e
periodiqna ako postoi realen broj ω, ω 	= 0 takov xto f(x + ω) =
f(x), za sekoj x ∈ D. Pritoa mno�estvoto D go ima svojstvoto: od
x ∈ D da sleduva x + ω ∈ D.

Se doka�uva deka ako f e periodiqna funkcija togax va�i
f(x + nω) = f(x), za sekoj cel broj n i sekoj x ∈ D.

Najmaliot pozitiven broj ω (ako postoi) so svojstvoto f(x +
ω) = f(x), x ∈ D, se narekuva period na funkcijata f .

Taka, ako f e periodiqna funkcija so period ω, od (x, f(x)) ∈ Γf

sleduva (x + ω, f(x)) ∈ Γf , od kade se dobiva deka za da se nacrta
grafik na periodiqna funkcija dovolno e da se nacrta grafik vo
[0, ω], a potoa so translacija za ω po x-oskata se docrtuva celiot
grafik.

2.7 Monotonost na funkcija

Za funkcijata f velime deka e (strogo) monotono rasteqka na
mno�estvoto D, ako od x1, x2 ∈ D i x1 < x2 sleduva f(x1) < f(x2).

Za funkcijata f velime deka e (strogo) monotono opaǵaqka na
mno�estvoto D, ako od x1, x2 ∈ D i x1 < x2 sleduva f(x1) > f(x2).

Monotono rasteqka i monotono opaǵaqka pod zaedniqko ime se
vikaat monotoni funkcii.
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Primer 1. f(x) = x3, x ∈ R e strogo monotono rasteqka bidejḱi
od x1 < x2 sleduva x3

1 < x3
2.

Teorema 3. Neka f e monotono rasteqka funkcija na D i F = f(D).
Togax f ima inverzna funkcija f−1 koja e definirana na F i koja
e isto taka monotono rasteqka funkcija.

Jasno, sliqna teorema va�i i za monotono opaǵaqka funkcija
na D.

2.8 Ograniqenost na funkcija

Za funkcijata f definirana na mno�estvoto D velime deka e
ograniqena ako e ograniqeno mno�estvoto sliki na D, f(D), t.e.
ako postojat realni broevi m i M takvi xto

m ≤ f(x) ≤ M, za sekoj x ∈ D.

Grafikot na ograniqena funkcija se naoǵa meǵu dve horizontalni
pravi y = m i y = M t.e.

Uslovot za ograniqenost na y = f(x) mo�e da se zameni so
postoeǌe na pozitiven broj K taka xto va�i:

|f(x)| ≤ K, za sekoj x ∈ D.
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2.9 Skiciraǌe grafici na funkcii so pomox na graficite

na nekoi osnovni elementarni funkcii

I. Neka Γf = {(x, f(x))|x ∈ D} e grafik na nekoja funkcija, zadadena
na mno�estvo D, vo koordinaten sistem xOy.

Se postavuva praxaǌeto dali postoi vrska meǵu grafikot na
funkcijata g(x), kade g(x) = f(x)+C, x ∈ D i C-dadena realen broj
i grafikot na funkcijata f(x), x ∈ D.

Ako M0(x0, f(x0)) ∈ Γf , togax M1(x0, f(x0) + C) ∈ Γg. Toa znaqi
deka M1 ima ista x−koordinata so M0 dodeka y−koordinatata na
M1 se dobiva koga na y−koordinatata na M0 ḱe se dodade realniot
broj C, xto poka�uva deka toqkata M1 se dobiva so translacija
(pomestuvaǌe) na toqkata M0, po prava paralelna so y−oskata, za
C edinici. Ova va�i za sekoja toqka od grafikot na f , pa zakluqu-
vame deka grafikot Γg se dobiva so translacija (pomestuvaǌe) na
grafikot Γf , po prava paralelna so y-oskata, za c-edinici.

Zabelexka. Grafikot, Γg, na funkcijata y = g (x) , g (x) =
f (x) + b, kade b e daden realen broj se dobiva so translacija na
grafikot Γf vo pravec na y−oskata za |b| edinici i, pritoa, ako
b > 0, pomestuvaǌeto e vo pozitivnata nasoka na y−oskata, a ako
b < 0, pomestuvaǌeto e vo negativnata nasoka na y−oskata.

II. Neka Γf = {(x, f(x))|x ∈ D} e grafik na nekoja funkcija,
zadadena na mno�estvoto D, vo koordinaten sistem xOy.

I ovde se postavuva praxaǌe kako se odnesuva grafikot Γh, na
funkcija h(x) = f(x− c), vo odnos na Γf , grafikot na fukcijata f ,
kade c-daden realen broj.
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Prvo da ja opredelime koja e definicionata oblast na h. Bidejḱi
h(x) = f(x − c), a definiciona oblast na f e D, sleduva deka
x − c ∈ D, t.e. x ∈ c + D = {c + z|z ∈ D} pa definicionata oblast
na h e c + D = {c + z|z ∈ D}.

Ako M0(x0, f(x0)) ∈ Γf , togax M1(x0 + c, h(x0 + c)) ∈ Γh t.e.
M1(x0 + c, f(x0)) ∈ Γh. Toa znaqi M se dobiva koga toqkata M0

ḱe se translatira (pomesti) za c edinici, po prava paralelna so
x-oskata. Zakluquvame: grafikot Γh se dobiva koga grafikot Γf

se pomestuva za c edinici, po prava paralelna so x-oskata.
Zabelexka. Grafikot Γh, na funkcijata y = h (x) , h (x) =

f (x − a), kade a e daden realen broj se dobiva so translacija na
grafikot Γf vo pravec na x−oskata za |a|- edinici i, pritoa, ako
a > 0, pomestuvaǌeto e vo pozitivnata nasoka na x−oskata, a ako
a < 0, pomestuvaǌeto e vo negativnata nasoka na x−oskata.

III. Neka f(x) e zadadena na mno�estvoto D so grafik Γf . To-
gax p(x) = c · f(x), e zadadena na D i grafikot na p se dobiva koga
sekoja y-koordinata na toqki od Γf se pomno�i so c, bidejḱi ako
toqkata (x, f(x)) ∈ Γf , togax toqkata (x, c · f(x)) ∈ Γp.

Zabelexka. Grafikot, Γp, na funkcijata y = p (x) , p (x) =
bf (x), kade b e daden pozitiven realen broj, se dobiva so ”rasteg-
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nuvaǌe” ili ”stegaǌe” na grafikot Γf vo pravec na y−oskata vo
zavisnost od toa dali b > 1 ili 0 < b < 1.

IV. Neka f(x) e zadadena na D so grafik Γf . Togax r(x) = f
(

x
c

)
ima definiciona oblast c ·D = {cx | x ∈ D} i pritoa, ako toqkata
(x, f(x)) ∈ Γf , togax toqkata (x · c, f(x)) ∈ Γr.

Zabelexka. Grafikot, Γr, na funkcijata y = r (x) , r (x) =
f
(

x
a

)
, kade a e daden pozitiven realen broj, so domen Dr = aDf =

{at | t ∈ Df }, se dobiva so ”rastegnuvaǌe” ili ”stegaǌe” na gra-
fikot Γf vo pravec na x−oskata vo zavisnost od toa dali a > 1
ili 0 < a < 1.

Specifiqno. y = f(−x) ima grafik simetriqen na grafikot
y = f(x) vo odnos na y−oskata.

2.10 Graniqna vrednost na funkcija

Definicija. Neka D e definiciona oblast na funkcijata f i
neka a ∈R e takov xto vo sekoja negova ε (ε > 0) okolina ima toqka
od D razliqna od a. Brojot b ∈R se narekuva graniqna vrednost
(limes) na funkcijata f koga x te�i kon a i pixuvame:

lim
x→a

f(x) = b

ako va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D\{a}, |x − a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε).

So drugi zborovi, toqkite xto se bliski do a se preslikuvaat
vo toqki xto se bliski do b, bidejḱi za sekoja ε-okolina na toqkata
b, (b−ε, b+ε) postoi δ-okolina na toqkata a, (a−δ, a+δ) so slednoto
svojstvo: site toqki od D xto pripaǵaat vo (a − δ, a + δ)\{a} se
preslikuvaat vo (b − ε, b + ε), t.e.

x ∈ (D\{a})∩ (a − δ, a + δ) ⇒ f(x) ∈ (b − ε, b + ε).

Znaqi, f((D\{a})∩ (a− δ, a + δ)) ⊆ (b − ε, b + ε).
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Geometriski gledano, preku grafik na funkcija, lim
x→a

f(x) = b

znaqi za sekoja ε− okolina na brojot b na y−oskata da mo�e da se
najde δ−okolina na brojot a na x−oskata qijaxto slika pri f e
podmno�estvo od ε-okolinata na b.
Primer 1. Ako f(x) = c, ∀x ∈ R, togax lim

x→a
f(x) = lim

x→a
c = c, t.e.

limes od konstanta e konstanta.
Dokaz. Neka ε > 0 e proizvolno izbran. Da izbereme δ = ε > 0.
Togax, za x ∈ R, i |x− a| < δ = ε sleduva |f(x)− c| = |c− c| = 0 < ε.
Znaqi, lim

x→a
c = c.

Da zabele�ime deka toqkata a ne mora da pripaǵa na defini-
cionata oblast na funkcijata.

Primer 2. lim
x→0

x sin
1
x

= 0
Dokaz. Ovde toqkata 0 ne pripaǵa na definicionata oblast na
funkcijata. Pritoa, sekoja ε−okolina na 0 sodr�i toqki od defini-

cionata oblast na x sin
1
x
, bidejḱi D = (−∞, 0) ∪ (0, +∞). Da go

proverime uslovot za graniqna vrednost na funkcija.
Neka ε > 0 e proizvolno izbran i da izbereme δ = ε > 0. Togax

za x ∈ D i |x− 0| < δ imame

|f(x) − 0| = |x sin
1
x
− 0| = |x|| sin 1

x
| <

< |x| · 1 = |x| = |x − 0| < δ = ε.

Znaqi lim
x→0

x sin
1
x

= 0.

Teorema 1. Ako postoi graniqna vrednost na funkcija koga x

te�i kon a togax taa e edinstvena.

Teorema 2. Neka D e definicionata oblast na f . Toqkata b e
limes na funkcija f(x) koga x te�i kon a ako i samo ako e ispolnet
uslovot:
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(∗) za sekoja niza {xn} , xn ∈ D koja konvergira kon a, soodvetnata
niza {f(xn)} da konvergira kon b.

Dokaz. Neka lim
x→a

f(x) = b. Ḱe doka�eme deka va�i (∗). Od lim
x→a

f(x) =
b imame deka va�i

(◦) (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D\{a}, |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε).

Neka ε > 0 e proizvolno izbran i {xn} e proizvolna niza takva
xto xn ∈ D\{a} i lim

n→∞ xn = a. Togax postoi n0 = n0(δ), taka xto

|xn − a| < δ, za sekoj n ≥ n0. Za n ≥ n0, od prethodnoto i od (◦),
imame deka va�i: |f(xn) − b| < ε t.e. lim

n→∞ f(xn) = b. Znaqi, va�i

(∗).

Obratno. Neka va�i uslovot (∗). Sakame da doka�eme deka lim
x→a

f(x) =

b. Ḱe pretpostavime sprotivno, t.e. deka ne va�i lim
x→a

f(x) = b, t.e.

postoi ε > 0, taka xto za site δ > 0, postoi x ∈ D\{a}, |x − a| < δ
za koj |f(x)− b| ≥ ε.

Ako zememe δ =
1
n
, soglasno pogore napixanoto, postoi xn ∈

D\{a}, 0 < |xn − a| < δ =
1
n

i |f(xn) − b| ≥ ε t.e. postoi {xn}, xn ∈
D\{a}, taka xto lim

n→∞ xn = a (sendviq princip) i lim
n→∞ f(xn) 	= b,

xto e sprotivno so (∗).
Uslovot (*) mo�e da go smetame za definicija na limes na

funkcija, koja e preku nizi i se narekuva nizovna definicija na
limes na funkcija.

Teorema 3. Neka f i g se dve funkcii za koi postojat graniqni
vrednosti b0 i c0 koga x te�i kon a, t.e. lim

x→a
f(x) = b0 i lim

x→a
g(x) = c0.

Togax:

1◦ lim
x→a

(f(x)± g(x)) = b0 ± c0 = lim
x→a

f(x)± lim
x→a

g(x)

2◦ lim
x→a

(f(x) · g(x)) = b0 · c0 = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x)

3◦ako c 	= 0, togax lim
x→a

(f(x)
g(x)

)
=

b0

c0
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)

4◦ lim
x→a

|f(x)| = |b0|.

Isto taka: lim
x→a

|f(x)| = 0 povlekuva lim
x→a

f(x) = 0.

Dokazot na ovaa teorema (1◦, 2◦, 3◦) sleduva od nizovnata defini-
cija na graniqna vrednost na funkcija i od teoremata za operacii
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so konvergentni nizi. Dokazot na 4◦ sleduva od svojstva na apso-
lutna vrednost i definicijata.

Zabelexka. Ako se dadeni n funkcii f1, f2, . . . , fn i ako postojat
graniqnite vrednosti

lim
x→a

fi(x) = bi, i = 1, 2, . . . , n, togax va�i:

lim
x→a

(f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x)) = lim
x→a

f1(x) + lim
x→a

f2(x) + · · ·+ lim
x→a

fn(x)

lim
x→a

(f1(x) · f2(x) · · · · · fn(x)) = lim
x→a

f1(x) · lim
x→a

f2(x) · · · · · lim
x→a

fn(x)

Poslednite tvrdeǌa se doka�uvaat so matematiqka indukcija i
koristejḱi 1◦ i 2◦ od Teorema 3.

Specijalni sluqai:

lim
x→a

(c + f(x)) = lim
x→a

c + lim
x→a

f(x) = c + lim
x→a

f(x)

lim
x→a

(c · f(x)) = lim
x→a

c · lim
x→a

f(x) = c · lim
x→a

f(x)

lim
x→a

c

f(x)
=

lim
x→a

c

lim
x→a

f(x)
=

c

lim
x→a

f(x)
.

Teorema 4. Neka se dadeni tri funkcii f , g i h taka xto lim
x→a

f(x) =

b0 = lim
x→a

g(x) i neka postoi δ0-okolina na toqkata a za koja f(x) ≤
h(x) ≤ g(x), za sekoj x ∈ (a − δ0, a + δ0). Togax i lim

x→a
h(x) = b0.

Povtorno, za dokaz na Teorema 4 se koristi nizovnata defini-
cija na graniqni vrednosti na funkcija i sliqnata teorema za
nizi.

Teorema 5. Neka h : T\{t0} → P\{x0} i f : P\{x0} →R se realni
funkcii. Ako postojat

lim
t→t0

h(t) = x0, lim
x→x0

f(x) = y0,

togax postoi lim
t→t0

f(h(t)), i pritoa va�i lim
t→t0

f(h(t)) = y0.

Qesto pati ima potreba da go razgledame odnesuvaǌeto na
funkcijata koga agrumentot x se pribli�uva kon x0 samo od levo
ili samo od desno. Na toj naqin doaǵame do poimite leva i desna
graniqna vrednost na funkcijata.

Definicija. Neka D e definiciona oblast na funkcijata f i
neka a ∈ R e takov xto vo sekoja negova leva okolina ima toqka
od D razliqna od a. Brojot b ∈ R se narekuva leva graniqna
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vrednost (lev limes) na funkcijata f koga x te�i kon a od levo
i pixuvame:

lim
x→a−

f(x) = b

ako va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D, x ∈ (a − δ, a) ⇒ |f(x) − b| < ε).

Definicija. Neka D e definiciona oblast na funkcijata f i
neka a ∈ R e takov xto vo sekoja negova desna okolina ima toqka
od D razliqna od a. Brojot b ∈ R se narekuva desna graniqna
vrednost (desen limes) na funkcijata f koga x te�i kon a od
desno i pixuvame:

lim
x→a+

f(x) = b

ako va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D, x ∈ (a, a + δ) ⇒ |f(x)− b| < ε).

2.11 Neprekinatost na funkcija

Da go razgledame grafikot na funkcijata

y = sgn(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, x > 0
0, x = 0

−1, x < 0

Intuitivno se zabele�uva deka ima ”prekin” vo x = 0. Ḱe
dademe definicija za neprekinatost na funkcija i toa prvo vo
toqka, a potoa na mno�estvo.
Definicija. Za funkcijata y = f(x), x ∈ D velime deka e nepreki-
nata vo toqkata a ∈ D ako va�i lim

x→a
f(x) = f(a).

Za funkcijata y = f(x), x ∈ D velime deka e neprekinata na
mno�estvoto A, A ⊆ D ako funkcijata y = f(x) e neprekinata vo
sekoja toqka od mno�estvoto A.

Primer 1. Polinomnata funkcija p(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn,
kade xto a0, a1, . . . , an se realni broevi, e neprekinata funkcija na
R.



138 Dragan Dimitrovski, Vesna Manova-Erakoviḱ, Ǵorǵi Markoski

Navistina, za sekoj a ∈ R va�i

lim
x→a

p(x) = lim
x→a

(a0 + a1x + · · ·+ anxn) =

T. 3 od 2.10= lim
x→a

a0 + lim
x→a

a1x + · · ·+ lim
x→a

anxn =

a0 + a1 · lim
x→a

x + · · ·+ an( lim
x→a

x)n =

a0 + a1 · a + · · ·+ an · an = p(a).

Primer 2. Racionalnata funkcija r(x) =
p(x)
q(x)

, kade p(x), q(x) se

polinomni funkcii, e neprekinata vo sekoja toqka a ∈ R za koja
q(a) 	= 0.

Navistina, p(x), q(x) se polinomni funkcii, pa od primer 1 sle-
duva lim

x→a
p(x) = p(a) i lim

x→a
q(x) = q(a). Od druga strana, neka a ∈ R

e takov xto q(a) 	= 0.
Togax, od teoremata za graniqna vrednost, imame:

lim
x→a

r(x) = lim
x→a

p(x)
q(x)

T. 3 od 2.10=
lim
x→a

p(x)

lim
x→a

q(x)
=

p(a)
q(a)

= r(a).

Ako ja razgledame definicijata za neprekinatost uxte ednax imame:
lim
x→a

f(x) = f(a) = f( lim
x→a

x), t.e. poslednoto znaqi deka kaj neprek-
inati funkcii so limes mo�e da se ”vleze” vo funkcijata.

Od definicijata na neprekinatost na funkcija sleduva toqnosta
na slednata teorema:

Teorema 1. Slednite tri uslovi se ekvivalentni:
1◦ funkcijata f so definiciona oblast D e neprekinata vo a ∈

D
2◦ za sekoja niza {xn}, xn ∈ D so svojstvo lim

n→∞ xn = a va�i

lim
n→∞ f(xn) = f(a).

3◦ za sekoj ε > 0, postoi δ > 0 taka xto
od x ∈ D i |x − a| < δ sleduva |f(x) − f(a)| < ε.

Teorema 2. Ako f i g se neprekinati vo a togax i f + g, f − g, f · g
i

f

g
(g(a) 	= 0) se neprekinati funkcii vo a.

Teorema 3. Ako f e neprekinata vo a, g e neprekinata vo f(a),
togax i gf e neprekinata vo a.

Veḱe vidovme deka prirodnite procesi se opixuvaat so nekoi
zakoni, t.e. funkcii y = f(x).
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Ako procesot e neprekinat vo nekoja toqka a, togax lim
x→a

f(x) =

f(a), pa ako Γ e grafik na funkcija y = f(x), imame:

90 % od prirodnite procesi se neprekinati t.e. se opixani so
neprekinati funkcii.

2.12 Beskrajno golemi limesi i limesi koga x te�i kon

beskrajnost

Ako ja razgledame funkcijata f(x) =
1
x
, x ∈ (0, 1) se zabele�uva

deka f(x) neograniqeno raste koga x te�i kon 0 i ḱe pixuvame
1
x
→ ∞, pri x → 0, x > 0.

Definicija. Za funkcijata y = f(x), x ∈ D velime deka te�i kon
+∞ koga x te�i kon a, i pixuvame lim

x→a
f(x) = +∞, ako se ispolneti

uslovite

1◦ vo sekoja ε−okolina na a postoi toqka od D, razliqna od a.

2◦ za sekoj pozitiven realen broj k postoi δ > 0 taka xto od
x ∈ D, 0 < |x− a| < δ, sleduva f(x) > k ili

x ∈ ((D ∩ (a − δ, a + δ)) \ {a})⇒ f(x) ∈ (k,∞).
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Primer 1. f(x) =
1
x2

, x 	= 0

lim
x→0

f(x) = +∞
jasno e deka uslovot 1◦ e ispolnet.

2◦ Neka k > 0 e proizvolen. Izbirame δ =
1√
k

> 0, i neka x ∈

R, x 	= 0 i |x − 0| <
1√
k
. Togax f(x) =

1
x2

>
1( 1√
k

)2
=

1
1
k

= k, t.e.

lim
x→0

f(x) = +∞.

Definicija. Za funkcijata y = f(x), x ∈ D velime deka te�i
kon −∞ koga x te�i kon a i pixuvame lim

x→a
f(x) = −∞ ako:

1◦ vo sekoja ε−okolina na a postoi toqka od D, razliqna od a.
2◦ za sekoj negativen realen broj T , postoi δ > 0 taka xto od

x ∈ D, 0 < |x− a| < δ sleduva f(x) < T .
Graniqnite vrednosti +∞ i −∞ se vikaat beskoneqni limesi

na funkcija f .

Teorema. 1◦ Ako y = f(x), x ∈ D ne e identiqno ednakva na 0, vo

okolinata na a i ako lim
x→a

f(x) = 0 togax lim
x→a

1
|f(x)| = +∞.

2◦ Ako lim
x→a

f(x) = +∞, togax lim
x→a

1
f(x)

= 0.

Definicija. Neka y = f(x), x ∈ D. Realniot broj b e limes na
funkcijata f koga x te�i kon +∞ i pixuvame lim

x→+∞ f(x) = b, ako

za sekoj ε > 0, postoi pozitiven realen broj k taka xto od x > k
sleduva |f(x) − b| < ε.
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Definicija. Neka y = f(x), x ∈ D. Realniot broj b e limes na
funkcijata f koga x te�i kon −∞ i pixuvame lim

x→−∞ f(x) = b, ako

za sekoj ε > 0, postoi negativen realen broj k taka xto od x < k
sleduva |f(x) − b| < ε.

2.13 Asimptoti na krivi

Definicija. Asimptota na kriva, koja e grafik na funkci-
jata y = f(x), e pravata p, so svojstvoto rastojanieto δ od toqkata
M na krivata do pravata p da te�i kon nula koga x te�i kon a.

Pritoa, te�eǌeto mo�e da bide i kon a− ili a+, a a mo�e da
bide i ∞ ili −∞.

Kosa asimptota se narekuva asimptotata p ako taa ima ravenka
p : y = kx + b kade, k 	= 0.

Da gi presmetame parametrite k i b, na asimptotata y = kx+b,
na dadena funkcija y = f(x).
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Neka α e agolot xto y = kx + b go zafaḱa so x-oskata, M(x, f(x)) ∈
Γ, kade Γ e grafikot na funkcijata, N ∈ p, N (x, kx + b) i P e
ortogonalnata proekcija na M vrz p.

Od pravoagolniot triagolnik MNP imame deka MP = δ =
MN cos α (bidejḱi ∠NMP = α kako agli so normalni kraci.)

Jasno, δ → 0 ako i samo ako MN → 0. No MN = |f(x)− (kx + b)|
i od definicijata za asimptota, x → ∞, povlekuva δ → 0 t.e.
MN = |f(x)− (kx + b)| → 0.

Znaqi, ako x → ∞, togax MN → 0 i
MN

x
→ 0, t.e. lim

x→∞(f(x) −
kx − b) = 0 i

lim
x→∞

(
f(x)

x
− k − b

x

)
= 0. (∗)

No,
b

x
→ 0, koga x → ∞ pa od (∗) dobivame deka lim

x→∞

(
f(x)

x
− k

)
=

0 t.e.

k = lim
x→∞

f(x)
x

. (1)

Od lim
x→∞(f(x)− kx − b) = 0 se dobiva

b = lim
x→∞(f(x)− kx). (2)

Ako postojat limesite (1) i (2) i se koneqni i k 	= 0, togax
pravata y = kx + b e kosa asimptota na y = f(x) koga x → ∞.
Pritoa, k i b se opredeleni so (1) i (2).

Specijalno, ako lim
x→∞ f(x) = b, t.e. k = 0, togax y = b e hori-

zontalna asimptota za y = f(x) koga x → ∞.
Na sliqen naqin se opredeluvaat i kosata i horizontalnata

asimptota na funkcijata y = f(x) koga x → −∞. Pritoa mo�e da
se dobijat razliqni pravi, koga x → ∞ i x → −∞.

Primer 1. Da ja razgledame funkcijata

f(x) =
{

x + 1
x , x > 0

− (x + 1
x

)
, x < 0
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Ako x → ∞ imame k = 1 i b = 0, pa pravata y = x e kosa asimptota
koga x → ∞. Sliqno, koga x → −∞ dobivame k = −1 i b = 0, pa
pravata y = −x e kosa asimptota koga x → −∞.

Neka a ∈R. Ako lim
x→a+

f(x) = +∞(−∞), togax x = a e vertikalna

asimptota za y = f(x) koga x → a+, a ako lim
x→a−

f(x) = +∞(−∞),

togax x = a e vertikalna asimptota za y = f(x) koga x → a−.
Primer 2. Da ja razgledame funkcijata

f(x) =
{

1
x , x > 0
2, x ≤ 0

Za nea imame lim
x→0+

f(x) = +∞ i lim
x→0−

f(x) = 2, pa pravata x = 0

e vertikalna asimptota samo koga x → 0+.
Isto taka, ovaa funkcija ima horizontalna asimptota y = 0

samo koga x → +∞.

2.14 Elementarni funkcii

2.14.1 Linearna funkcija

Najednostavna funkcija e linearnata funkcija t.e. funkcijata
f(x) = kx + b ili y = kx + b, k 	= 0. Definicionata oblast e R.
Linearnata funkcija e monotona funkcija i toa: strogo monotono
rasteqka ako k > 0 i strogo monotono opaǵaqka ako k < 0.
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Da ja najdeme inverznata na y = kx + b (inverznata postoi
bidejḱi funkcijata y = kx + b e biekcija na R).

x =
y − b

k
, t.e. f−1(x) =

1
k
x − b

k
koja isto taka e linearna funk-

cija.

Grafikot na ovaa funkcija e prava.

Pravata e osnoven geometriski oblik. Od tie priqini ḱe ja
prouqime malku poveḱe, od analitiqki aspekt.

Neka vo koordinaten sistem xOy e zadadena edna prava koja
xto minuva niz koordinatniot poqetok O i zafaḱa agol α so pozi-
tivniot del od x−oskata. Da ja najdeme nejzinata ravenka i da ja
opixeme.

Neka M1(x1, y1), M2(x2, y2), . . . , Mn(xn, yn) se toqki od pravata.
Togax, lesno se vooquva deka pravoagolnite triagolnici �i so
temiǌa vo toqkata O, (xi, 0) i Mi(xi, yi), i = 1, 2, . . . se sliqni, t.e.

�1 ∼ �2 ∼ · · · ∼ �n.

Od sliqnosta se dobiva deka:

y1

x1
=

y2

x2
= · · · = yn

xn
= tgα

ili opxto: ako M(x, y) e koja bilo toqka od pravata, toqno e deka
y

x
= tgα t.e. y = tgα · x. Stavajḱi k = tgα dobivame y = k · x.

Znaqi x = tgα e parametar koj geometriski gledano ja opredeluva
strmninata na pravata i se narekuva koeficient na pravec.

Opxtiot kanoniqen oblik y = kx + b e ravenka na prava koja
se dobiva koga pravata y = kx se translatira (pomestuva) po
y−oskata za b-edinici.
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Znaqi, i ovaa prava zafaḱa agol α so pozitivniot del od x−
oskata i k = tgα.

Taka, k = tgα i b se parametri koi ja opredeluvaat pravata i
imaat geometrisko znaqeǌe: k = tgα e koeficient na pravec t.e.
ja opredeluva strmninata na pravata, a (0, b) e toqkata vo koja
pravata ja seqe y−oskata.

Od geometrija e poznato deka dve razliqni toqki opredeluvaat
edinstvena prava. Da ja opredelime ravenkata na pravata niz dve
toqki M1(x1, y1) i M2(x2, y2).

Neka M(x, y) e proizvolna toqka od pravata p i neka k i b se
parametri xto ja opredeluvaat pravata t.e. p : y = kx + b. Od
M1 ∈ p, imame deka va�i y1 = kx1 + b. Ako y = kx + b i y1 = kx1 + b
gi odzememe, se dobiva y−y1 = kx+b−kx1−b, t.e. y−y1 = k(x−x1).
Ostanuva da go odredime k.
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Od definicijata na tgα i crte�ot pogore se dobiva deka
y2 − y1

x2 − x1
=

tgα t.e.
y2 − y1

x2 − x1
= k

Koneqno, p : y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
· (x− x1)

Vo prodol�enie, nekoi geometriski odnosi meǵu pravite ḱe gi
opixeme preku nivnite parametri.

I. Agol meǵu dve pravi
Neka p : y = k1x + b1, q : y = k2x + b2 se dve pravi koxto se

seqat. Neka ϕ e agolot meǵu niv.

Koristejḱi deka zbirot na aglite vo sekoj triagolnik iznesuva
180◦, imajḱi go predvid crte�ot pogore i k1 = tgα1, k2 = tgα2,
dobivame: α1 + 180◦ − α2 + 180◦ − ϕ = 180◦, t.e. ϕ = α1 + 180◦ −
α2 = 180◦ + (α1 − α2) pa tgϕ = tg(180◦ + (α1 − α2)) = tg(α1 − α2) =

=
tgα1 − tgα2

1 + tgα1tgα2
=

k1 − k2

1 + k1k2

Dobivame: tgϕ =
k1 − k2

1 + k1k2
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II. Paralelni pravi

Ako p : y = k1x + b1 i q : y = k2x + b2 se dve paralelni pravi,
togax tie zafaḱaat ednakvi agli so x−oskata, t.e. α1 = α2, pa
znaqi i tgα1 = tgα2 t.e. k1 = k2.

Znaqi uslov za paralelnost na p i q e k1 = k2.

III Ortogonalni pravi

Ako p : y = k1x + b1 i q : y = k2x + b2 zafaḱaat agol od 90◦, t.e.
ako p i q se ortogonalni edna na druga, pixuvame p ⊥ q, togax:

tgϕ = tg90◦ = ∞, pa znaqi 1 + k1k2 = 0 t.e. k2 = − 1
k1

Znaqi uslovot za ortogonalnost na p i q e k2 = − 1
k1

.

Ako pravite se dadeni vo oblik: p : A1x + B1y + C1 = 0 i q :

A2x+B2y+C2 = 0, togax so sreduvaǌe se dobiva p : y = −A1

B1
x−C1

B1
,

q : y = −A2

B2
x − C2

B2
i ottuka k1 = −A1

B1
, k2 = −A2

B2
, pa uslovot za

ortogonalnost go dobiva oblikot: 1 +
(
− A1

B1

)(
− A2

B2

)
= 0, t.e.

A1A2 + B1B2 = 0.

IV Presek na dve pravi
Ako se dadeni pravite: p : y = k1x + b1 i q : y = k2x + b2, togax

od geometrija e poznato deka nivniot presek e toqka (dokolku p
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i q ne se paralelni ili ne se poklopuvaat) i koordinatite na
preseqnata toqka S(x, y) se odreduvaat kako rexenie na sistemot
od dve ravenki so dve nepoznati{

y = k1x + b1

y = k2x + b2

V Rastojanie meǵu dve toqki
Ako M1(x1, y1), M2(x2, y2) se dve toqki togax M1M2 e otseqka

xto le�i na edinstvena prava opredelena so M1 i M2. Dol�inata
na taa otseqka se opredeluva po formulata

M1M2 =
√

(y1 − y2)2 + (x1 − x2)2

(za dokaz se koristi Pitagorovata teorema).

VI Rastojanie od toqka M0(x0, y0) do prava
Pod rastojanie od M0 do p, kade p : Ax + By + C = 0, se pod-

razbira najkratkoto (a toa e normalnoto) rastojanie od M0 do p

i se presmetuva po formulata

d =
Ax0 + By0 + C√

A2 + B2

Da rezimirame. Vo zavisnost od toa kakvi se po znak k i b
pravata y = kx + b, mo�e da gi ima slednite polo�bi:
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Linearnata zavisnost se javuva sekade kade xto ima propor-
cionalnost. Vo biologijata rasteǌata se proporcionalni.

2.14.2 Kvadratna funkcija

Funkcijata f(x) = ax2 +bx+c kade a, b, c ∈ R i a 	= 0 se narekuva
kvadratna funkcija. Definicionata oblast na ovaa funkcija e
R. Ako nekoj od koeficientite b ili c ili i dvata se nuli, togax
se dobivaat nepolni kvadratni funkcii od oblikot:

I. y = ax2 so grafici:

II. y = ax2 + c so grafici:
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III.

y = ax2 + bx = a(x2 +
b

a
x) = a(x +

b

2a
)2 − b2

4a2
=

= a
(
x − (− b

2a

))2 − b2

4a2

Graficite na site ovie nepolni kvadratni funkcii se paraboli.
Da ja razgledame kvadratnata funkcija od najopxt oblik:

y = ax2 + bx + c = a(x2 +
b

a
x) + c = a

[(
x +

b

2a

)2 − b2

4a2

]
+ c

= a(x +
b

2a
)2 +

4ac− b2

4a
= f(x)

t.e. f(x) = a(x − (− b

2a
))2 +

4ac− b2

4a
Pa, grafikot na ovaa funkcija se dobiva ako grafikot na funkci-

jata f(x) = ax2 se translatira za − b

2a
, po prava paralelna so

+x−oskata, a potoa toj grafik se translatira za
4ac− b2

4a
, po
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prava paralelna so +y−oskata. Jasno e deka grafikot na opi-
xanata kvadratna funkcija e parabola. Da ja vidime polo�bata
na ovaa parabola vo zavisnost od znakot na a.

1. a > 0

Vo zavisnost od znakot na
4ac − b2

4a
, grafikot ima edna od sled-

nite polo�bi:

Funkcijata monotono opaǵa vo
(
− ∞,− b

2a

]
, a monotono raste

vo
[
− b

2a
, +∞

)
.

Vo prviot sluqaj f(x) > 0, ∀x ∈ R i nema nuli.

Vo vtoriot sluqaj f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R i ima edna nula x0 = − b

2a
.

Vo tretiot sluqaj f(x) > 0, ∀x ∈ (−∞, x1) ∪ (x2, +∞) i ima dve
nuli x1 i x2.

Pritoa, f e neprekinata funkcija na R.
2. a < 0

Povtorno imame poveḱe sluqai:

Vo ovoj sluqaj, f(x) raste za x ∈ (−∞,− b

2a
], i f(x) opaǵa za
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x ∈ [− b

2a
, +∞). Sliqno, mo�e da se opredeli znakot i nulite na

ovaa funkcija vo zavisnost od znakot na
4ac− b2

4a
.

Toqkata so x−koordinatata − b

2a
, za koja y−koordinatata e

a·
(
− b

2a

)2
+b
(
− b

2a

)
+c = a

b2

4a2
− b2

2a
+c =

b2

4a
− b2

2a
+c = c− b2

4a
=

4ac − b2

4a

e specijalna toqka, nareqena teme na parabolata so oznaka T .

Znaqi T
(
− b

2a
,
4ac − b2

4a

)
e teme na parabolata y = ax2 + bx + c.

Da gi najdeme nulite na ovaa funkcija. Tie se dobivaat kako
rexenie na sistemot ravenki:{

y = 0
y = ax2 + bx + c

t.e. kako presek na x−oskata so parabolata.
Dobivame: ax2 + bx + c = 0, xto e ekvialentno so

a
(
x +

b

2a

)2
+

4ac − b2

4a
= 0

a
(
x +

b

2a

)2
=

b2 − 4ac

4a(
x +

b

2a

)2
=

b2 − 4ac

4a2
, b2 − 4ac ≥ 0

x +
b

2a
= ±

√
b2 − 4ac

4a2
= ±

√
b2 − 4ac

2a
, a > 0

x = − b

2a
±

√
b2 − 4ac

2a

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
, x2 =

−b −√
b2 − 4ac

2a
pri pretpostavka b2 − 4ac ≥ 0

Za korenite x1, x2 oqigledno va�i x1 + x2 = − b

2a
i x1 · x2 =

c

a
.

Gornite vrski meǵu x1, x2 se narekuvaat Vietovi pravila.
Vo prodol�enie ḱe dademe nekolku primeri na kvadratna fun-

kcija vo matematikata i drugite prirodni nauki.
Primer 1. Ploxtina na kvadrat so strana a

P = a2

Primer 2. Ploxtina na krug so radius r

P = r2π
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Primer 3. Ferhilstov zakon za rasteǌe so nekoj vnatrexen
otpor.

Brzina (sredna) na rasteǌe na nekoja populacija so brojnost
x, so koeficient na prirodno rasteǌe na taa populacija vo ide-
alni uslovi, k, koeficient na vnatrexen otpor (zaradi nepovolni
ekoloxki faktori) na rasteǌeto λ, e daden so formulata

V = kx − λx2 t.e. e kvadratna funkcija

Znacni, prirodnoto rasteǌe, kx, na populacijata e namaleno za
otporot (preqkite) na rasteǌe.

Primer 4. Zakon za odr�uvaǌe na masa (Guldberg-Vageov za-
kon). Ako se ima edna bimolekularna reakcija t.e.

1mol od supstanca A + 1mol od supstancaB = produktX

(1mol od H2O = (2 · 1 + 8)g voda)

Neka vo reakcija uqestvuvaat a gr od A i b gr od B, a po nekoe
vreme se dobiva x gr produkt. Zakonot za odr�uvaǌe na masa veli:
brzinata na hemiskata reakcija e proporcionalna so aktivnata
hemiska masa vo momentot t.e.

V = k · (a− x)(b − x) = k(x2 + Cx + D),

kade C = −a − b i D = ab.

2.14.3 Drobno-linearna funkcija

Za funkcijata y =
ax + b

cx + d
, c 	= 0, koja e definirana na D =R\{−d

c
}

velime deka e drobno-linearna funkcija.
Ovaa funkcija so deleǌe mo�e da se transformira:

y =
ax + b

cx + d
=

a

c
x +

b

c

x +
d

c

=

a

c

(
x +

d

c

)
− ad

c2
+

b

c

x +
d

c

=
a

c
+

bc − ad

c2

x +
d

c

pa stavajḱi A =
a

c
, B =

bc − ad

c2
, C =

d

c
se dobiva y = A +

B

x + C
.

Za C = 0 = A, B = 1, go imame ednostavniot oblik y =
1
x

qij
grafik e:
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i toj e nareqen ramnokraka hiperbola.

Grafikot na y = A+
B

x + C
se dobiva so mno�eǌe so B na sekoja

y−koordinata na y =
1
x
, pa pomestuvaǌe na toj za −C po x−oska,

pa pomestuvaǌe na toj za A po y−oska t.e.

Primer 1. Gasniot zakon za idealen gas
Ako p e pritisokot na gas koj zafaḱa volumen V , togax va�i

P · V = C = const. t.e. P =
C

V
. Znaqi so funkcijata y =

a

x
e

pretstaven ovoj zakon.

2.14.4 Stepenska funkcija so racionalen pokazatel

I. Ḱe razgledame prvo stepenska funkcija so priroden pokazatel
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t.e.:

y = xn, n ∈ N, D = R

Ako n e neparen broj, togax grafikot na y = xn e sliqen so gra-
fikot na y = x3 t.e.

Funkcijata strogo monotono raste, ima inverzna i
lim

x→∞xn = ∞ i lim
x→−∞ xn = −∞. Jasno, f(x) = xn e neprekinata

funkcija na R.
Ako n e paren broj, togax grafikot na y = xn e sliqen so

grafikot na y = x2.

f(x) raste za x ∈ (0,∞) i f(x) opaǵa za x ∈ (−∞, 0). Ovaa funk-
cija ima inverzna samo na delot (0,∞), lim

x→∞xn = +∞ = lim
x→−∞xn i

f(x) = xn e neprekinata na R.
II. Da ja razgledame y = x−n, n ∈ N. Po definicija na stepen

so negativen pokazatel

y =
1
xn

Definicionata oblast e D =R\{0}. Veḱe go vidovme grafikot na

y =
1
x
. Grafikot na y =

1
x2

e poznat pod imeto ǋutnova kriva.
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III. y = x
1
n , n ∈ N t.e. y = n

√
x.

Ako n e neparen broj, togax funkcijata y = n
√

x e inverzna
funkcija na y = xn, pa znaqi e definirana za sekoe x ∈ R. Navi-
stina, ako f(x) = xn, x ∈ R, n e neparen, togax vidovme taa ima
inverzna za sekoe x ∈ R. Taa se naoǵa na sledniov naqin:

ravenkata y = xn ja rexavame po x, pa dobivame: y = n
√

x t.e.
f−1 : x �→ n

√
x. Znaqi, f−1(x) = n

√
x.

Zabelexka. Deka y = n
√

x e inverzna na y = xn e jasno od
samata definicija na y = n

√
x t.e. zaradi

y = n
√

x ⇔ x = yn

Bidejḱi y = n
√

x e inverzna na y = xn grafikot na x
1
n e simetriqen

so grafikot na y = xn vo odnos na pravata y = x. Taka, imame:

Ako n e paren broj, togax funkcijata y = x
1
n e definirana na

[0,∞) i e inverzna na funkcijata y = xn na delot [0,∞).

Na primer, grafikot na y = x
1
2 =

√
x e:
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IV. Neka r = m
n ∈ Q, (m, n) = 1, n ∈ N.

Togax definicionata oblast na funkcijata y = xr e [0,∞) pri
n−paren broj, a celoto mno�estvo R pri n−neparen broj.

y = xr = x
m
n = n

√
xm

Ako r > 0, togax funkcijata y = xr strogo monotono raste,
a ako r < 0 togax funkcijata strogo monotono opaǵa.

Na primer, grafikot na funkcija: y = x
3
2 e:

Primer 2. ǋutnov zakon za univerzalna gravitacija
Dve masi m i M se privlekuvaat edna so druga so sila F koja e

pravoproporcionalna na nivnite masi, a obratnoproporcionalna
so kvadratot na nivnoto rastojanie R t.e.

F = k
m · M

R2
ili funkcija od oblik y =

a

x2
= ax−2

2.14.5 Eksponencijalni funkcii

Vo prvata glava definiravme stepen ar, r ∈ Q. Da se potsetime:

an = a · a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
n

za n ∈ N, a0 df
= 1 i a−n =

1
an

, n ∈ N. Pritoa, va�at

slednive osobini:
am · an = am+n, (am)n = am·n za m, n ∈ Z, a

1
n = n

√
a,

ar = a
m
n =

(
a

1
n

)m
= n

√
am, r ∈ Q.
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Kaj funkcijata y = ar, r ∈ Q, a e daden pozitiven racionalen
broj a r se narekuva eksponent. Definicionata oblast na ovaa
funkcija e Q. Da dademe nekoi nejzini svojstva:

Prvo ḱe go razgledame sluqajot a > 1.

Teorema 1. Funkcijata y = ar e pogolema od 1 za r > 0, pomala
od 1 za r < 0 i ednakva na 1 za r = 0.

Dokaz. Za r = 0, a0 df
= 1

Ako r > 0, togax r = m
n , m, n ∈ N, pa ar = a

m
n = n

√
am. No,

am = a · a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
m

a>1
> a · 1 · · · · · 1 a>1

> 1, pa n
√

am > n
√

1 = 1, t.e. ar >

1, pri r > 0

Ako r < 0, togax r = −s, s > 0, pa ar = a−s =
1
as

<

<
1
1

= 1, t.e. ar < 1, pri r < 0.

Teorema 2. y = ar monotono raste.

Dokaz. Neka r1, r2 ∈ Q i r1 < r2 t.e. r2−r1 > 0. Togax ar2 −ar1 =
ar1(ar2−r1 − 1). No, a > 1 pa ar1 > 0, a od r2 − r1 > 0 i Teorema 1
sleduva deka ar2−r1 > 1 t.e. ar2−r1 − 1 > 0. Se na se, ar2 − ar1 > 0
t.e. ar1 < ar2 t.e. y = ar monotono raste.

Teorema 3. lim
r→∞ ar = ∞

Dokaz. Prvo ḱe doka�eme za an kade n ∈ N, t.e. lim
n→∞ an = ∞.

Od a > 1, imame deka a = 1 + h, h > 0. Spored toa an = (1 +

h)n
N. B.≥ 1 + n · h > n · h, t.e. an ≥ n · h. Znaqi

an ≥ n(a − 1). (∗)
Neka M e proizvolno izbran broj i neka n0 ∈ N e izbran taka

xto n0 >
M

a − 1
(aksioma na Arhimed).

Za n ≥ n0, imame: an
(∗)
≥ n(a − 1) ≥ M

a − 1
(a − 1) = M t.e. za sekoj

M > 0 postoi n0 ∈ N taka xto za sekoj n ≥ n0 va�i an = an ≥ M
t.e. lim

n→∞ an = ∞.

Sega, neka r ∈ Q. Neka M e proizvolno izbran realen broj.
togax od lim

n→∞ an = ∞ sleduva deka postoi n0 ∈ N taka xto za
n ≥ n0 va�i an > M .

Neka r ≥ n0. Bidejḱi funkcijata ar monotono raste, se dobiva
ar ≥ an0 , a pak od an0 > M , sleduva ar > M , pri r ≥ n0 t.e.
lim

r→∞ ar = ∞.
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Teorema 4. lim
r→−∞ ar = 0.

Dokaz. Stavajḱi r = −s, r → −∞, s → ∞ dobivame lim
r→−∞ ar =

lim
s→∞ a−s = lim

s→∞
1
as

=
1

lim
s→∞ as

=
1
∞ = 0.

Svojstvata na y = ar, za 0 < a < 1 se dobivaat lesno od prethod-
nite teoremi, imajḱi predvid deka:

ar =
1(1
a

)r , kade
1
a

> 1 ako e 0 < a < 1.

Taka za 0 < a < 1 imame:

Teorema 5. Za funkcijata y = ar, 0 < a < 1 va�i
i) ar < 1, za r > 0
ii) ar > 1, za r < 0
iii) ar = 1, za r = 0.

Teorema 6. Funkcijata y = ar monotono opaǵa za 0 < a < 1.

Teorema 7. lim
r→∞ ar = 0 za 0 < a < 1.

Teorema 8. lim
r→−∞ ar = +∞ za 0 < a < 1.

Funkcijata y = ax (a > 0, a 	= 1 e daden realen broj), so defini-
ciona oblast R, se narekuva opxta eksponencijalna funkcija.

Bidejḱi ax = lim
n→∞ axn = lim

n→∞ axn kade xn, xn se n−znaqnite pri-

bli�uvaǌa na x, svojstvata na funkcijata y = ax, x ∈ R sleduvaat
od prethodno dadenite svojstva na y = ar, r ∈ Q.

Da gi navedeme:
I. ax > 0, ∀x ∈ R t.e. f(R) =R+ za f(x) = ax, a > 0.
II. a) Za a > 1 va�i
i) ax < 1, za x < 0
ii) ax > 1, za x > 0
iii) ax = 1, za x = 0.

b) Za 0 < a < 1 va�i
i) ax < 1, za x > 0
ii) ax > 1, za x < 0
iii) ax = 1, za x = 0.

III. Funkcijata y = ax monotono raste pri a > 1 i monotono
opaǵa pri 0 < a < 1. Taka, y = ax ima inverzna funkcija.

IV. lim
x→∞ ax = ∞, lim

x→−∞ ax = 0, pri a > 1 i

lim
x→∞ ax = 0, lim

x→−∞ ax = ∞, pri 0 < a < 1.

Primeri na grafici za nekoi vrednosti na a se:



160 Dragan Dimitrovski, Vesna Manova-Erakoviḱ, Ǵorǵi Markoski

Ako osnovata na eksponencijalnata funkcija e a = e, togax se
dobiva eksponencijalna funkcija y = ex koja se narekuva funkcija
na prirodno rasteǌe.

Funkcijata pak y = e−x =
(1

e

)x
se narekuva funkcija na pri-

rodno opaǵaǌe.

Obiqno, vo prirodnite procesi se javuvaat poslo�eni ekspo-
nencijalni funkcii od oblik: y = ±Aekx, y = ±Be−kx, k ∈ R ili
pak y = aekx ± b, qii grafici se dobivaat so pomestuvaǌe na gra-
fikot na y = ex i y = e−x po x− oskata ili po y−oskata.

Primer. Za k > 1, 0 < a < 1, b < 0 ḱe ja skicirame funkcijata
y = aekx + b.

Imame ekx = (ek)x = Ax, kade A = ek > e1, pa grafikot e
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Vo prvata glava vidovme deka

e1 = 1 +
11

1!
+

12

2!
+

13

3!
+ · · ·+ 1n

n!
+ · · · =

∞∑
k=0

1k

k!
.

Napomenuvame deka za prirodnata eksponencijalna funkcija ex

va�i

ex = 1 +
x1

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

∞∑
k=0

xk

k!

za sekoj realen broj x.

Primeri vo prirodnite nauki

Pojavata na eksponencijalnata funkcija vo prirodnite procesi ja
zabele�avme vo prvata glava, t.e.imavme:

1) Procesot na rasteǌe, razmno�uvaǌe odi po zakonot
m(t) = m0e

kt t.e. funkcijata y = m0e
kx popoznata kako Maltusov

zakon na rasteǌe bez preqki i otpori (m0−poqetna brojnost, k−ko-
eficient na rasteǌe, t−izminato vreme).

2) Procesot na umiraǌe, troxeǌe, radioaktivno raspaǵaǌe
odi po zakonot na opaǵaqka eksponencijalna funkcija m(t) = m0e

−kt

t.e. funkcijata y = m0e
−kx.

3) Procesot na aktiven hemiski ostatok od materija A po nekoe
vreme t na reakcija e:

a(t) = Ae−kt,

kade k e koeficient na brzina na hemiska reakcija.
4) Procesot na formiraǌe na produkt na bimolekularna he-

miska reakcija odi po zakonot:

c = ab
ek(b−a)t − 1
bek(b−a)t − a

,
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kade a e poqetna koliqina od materija A, b e poqetna koliqina od
materija B i k e koeficient na brzina na hemiskiot proces.

Vsuxnost, osnovna matematiqka funkcija vo prirodnite nauki
ne e najednostavnata, linearnata funkcija, tuku eksponencijalnata
funkcija, bidejḱi istata se javuva sekade kade xto ima pojava na
golem broj mali element, a toa se osnovni svojstva na prirodata!
Golem broj atomi i molekuli vo sekoja materija, potoa golem broj
kletki vo tkivata na �ivata materija i sliqno.

2.14.6 Hiperboliqni funkcii

Razni kombinacii na funkciite ex i e−x odgovaraat na mnogu
qesti pojavi vo prirodata i tehnikata. Tie kombinacii se mnogu
poqesti od polinomnite, algebarski funkcii i iracionalni izrazi
vo praktikata i imaat golemo znaqeǌe, bukvalno vo site oblasti
od qoveqkata dejnost.

Taka, ako obesime sin�ir od alki za dvata kraja, bez da zateg-
nuvame, toj ḱe dobie karakteristiqen vdlabnat oblik.

Sliqno odnesuvaǌe ima i sekoe poveḱe ili pomalku elastiqno
telo: greda potprena na dvata kraja na koja ima tovar guma, �ica,
(mostovi, vitkaǌa na granki po te�ina na plod ili udar i drugi).
Se doka�uva deka site ovie izvitkuvaǌa se odvivaat po zakonot

y =
e

x
a + e−

x
a

2
,

kade a e nekoja konstanta xto zavisi od svojstva na materijalot
i razni drugi faktori.

Zatoa, e va�na funkcijata od oblik:

y =
ex + e−x

2
, x ∈ R

koja se oznaquva so cosh (kosinus hiperbolikum od x) so defi-
niciona oblast R i f(R) = {y ∈ R | y > 1} = [1,∞).

Nejziniot grafik se dobiva so sobiraǌe na graficite na funkci-

ite ex i e−x i zemaǌe na
1
2

od vrednosta na y−koordinatata od ovoj
grafik t.e.
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Se doka�uva deka za mali vrednosti na x va�i pribli�uvaǌeto

cosh x ≈ 1 +
x2

2
.

Druga znaqajna funkcija e funkcijata:

y =
ex − e−x

2
, x ∈ R

koja se oznaquva so sinh x (sinus hiperbolikum od x) so defini-
ciona oblast R i f(R) = R.

Se doka�uva deka za mali vrednosti na x va�i pribli�uva-

ǌeto sinh x ≈ x +
x3

3!
. Grafikot na y = sinhx e:

Koliqnikot od funkcite y = sinh x i y = coshx se narekuva tangens
hiperboliqen od x i se bele�i so:

y = tghx =
ex − e−x

ex + e−x
.
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Nejzinata definiciona oblast e R i f(R) = [−1, 1].

Od lim
x→∞

ex − e−x

ex + e−x
= 1 i lim

x→−∞
ex − e−x

ex + e−x
= −1 sleduva deka y = 1 i

y = −1 se horizontalni asimptoti za funkcijata y = tghx.
Grafikot na tghx e:

Koliqnikot od funkciite cosh x i sinh x se vika kotangens hiper-
bolikum od x i se bele�i so ctghx. Znaqi

ctghx =
ex + e−x

ex − e−x
.

Pritoa, nejzinata definiciona oblast e D =R\{0} i f(D) = (−∞,−1)∪
(1,∞).

Grafikot na ovaa funkcija ima prekin vo toqka x = 0 t.e. x =
0 e vertikalna asimptota za funkcijata, a y = 1 i y = −1 se
horizontalni asimptoti.

2.14.7 Logaritamska funkcija

Veḱe ja razgledavme opxtata eksponencijalna funkcija y = ax,
x ∈ D. Vidovme deka taa e monotona i toa monotono raste za a > 1
i monotono opaǵa za 0 < a < 1. Spored toa, taa ima inverzna
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funkcija. Bidejḱi ax : R → (0, +∞), inverznata funkcija na y = ax

ḱe bide definirana od (0, +∞) vo R. Inverzna funkcija na y = ax

se narekuva logaritamska funkcija so osnova a. Se oznaquva
so y = loga x. Nejzinata definiciona oblast e (0, +∞). Imajḱi ja
predvid teoremata za grafici na inverzna funkcija, grafik na
y = loga x, za razni vrednosti na a e:

Jasno, ako a > 1, funkcijata y = loga x e monotono rasteqka, a za
0 < a < 1, funkcijata y = loga x e monotono opaǵaqka.

Pravata x = 0 e vertikalna asimptota za y = loga x.
Svojstvata (pravilata) za operacii so logaritmi proizlegu-

vaat od svojstvata (pravilata) za operacii so stepeni.
Prvo, da naglasime deka, od definicijata na logaritamska

funkcija imame:

x = loga y
df⇔ ax = y

t.e.

m = loga M
df⇔ am = M.

t.e. da se najde logaritam od nekoj broj M za osnova a, znaqi da se
najde takov broj m so koj ako se stepenuva osnovata a ḱe se dobie
brojot M .

Sega ḱe ja dademe vrskata meǵu logaritmi so razliqni osnovi.
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Neka loga A = x i logb A = y. Togax va�i:

ax = A, by = A

⇔ ax = by / loga

⇔ loga ax = loga by ⇔ x = y loga b

⇔ loga A = (logb A) · (loga b)

1. loga 1 = 0.

2. loga a = 1

3. aloga M = M, M > 0.

4. Za M1, M2 > 0, va�i loga M1 = loga M2 ⇒ M1 = M2.

5. loga MN = loga M + loga N , M, N > 0.

Dokaz. Od 3 imame:

M = aloga M i N = aloga N

od kade dobivame M · N = aloga M · aloga N t.e. M · N = aloga M+loga N .
Povtorno, ako se primeni 3, se dobiva aloga M ·N = M ·N = aloga M+loga N

t.e. loga M · N = loga M + loga N .

6. loga

(M

N

)
= loga M − loga N, za M, N > 0.

7. loga Mk = k loga M, M > 0, k ∈ R.

Dokaz. Od 3. M = aloga M pa Mk =
(
aloga M

)k
= ak loga M odnosno

loga Mk = k loga M .

8. loga b =
loga A

logb A
, A > 0.

Popoznati se tri vida logaritmi:
- logaritmi so osnova e, i pritoa funkcijata y = loge x e

poznata kako priroden logaritam t.e. prirodna logaritamska
funkcija. Taa, specijalno, se oznaquva so y = ln x.

- logaritam so osnova 10, i pritoa funkcijata y = log10 x e
poznata kako dekaden (Brigsov) logaritam, t.e. dekadna loga-
ritamska funkcija.

- logaritam so osnova 2, i pritoa funkcija y = log2 x e poznata
kako binaren logaritam t.e. binarna logaritamska funkcija.

Specijalno va�i loga b =
1

logb a
9. Za x > 1, log10 x < ln x < log2 x i za 0 < x < 1, log2 x < ln x <

log10 x.
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Primeri na y = loga x vo prirodnite procesi

Vidovme deka eksponencijalnata funkcija y = ax e vo osnova
na prirodnite procesi. Od tie priqini, logaritamskata funk-
cija kako inverzna na eksponencijalnata ḱe bide isto tolku mnogu
zastapena vo prirodnite procesi.

1) Da go razgledame Maltusoviot zakon za rasteǌe odnosno
razmno�uvaǌe t.e. m = m0e

kt, kade m0 e poqeten broj na popula-
cija, k e koeficient na razmno�uvaǌe i m e brojnost na popula-
cija po izminato vreme t.

Mnogu qesto mo�e da se izmeri poqetnata brojnost, m0, broj-
nosta m po izminato vreme t i se bara koj e koeficientot na raz-
mno�uvaǌe za taa populacija. Vo toj sluqaj imame:

m

m0
= ekt ⇔ kt = ln

m

m0
⇔ k =

1
t

ln
m

m0
.

2) Ako se ima predvid deka zakonot za radioaktivno raspaǵaǌe
glasi: m = m0e

−kt, kade k e koeficient na raspaǵaǌe za daden
element, m0 e poqetno koliqestvo masa i m e koliqestvo masa po
nekoe vreme t.

Mo�e da se postavi praxaǌe: da se odredi vremeto za koe od
odredeni elementi so poqetna masa m0 so koeficient na raspaǵaǌe

k, ḱe se dobie masa m. Togax:
m

m0
= e−kt, −kt = ln

m

m0
⇔ t = −1

k
ln

m

m0
.

Ako se bara vremeto T posle koe radioaktivnata masa ḱe se smali
na polovina e poznato kako vreme na raspaǵaǌe i se dobiva:

T = −1
k

ln
(m0/2)

m0
= −1

k
ln

1
2

= −1
k

(ln 1 − ln 2) =
ln2
k

, t.e. T =
ln 2
k

.

Uxte edna korist od logaritamot:
Ako treba da se raboti so mnogu golemi (ili mnogu mali)

broevi, togax e pozgodno da rabotime so nivnite logaritmi. Taka,
na primer namesto da rabotime so:
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12 000 000 000 = 12 · 109 ḱe rabotime so mnogu pomal broj log10 12 000 000 000 =
log10(12 · 109) = log10 12 + log10 ·109 = log10 12 + 9 = 1, 20 + 9 ≈ 10, 20.

2.14.8 Stepenska funkcija so realen pokazatel

Dosega stepenskata funkcija f(x) = xr bexe opredelena za raci-
onalen pokazatel, r. No, svojstvoto na logaritmite xr = elnxr

=
er lnx ni ovozmo�uva da definirame stepenska funkcija f(x) = xb,
za b ∈ R, na sledniot naqin:

f(x) = xb df
= eb ln x, x ∈ (0,∞).

Ovaa funkcija e neprekinata kako kompozicija od neprekinati
funkcii i strogo monotono raste za b > 0, a strogo monotono opaǵa
za b < 0.

2.14.9 Trigonometriski funkcii

1◦ Od definicijata na y = sinx, jasno e deka y = sin x e R.
Od sin (−x) = − sinx, dobivame deka y = sinx e neparna funkcija.

Nulite na y = sinx, se toqkite x = kπ, k ∈ Z. Jasno e deka | sinx| ≤
1, za sekoj x ∈ R i sinx = 1, za x = (4k + 1)

π

2
, a sinx = −1 za

x = (4k − 1)
π

2
, k ∈ R.

Od sin (x + 2kπ) = sin x, za sekoj x ∈R, dobivame deka ω = 2π e
period za y = sinx. Nejziniot grafik e:

Grafikot na y = sinx se narekuva sinusoida.

2◦ Za funkcijata y = cos x definicionata oblast e R.
Od cos (−x) = cos x, za sekoj x ∈ R, sleduva deka y = cosx e

parna funkcija. Nulite na y = cosx se dobivaat za x = (2k + 1)
π

2
,

k ∈ Z. Jasno | cosx| ≤ 1 i cosx = 1 za x = 2kπ, k ∈ Z, a cosx = −1
za x = (2k + 1)π, k ∈ Z. Funkcijata e periodiqna so period ω = 2π.
Nejziniot grafik e:
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3◦ Za funkcijata y = tgx, D = R \ {(2k + 1)
π

2
|k ∈ Z}. Taa e neparna

funkcija, ima nuli za x = kπ, x ∈ Z, e periodiqna so period ω = π

i x = (2k + 1)
π

2
se vertikalni asimptoti za y = tgx. Nejziniot

grafik e

4◦ Za funkcijata y = ctgx imame D = R \ {kπ|k ∈ Z}, taa e neparna
periodiqna funkcija so period ω = π, ima nuli za x = (2k+1)

π

2
, x ∈

Z i pravite x = kπ se vertikalni asimptoti za y = ctgx. Nejziniot
grafik e
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2.14.10 Ciklometriski funkcii

Funkciite xto se inverzni na trigonometriskite funkcii se vikaat
ciklometriski. Tie se:

y = arcsinx (arkus sinus od x) ⇔ x = sin y

y = arccosx (arkus kosinus od x) ⇔ x = cos y

y = arctgx (arkus tangens od x) ⇔ x = tg y

y = arcctgx (arkus kotangens od x) ⇔ x = ctg y

Bidejḱi trigonometriskite funkcii ne se monotoni funkcii,
za da postoi inverzna funkcija ḱe se ograniqime na delovi od R

na koi funkcijata e monotona.

Taka, y = sinx e monotono rasteqka na [
−π

2
,
π

2
] pa na ovoj del

ḱe postoi nejzina inverzna funkcija y = arcsinx. Bidejḱi | sinx| ≤
1, t.e. sinx ∈ [−1, 1], funkcijata y = arcsinx, x ∈ [−1, 1] postoi i

nejzinite vrednosti se vo [
−π

2
,
π

2
]. Nejziniot grafik e:

Funkcijata y = arccosx e definirana na [−1, 1] i nejzinite vred-
nosti se vo intervalot [0, π] (Ja razgleduvame funkcijata y = cosx
na [0, π].)
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Funkcijata y = tgx e strogo rasteqka na [
−π

2
,
π

2
] i f

(−π

2
,
π

2

)
=

(−∞,∞). Spored toa, za ovoj del od y = tgx postoi inverzna
funkcija i taa e definirana na (−∞,∞).

Grafikot na y = arcctgx ( definirana za x ∈ (−∞, +∞) so vred-
nosti vo intervalot (0, π)) e:

Definicija. Funkcijata y = f(x) e elementarna funkcija, ako
e:
a) stepenska
b) eksponencijalna
v) trigonometriska
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g) inverzna na nekoja od prethodnite
d) zbir, razlika, proizvod, koliqnik ili kompozicija na funkci-
ite a)-g).

Zabelexka. Da napomeneme deka elementarnite funkcii se
neprekinati na svojata definiciona oblast.

2.15 Nekoi karakteristiqni graniqni vrednosti

Bez dokaz ḱe navedeme nakoi karakteristiqni graniqi vrednosti,
koi ḱe se koristat pri presmetkite:
I. lim

x→∞
(
1 + 1

x

)x = e

II. lim
x→−∞

(
1 + 1

x

)x = e

III. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

IV. lim
x→0

ln(1+x)
x = 1

V. lim
x→0

ax−1
x = ln a, a > 0

VI. lim
x→0

sinx
x = 1

2.16 Funkcii od poveḱe realni argumenti

Neka D e mno�estvoto n-torki od realni broevi (x1, x2, . . . , xn).
Pritoa:

(a1, a2, . . . , an) = (b1, b2, . . . , bn) ⇔ a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn.

Sekoe preslikuvaǌe f od D vo mno�estvoto realni broevi R, se
narekuva funkcija od n-realni argumenti.

Ako (x1, x2, . . . , xn) ∈ D i y ∈ R e element vo koj se preslikuva
(x1, x2, . . . , xn), togax pixuvame y = f(x1, x2, . . . , xn).



3

DIFERENCIJALNO SMETAǋE

3.1 Mereǌe na promeni vo procesi. Sredna brzina na bi-

oloxki proces. Bioloxki koeficient

Veḱe vidovme deka prirodnite procesi matematiqki se opixu-
vaat so funkcii t.e. funkciite pretstavuvaat matematiqki model
na prirodnite procesi. Neka y = f(x) opixuva nekoj priroden
proces vo zavisnost od vremeto x t.e. zavisnost na nekoja veli-
qina, vo procesot od vremeto x. Znaqi, procesot go razgledu-
vame (nabǉuduvame) meǵu dve edno po drugi vremenski polo�bi x
i x+�x, Δx e izminatoto vreme od poqetokot do krajot na razgle-
duvaǌeto na procesot i pritoa razgleduvanite veliqini vo proce-
sot xto odgovaraat na ovie vremenski polo�bi se f(x) i f(x+Δx),
soodvetno.

Promena na procesot za izminato vreme Δx se opredeluva
kako razlika meǵu dvete ednopodrugi vrednosni polo�bi vo pro-

cesot, t.e. Δy
df
= f(x + Δx)− f(x).

Relativna promena na procesot e koliqnikot od promenata

na procesot Δy i izminatoto vreme Δx, t.e. Δy
Δx

df
= f(x+Δx)−f(x)

Δx . Zna-
qi, relativnata promena na procesot poka�uva za kolku se ima
izmeneto merenata golemina Δy so promena na vremeto Δx.

Relativnata promena na procesot uxte se narekuva sredna
brzina na procesot vo vremenski interval Δx.

Oznaquvame:

vsredna = v =
Δy

Δx

Primer 1. Sredna brzina na hemiska reakcija
Neka se dadeni dve hemiski materii A i V so poqetni koli-

qestva a g i b g, soodvetno. Neka kaj niv se odviva nekoja ednos-
tavna biomolekularna hemiska reakcija, spored slednata funk-
cija:

173
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1mol A + 1mol B = 1mol C = (produkt)

(1mol A =onolku g od A kolku xto iznesuva molekularnata te�ina
na A.)

Se poka�uva deka, troxeǌeto na A odi po formula a(x) =
ae−kx, kade k e koeficient na brzina na hemiskata reakcija vo
zavisnost od vremeto x.

Sliqno, troxeǌe na V odi po funkcija: b(x) = be−kx, vo zavis-
nost od vremeto x.
Zabelexka. Do ovie funkcii se doaǵa kako pri procesi na izu-
miraǌe vo prva glava.

Znaqi, a(x) i b(x) se ostatocite na A, odnosno V, po izminato
vreme x.

Ona xto e potroxeno od a i b za izminato vreme x e:

Δa = a − a(x) = a − ae−kx = a(1− e−kx)

Δb = b − b(x) = b − be−kx = b(1− e−kx)

A ona xto e potroxeno od A i V zaedno, odi vo produktot S, znaqi
po nekoe vreme x e dobien produkt

C = C(x) = Δa + Δb = (a + b)(1− e−kx)

t.e.
C(x) = (a + b)(1− e−kx)

e poznata formula za produkt S vo hemiskata reakcija od tipot
xto go opixuvame. Sega, go imame matematiqkiot model na ovaa
hemiska reakcija t.e. C(x) = (a + b)(1 − e−kx) ja dava goleminata
na produktot vo zavisnost od vremeto x.

Po nekoe izminato vreme Δx, znaqi vo vremenska polo�ba x +
Δx ḱe imame golemina na produkt c(x+ Δx) = (a+ b)(1− e−k(x+Δx)).
Promenata na goleminata (produktot, po izminato vreme Δx, e

ΔC = C(x + Δx)− C(x) =

= (a + b)(1− e−k(x+Δx)) − (a + b)(1− e−kx) =

= (a + b)e−kx(1− e−kΔx)

Sredna brzina na ovoj hemiski proces e:

ΔC

Δx
= (a + b)e−kx · 1 − e−kΔx

Δx

Primer 2. Neka razgleduvame neramnomerno pravolinisko dvi�eǌe
na nekoe telo. Ako teloto poqnuvajḱi od vreme x do vreme x +
Δx izminuva del od patot, od s(x) do s(x + Δx), t.e. pat Δs =
s(x + Δx) − s(x)
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togax srednata brzina na dvi�eǌe na teloto e koliqnikot
Δs

Δx
= v.

Primer 3. Neka nabǉuduvame razmno�uvaǌe na edna kolonija
mikroorganizmi. Ako poqnuvajḱi od vreme x do x + Δx, kolonijata
od m0 = m(x) e zgolemena na m1 = m(x + Δx), togax promenata za

izminato vreme Δx e Δm = m(x + Δx)−m(x), a koliqnikot v =
Δm

Δx
se vika sredno rasteǌe na kolonijata mikroorganizmi.

Vo opxt sluqaj y = f(x) e matematiqki model na nekoj proces
i pritoa x ne mora da oznaquva vreme, tuku bilo koja promen-
liva (zavisno od razgleduvaniot proces). Funkcijata y = f(x) ja
poka�uva zavisnosta na nekoja veiqina vo razgleduvan proces od
promenata na x.

Za dve polo�bi na promenlivata x i x + Δx, odgovaraat dve
polo�bi na veliqinite vo procesot t.e. f(x) i f(x + Δx), sood-
vetno.

Kako xto vidovme, Δy = Δf = f(x + Δx) − f(x) e narasnuvaǌe
na funkcijata za promena Δx na promenlivata x ili promena na
procesot. Koliqnikot:

Δy

Δx
=

Δf

Δx
=

f(x + Δx)− f(x)
Δx

se narekuva i diferencijalen koliqnik ili sredna brzina na
procesot.

Ako ovaa sredna brzina se svede na edinica merka, taa, togax
se narekuva koeficient na bioloxki (hemiski) proces.
Zabelexka. Δx mo�e da bide i pozitiven i negativen. Ako x0 e
nekoja polo�ba na promenliva, togax imame sluqaj

pri Δx > 0

i sluqaj

pri Δx < 0.

3.2 Momentna brzina na proces. Izvod na funkcija

3.2.1 Definicija na izvod na funkcija

Ako vo diferencijalniot koliqnik
Δy

Δx
na dadena funkcija y =

f(x), pomineme na graniqna vrednost, koga Δx te�i kon nula, to-
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gax toqkata x + Δx ḱe se dvi�i kon Δx.

Toa pak ima za posledica i Δy da te�i kon nula. Taka vsux-
nost dobivame dve nizi od mali golemini {Δxn} i {Δyn}. Ako

graniqnata vrednost lim
Δxn→0

Δyn

Δxn
postoi, taa se vika izvod na funk-

cijata y = f(x) vo toqkata x, odnosno
Definicija. Neka y = f(x) e dadena funkcija so definiciona
oblast D i x0 ∈ D. Ako postoi graniqnata vrednost, i e koneqna,

lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

f(x0 + Δx) − f(x0)
Δx

,

taa se narekuva izvod na f vo x i se bele�i so y′(x0).
Togax funkcijata f se narekuva diferencijabilna vo toqkata

x0. Ako funkcijata e diferencijabilna vo sekoja toqka od D taa
se narekuva diferencijabilna na D.

Ako y = f(x) opixuva nekoj priroden proces togax izvod vo
toqkata x0, y′(x0) e vsuxnost momentna brzina na procesot y =
f(x) vo toqkata x0. Stavajḱi x0 + Δx = x, dobivame Δx → 0 ⇔ x −
x0 → 0 ⇔ x → x0 pa y′(x0) = lim

Δx→0

f(x0 + Δx) − f(x0)
Δx

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x − x0

.

Postoeǌeto na izvod ḱe ovozmo�i podetalno ispituvaǌe na
dadena funkcija, poprecizno crtaǌe na grafikot na funkcijata,
kako xto ḱe ilustrirame podocna.
Primer 1. Izvod od konstantna funkcija e nula.
Dokaz. Neka f(x) = c, kade c e konstanta. Togax f(x + Δx) = c,
pa Δy = Δf = f(x + Δx) − f(x) = c − c = 0. Ottuka dobivame
Δy

Δx
=

0
Δx

= 0, pa lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0
0 = 0 ⇒ (C)′ = 0

Primer 2. Izvod od identiqnata funkcija, f(x) = x e 1.
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Dokaz. f(x) = x, x ∈ R. Togax f(x + Δx) = x + Δx, pa Δy = Δf =
x+Δx−x = Δx. Ottuka dobivame Δy

Δx = Δx
Δx = 1, lim

Δx→0

Δy
Δx = lim

Δx→0
1 =

1 ⇒ (x)′ = 1
Primer 3. Izvod od linearnata funkcija, f(x) = ax + b, e kon-
stantata a.
Dokaz. Neka f(x) = ax+b kade a, b ∈R. Togax f(x + Δx) = a(x + Δx)+
b = ax + aΔx + b, pa Δy = f(x + Δx) − f(x) = aΔx, Δy

Δx = aΔx
Δx = a

lim
Δx→0

a = a pa (ax + b)′ = a.

Primer 4. Izvod od kvadratna funkcija, f(x) = x2 e 2x.
Dokaz.f(x) = x2. Togax f(x + Δx) = (x + Δx)2, pa y = f(x + Δx) −
f(x) = (x + Δx)2 − x2 = x2 + 2xΔx + Δx2 − x2 = 2xΔx + Δx2. Ottuka
dobivame Δy

Δx = 2xΔx+Δx2

Δx = 2x + Δx, lim
Δx→0

Δy
Δx = 2x pa (x2)′ = 2x.

Primer 5. Izvodot od stepenska funkcija, f(x) = xn, n ∈ R, izne-
suva nxn−1.
Dokaz. Od f(x) = xn, f(x + Δx) = (x + Δx)n dobivame Δy =
f(x + Δx) − f(x) = (x + Δx)n − xn = xn +

(
n
1

)
xn−1Δx +

(
n
2

)
xn−2Δx2 +

· · · +
(
n
k

)
xn−kΔxk + · · · +

(
n
n

)
Δxn − xn = n · xn−1Δx +

(
n
2

)
xn−2Δx2 +

· · ·+ (n
k

)
xn−kΔxk + · · ·+ Δxn. Ottuka Δy

Δx = nxn−1 +
(n
2

)
xn−2Δx + · · ·+(

n
k

)
xn−kΔxk−1 + · · ·+ (Δx)n−1, pa lim

Δx→0

Δy
Δx = nxn−1 + 0 + 0 + . . . + 0 =

nxn−1, t.e. (xn)′ = nxn−1, n ∈ R.
Bez dokaz ḱe ja navedeme slednava
Teorema 1 Ako f ima izvod vo x, togax f e neprekinata vo x.
Teorema 2. Neka f(x) i g(x) se diferencijabilni funkcii na

D. Ako f i g imaat izvod vo x ∈ D, togax:
a) f + g ima izvod vo x ∈ D i va�i

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

b) f · g ima izvod vo x ∈ D i va�i

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)

v) Ako g(x) 	= 0, f
g ima izvod vo x ∈ D i va�i(

f(x)
g(x)

)′
=

f ′(x) · g(x)− g′(x) · f(x)
g2(x)

.

Dokaz. a) Neka Y = f + g. Togax Y (x) = f(x)+g(x), Y (x + Δx) =
f(x + Δx) + g(x + Δx), pa

ΔY = Y (x + Δx) − Y (x) = f(x + Δx) + g(x + Δx)−
− (f(x) + g(x)) = f(x + Δx) − f(x) + g(x + Δx) − g(x).

Sleduva

lim
Δx→0

ΔY

Δx
= lim

Δx→0

(
f(x + Δx) − f(x)

Δx
+

g(x + Δx) − g(x)
Δx

)
=
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= lim
Δx→0

Δf

Δx
+ lim

Δx→0

Δg

Δx
= f ′(x) + g′(y).

Dobivme Y ′(x) = (f+g)′(x) = f ′(x)+g′(x), t.e. Y ′ = (f + g)′ = f ′ + g′.
b) Neka Y = f ·g. Togax Y (x) = f(x)·g(x), Y (x + Δx) = f(x + Δx)·

g(x + Δx), pa
ΔY
Δx = f(x+Δx)·g(x+Δx)−f(x)·g(x)

Δx =
(f(x+Δx)−f(x))g(x+Δx)+f(x)g(x+Δx)−f(x)g(x)

Δx =
(f(x+Δx)−f(x))g(x+Δx)

Δx + f(x)(g(x+Δx)−g(x))
Δx =

= Δf
Δx · g(x + Δx) + f(x) · Δg

Δx .
Sleduva

lim
Δx→0

ΔY

Δx
= lim

Δx→0

Δf

Δx
· lim
Δx→0

g(x + Δx) + lim
Δx→0

f(x) · lim
Δx→0

Δg

Δx
=

= f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x).

Dobivme Y ′ = (f · g)′ = f ′ · g + f · g′.
v) Neka Y = f

g , g(x) 	= 0. Togax Y (x) = f(x)
g(x) , Y (x + Δx) = f(x+Δx)

g(x+Δx) ,
pa

ΔY
Δx = Y (x+Δx)−Y (x)

Δx =
f(x+Δx)
g(x+Δx)

− f(x)
g(x)

Δx = 1
Δx

f(x+Δx)g(x)−f(x)g(x+Δx)
g(x+Δx)g(x) =

= 1
Δx

(f(x+Δx)−f(x))g(x)+f(x)g(x)−f(x)g(x+Δx)
g(x+Δx)g(x) =

=
f(x+Δx)−f(x)

Δx
·g(x)− g(x+Δx)−g(x)

Δx
·f(x)

g(x+Δx)g(x)
=

Δf
Δx

·g(x)−Δg
Δx

·f(x)

g(x+Δx)g(x)
.

Sleduva

lim
Δx→0

ΔY

Δx
=

lim
Δx→0

Δf

Δx
· lim
Δx→0

g(x)− lim
Δx→0

Δg

Δx
· lim
Δx→0

f(x)

lim
Δx→0

g(x + Δx) · lim
Δx→0

g(x)
=

=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g(x)g(x)
.

Dobivme Y ′(x) =
(

f
g

)′
(x) = f ′(x)·g(x)−g′(x)·f(x)

g2(x)
, t.e.

(
f
g

)′
= f ′·g−g′·f

g2 .
Posledica. Ako f i g se definirani na D, c ∈ R e daden broj

i f , g imaat izvod vo x ∈ D, togax i

a) c · f ima izvod vo x ∈ D i va�i

(c · f)′(x) = c · f ′(x)
b) f − g ima izvod vo x ∈ D i va�i

(f − g)′(x) = f ′(x)− g′(x)

Teorema 3. Neka g(x) e definirana i strogo monotona na D i
x ∈ D. Neka f(x) e definirana vo okolina na y = g(x). Ako g′(x)
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i f ′(y) postojat, togax i slo�enata funkcija h(x) = f(g(x)) ima
izvod vo x ∈ D i va�i h′(x) = f ′(y) · g′(x), y = g(x).

Dokaz. Imame f ′(y) = lim
Δy→0

f(y + Δy) − f(y)
Δy

. Od y = g(x) sleduva

Δy = g(x + Δx) − g(x), t.e. g(x + Δx) = Δy + g(x) = y + Δy. Togax

h′(x)
df
= lim

Δx→0

h(x + Δx)− h(x)
Δx

=

lim
Δx→0

f(g(x + Δx)) − f(g(x))
Δx

=

= lim
Δx→0

f(g(x + Δx)) − f(g(x))
g(x + Δx) − g(x)

· g(x + Δx)− g(x)
Δx

=

= lim
Δy→0

f(y + Δy) − f(y)
Δy

· lim
Δx→0

g(x + Δx) − g(x)
Δx

= f ′(y) · g′(x), xto trebaxe da se doka�e.

Teorema 4. Neka f : D → f(D) e definirana i strogo monotona
na D. Ako funkcijata f ima izvod vo x ∈ D i f ′(x) 	= 0, togax i
funkcijata f−1 ima izvod vo y = f(x) i va�i (f−1)′(y) = 1

f ′(x)
.

Dokaz. Od uslovot sleduva deka f−1 postoi. Zaradi

1
f ′(x)

= lim
Δx→0

Δx

f(x + Δx) − f(x)

sleduva

(f−1)′(y) = lim
Δy→0

f−1(y + Δy) − f−1(y)
Δy

=

= lim
Δy→0

x + Δx − x

f(x + Δx) − f(x)
=

Δy→0⇒Δx→0
= lim

Δx→0

Δx

f(x + Δx)− f(x)
=

1
f ′(x)

.

Objasnuvaǌe za: Δy → 0 ⇒ Δx → 0.
Neka Δy → 0. Od f ima izvod vo x se dobiva deka f e nepreki-
nata vo x, f−1 postoi zaradi strogata monotonost na f pa i f−1

e neprekinata funkcija. Od neprekinatosta na f−1 sleduva deka
lim

Δy→0
f−1(y+Δy) = f−1(y). Od druga strana, f−1(y+Δy) = x + Δx, pa

znaqi lim
Δy→0

f−1(y+Δy) = lim
Δy→0

(x + Δx) = f−1(y), t.e. lim
Δy→0

(x + Δx) =

f−1(y) = x. Sleduva deka x + lim
Δy→0

Δx = x pa ako Δy → 0 togax i

Δx → 0.
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Primer 6.

a) (2x2 −
√

3 · x3)′ = (2x2)′ − (
√

3 · x3)′ = 2 · (x2)′ −
√

3 · (x3)′ =

= 2 · 2x −
√

3 · 3x2 = 4x − 3
√

3x.

b) ((x + 1)(x− 1))′ = (x + 1)′(x − 1) + (x + 1)(x− 1)′ =
= (1 + 0)(x− 1) + (x + 1)(1− 0) = x − 1 + x + 1 = 2x

v)
(

x + 1
x − 1

)′
=

(x + 1)′(x − 1)− (x + 1)(x− 1)′

(x − 1)2
=

=
1 · (x − 1)− (x + 1) · 1

(x − 1)2
=

x − 1 − x − 1
(x− 1)2

=
−2

(x − 1)2

g) ((2x + 3)2)′ = f ′(2x + 3) · g′(x) = 2(2x + 3) · 2 = 8x + 12

f(x) = x2, g(x) = 2x + 3
f ′(x) = 2x, g′(x) = 2

d) f(x) = x2, f−1(x) =
√

x, x ∈ R+

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
=

1
2 · x, y = f(x) = x2 ⇔ x =

√
y

Dobivme f−1(y) =
1

2
√

y
, t.e. (

√
x)′ =

1
2
√

x
.

3.3 Izvodi od elementarnite funkcii

Teorema 1. (ax)′ = ax lna (a > 0− realen broj)

Dokaz. (ax)′ = lim
Δx→0

ax+Δx − ax

Δx
= lim

Δx→0

ax · aΔx − ax

Δx
= lim

Δx→0
ax aΔx − 1

Δx
=

ax lim
Δx→0

aΔx − 1
Δx

= ax ln a.

Posledica. (ex)′ = ex

Teorema 2. (loga x)′ = 1
x

1
lna (a > 0, a 	= 1− realen broj)

Dokaz.

f−1(x) = g(x) = logx a e inverzna funkcija na f(x) = ax.

f−1(y) =
1

f ′(x)
=

1
ax lna

, y = ax,

⇒ f−1(y) =
1

ax lna
, t.e. (loga y)′ =

1
y lna

Posledica. (lnx)′ = 1
x

Teorema 3. (xr)′ = rxr−1, r ∈ R.
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Dokaz.

xr = er lnx ⇒
(xr)′ = (er lnx)′ = er lnx · (r lnx)′ =

= er ln x · r · 1
x

= r · xr · 1
x

= rxr−1.

Specijalno (
√

x)′ =
1

2
√

x

Teorema 4. (sinx)′ = cosx.
Dokaz.

(sinx)′ = lim
Δx→0

sin(x + Δx) − sinx

Δx
=

= lim
Δx→0

2 sin
x + Δx − x

2
cos

x + Δx + x

2
Δx

= lim
Δx→0

2 sin
Δx

2
cos

2x + Δx

2
Δx

= 2 lim
Δx→0

1
2
·
sin

Δx

2
Δx

2

·

· lim
Δx→0

cos
2x + Δx

2
= 2 · 1

2
· 1 · cos

2x + 0
2

= cosx.

Teorema 5. (cosx)′ = − sinx.
Dokaz.

(cosx)′ = lim
Δx→0

cos(x + Δx) − cos x

Δx
=

= lim
Δx→0

−2 sin
x + Δx − x

2
sin

x + Δx + x

2
Δx

=

= −2 lim
Δx→0

1
2

sinΔx

2
Δx

2

lim
Δx→0

sin
2x + Δx

2
=

(−2) · 1
2
· 1 lim

Δx→0
sin

(
2x + Δx

2

)
= − sinx.

Teorema 6. (tgx)′ = 1
cos2 x

.
Dokaz.

(tgx)′ =
(

sin x

cosx

)′
=

cosx cosx + sinx sinx

cos2 x
=

=
cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

.
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Teorema 7. (ctgx)′ = − 1
sin2 x

.

Dokaz. Sliqno kako teorema 6.

Teorema 8. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1).

Dokaz.

f−1(x) = arcsin x e inverzna za f(x) = sin x.

(f−1)(y) =
1

f ′(x)
=

1
cos x

, y = sinx

cosx =
√

1 − sinx2 =
√

1− y2, y ∈ (−1, 1)

⇒ (f−1)′(y) =
1√

1 − y2
, y ∈ (−1, 1).

Teorema 9. (arccosx)′ = − 1√
1 − x2

.

Dokaz. Sliqno kako teorema 8.

Teorema 10. (arctgx)′ =
1

1 + x2
.

Dokaz. Sliqno na teorema 9.

Teorema 11. (coshx)′ = sinhx.

Dokaz. (coshx)′ =
(

ex + e−x

2

)′
=

ex − e−x

2
= sinhx.

Teorema 12. (sinhx)′ = coshx.

Dokaz. (sinhx)′ =
(

ex − e−x

2

)′
=

ex + e−x

2
= coshx.

3.4 Geometrisko znaqeǌe na izvodot

Neka F e grafik na funkcijata y = f(x), so definiciona oblast
D, koja ima izvod vo sekoja toqka x ∈ D. Gi razgleduvame toq-
kite M(x0, f(x0)) i M1(x0 + Δx, f(x0 + Δx)) od Γ i pravata p koja
minuva niz toqkite M i M1. Pravata p ja narekuvame sekanta.
Neka β e agolot xto ovaa sekanta go zafaḱa so x-oskata. Togax,

od pravoagolniot triagolnik �MOM1, imame deka tgβ =
Δy

Δx
. Ako

Δx → 0, togax toqkata M1 se pribli�uva kon toqkata M po kri-
vata Γ t.e. M1 → M i Δy → 0, pa pravata MM1 = p vo opxt sluqaj
se pribli�uva kon pravata t, koja se vika tangenta na krivata Γ
vo toqkata M .
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Neka agolot xto t go zafaḱa so x-oskata e α. Ako vo tgβ =
Δy

Δx

t.e. tgβ =
f(x0 + Δx)− f(x0)

Δx
puxtime Δx → 0, imajḱi predvid deka

togax β → α, pa i tgβ → tgα, se dobiva

tgα = lim
Δx→0

f(x0 + Δx) − f(x0)
Δx

df
= f ′(x0)

t.e. tgα = f ′(x0). Znaqi, f ′(x0) e koeficient na pravec na tangen-
tata na y = f(x) vo toqkata x0.

Ravenkata na tangentata e y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) (t minuva
niz M(x0, f(x0)) i ima koeficient na pravec k = tgα = f ′(x0)).

Povtorno, ako se potsetime na delot xto se odnesuva na prava,
jasno e deka ravenkata na normalata n na Γ vo M(x0, f(x0)) e
y − f(x0) = − 1

f ′(x0)
(x − x0).

Sledniot crte� go ilustrira dvi�eǌeto na sekantata MM1

koga Δx → 0 i M1 se dvi�i po krivata Γ.

Zabelexka. Ako funkcijata y = f(x) e diferencijabilna vo x0

togax postoi graniqna polo�ba na sekantata, t.e. postoi tangenta
t na Γ vo x0.
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3.5 Bioloxko znaqeǌe na izvodot

Veḱe vidovme, deka vo prirodnite procesi izvodot ja dava moment-
nata brzina na procesot. Taka,

1) Ako se ima proces na rasteǌe, opixan so Maltusoviot za-
kon, m(t) = m0e

kt, k e konstanta za daden proces, togax brzinata
na rasteǌe vo zavisnost od vremeto t e dadena so m′(t) = mokekt.

2) Ako se ima proces na umiraǌe, opixan so Maltusoviot za-
kon, m(t) = m0e

−kt, brzinata na umiraǌe vo sekoj moment t e dadena
so m′(t) = −moke−kt.

3) Ako se ima proces na formiraǌe na produkt od dve sup-
stanci A i B so poqetna masa a i b, koj se odviva po formulata
c(t) = (a + b)(1− e−kt), togax brzinata na formiraǌe na produktot
vo zavisnost od vremeto t e c′(t) = (a+b)(0−(−k)e−kt) = (a+b)ke−kt.

3.6 Diferencijal na funkcija

Definicija. Neka funkcijata y = f(x) ima izvod vo toqkata x

i neka argumentot x ima narasnuvaǌe Δx. Prviot diferencijal
ili samo diferencijal na funkcijata f(x) vo toqkata x, oznaqen
so dy ili df(x), e proizvodot od izvodot na funkcijata vo toqkata
x i narasnuvaǌeto (promenata) na nezavisno promenlivata, Δx,
t.e.

dy = df(x) = f ′(x) · Δx. (1)

Primer 1. Ako y = x2, y′ = 2x pa dy = 2x · Δx.
Geometriskoto tolkuvaǌe na diferencijalot e slednoto:
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Neka M(x, f(x)) ∈ Γf , M1(x + Δx, f(x + Δx) ∈ Γf i M ′(x + Δx, f(x)).
Neka p e tangentata na y = f(x) vo M i α e agolot xto go zafaḱa

p so pozitivniot del od x-oskata. Od geometriskoto tolkuvaǌe
na izvodot imame deka tgα = f ′(x). Neka M2 ∈ p, i x-koordinata

na M2 e x + Δx. Od crte�ot imame:
M2M ′

Δx
= tgα = f ′(x) t.e.

M2M ′ = f ′(x) · Δx = df = dy.
Znaqi, diferencijalot pretstavuva narasnuvaǌe na ordinatata

vo x + Δx po tangentata. Da zabele�ime deka M2M ′ = dy, M1M ′ =
Δy, dy − Δy = M1M2.

Ako ja razgledame funkcijata y = x, imame y′x = 1, pa dy = dx =
1 · Δx = Δx, t.e.

dx = Δx. (2)

Od (1) i (2), sleduva dy = df = f ′(x)dx t.e. f ′(x) =
dy

dx
=

df

dx
.

Od definicijata na izvod, imame

f ′(x) = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

f(x + Δx) − f(x)
Δx

pa za mali vrednosti na Δx, ja dobivame pribli�nata formula
f ′(x) ≈ Δy

Δx t.e. Δy ≈ f ′(x)Δx = dy. Znaqi, Δy ≈ dy.

Za mali promeni na argumentot, t.e. za mali Δx va�i Δy ≈ f ′(x)·Δx.
(∗)

Primeri:

1) Rasteǌe na kolonija mikroorganizmi
Rasteǌe na kolonija mikroorganizmi odi po Maltusov zakon

m(t) = m0e
kt, k e koeficient na rasteǌe na taa specifiqna kolo-

nija. Na primer, ako e poznata brojnosta m, vo vremeto na mereǌe
t, a nas ne interesira brojnosta po vreme Δt, t.e vo vremeto t+Δt.

Od prethodnoto imame, Δm ≈ dm = m′(t) · Δt = m0kekt · Δt, t.e.
Δm ≈ m0kekt ·Δt, m(t + Δt) = m + Δm.

Znaqi, kaj kolonii na mikroorganizmi, kade brojnosta e golema
i e texko da se broi, koristime Δm ≈ m0kektΔt, koexto lesno se
presmetuva i se dobiva

m(t + Δt) ≈ m + Δm.
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2) Xireǌe na kru�na ploqa pri zagrevaǌe

Neka na t◦C kru�na ploqa ima radius r = r(t), a na temperatura
(t + Δt)◦C kru�nata ploqa ima radius r(t + Δt) = r + Δr. Ploxti-
nata P na kru�nata ploqa se menuva vo zavisnost od r, po formula
P = r2π. Taa na temperatura t◦C ima ploxtina P (t) i na (t+Δt)◦C
ima ploxtina P (t + Δt) = P + ΔP kade ΔP ≈ P ′

r ·Δr = 2rπ ·Δr.

3) Izdol�uvaǌe na greda pod tovar

Izdol�uvaǌe na greda pod tovar odi po zakonot l = acoshkt

kade a i k se konstanti koi zavisat od mnogu uslovi (za gredata,
nejzina poqetna dol�ina, elastiqnost i drugi), a t e masata na
tovarot

Δl ≈ l′(r) · Δt =
(
a ekt+e−kt

2

)′ ·Δt = a
(

kekt−ke−kt

2

)
Δt= aksinht · Δt.

4) Rasteǌe na volumen
Neka nekoe telo e vo forma na kocka, so dol�ina na strana l.

Volumenot xto toa telo go zafaḱa iznesuva V = l3. Ako, pod nekoi
uslovi, dojde do zgolemuvaǌe na dol�inata na stranata za Δl,
promenata na volumenot ΔV (negovoto zgolemuvaǌe) ḱe iznesuva
ΔV ≈ 3l2 · Δl, pa noviot volumen e V1 ≈ V + ΔV = l3 + 3l2Δl.

5) Prirast na naselenie
Neka n0 e poqetna brojnost na naselenieto vo odredeno mesto,

n(t) = n0e
kt zavisi od vremeto i k e karakteristiqen koeficient

na rasteǌe na naselenie vo toa mesto.
Ako imame brojnost vo moment t po nekoe vreme Δt, brojot na

naselenie pribli�no ḱe bide n(t + Δt) ≈ n(t) + Δn = n(t) + n0kekt · Δt.



MATEMATIKA I (ZA STUDENTI PO BIOLOGIJA) 187

3.7 Izvodi od povisok red

Neka e dadena funkcija y = f(x), x ∈ D i neka taa e dife-
rencijabilna funkcija na A ⊆ D. Togax dobivame nova funkcija
y = f ′(x), x ∈ A. Ako y = f ′(x), x ∈ A ima izvod vo site toqki x ∈ B,
B ⊆ A, togax toj izvod go oznaquvame so f ′′(x) i go vikame izvod
od vtor red ili vtor izvod na f vo x ∈ B, t.e. f ′′(x) = (f ′(x))′x .

Primer 1.
f(x) = x2 + 2x + 5
f ′(x) = 2x + 2
f ′′(x) = 2.

Ako postoi izvod i za funkcijata f ′′(x), na nekoe podmno�estvo
od B, togax toj izvod go vikame izvod od tret red ili tret izvod
na f(x) i go bele�ime so f ′′′(x).

Ovaa postapka mo�eme da ja prodol�ime se dodeka postoi uslov
za postoeǌe na sledniot izvod. Taka doaǵame do n-ti izvod od
f ili izvod od n-ti red xto go oznaquvame so f (n)(x) i f (n)(x) =
(f (n−1)(x))′. Funkcijata koja ima n-ti izvod se vika n-pati dife-
rencijabilna.
Primer 2. Funkcijata f(x) = cosx e proizvolno pati diferenci-
jabilna vo sekoja toqka od R.
Navistina, f(x) = cos x, f ′(x) = − sinx, f ′′(x) = − cos x, f ′′′(x) =
+ sinx, f (iv)(x) = cosx, i opxto

(cosx)(n) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

cos x, n = 4k, k ∈ N

− sinx, n = 4k + 1, k ∈ N

− cosx, n = 4k + 2, k ∈ N

sinx, n = 4k + 3, k ∈ N

3.8 Teoremite na Ferma, na Rol, na Lagran� i na Koxi i

praviloto na Lopital

Teorema na Ferma1. Ako funkcijata y = f(x), x ∈ D ima
lokalen ekstrem vo toqkata x = x0 ∈ D i ako vo taa toqka funkci-
jata f(x) e diferencijabilna, togax f ′(x0) = 0.
Dokaz. Neka vo x0 funkcijata ima lokalen ekstrem i neka toa
bide lokalen maksimum. Togax postoi ε−okolina na x0, t.e. (x0 −
ε, x0 + ε) taka xto za site x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) ∩D, va�i f(x) ≤ f(x0).

Neka x ∈ (x0 − ε, x0). Togax
f(x) − f(x0)

x − x0
≥ 0, bidejḱi x − x0 < 0

i f(x) − f(x0) ≤ 0. Ako vo posledniot koliqnik, puxtime x → x0,
dobivame deka

f ′(x0) ≥ 0. (1)

1Pierre de Fermat, 1601−1665
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Neka x ∈ (x0, x0 + ε). Togax
f(x) − f(x0)

x − x0
≤ 0, bidejḱi x − x0 > 0,

f(x) − f(x0) ≤ 0. Ako vo posledniot koliqnik, puxtime x → x0,
dobivame deka

f ′(x0) ≤ 0. (2)

Od (1) i (2) sleduva deka f ′(x0) = 0 xto trebaxe da se doka�e.
Sliqno, se razgleduva ako vo x = x0, funkcijata ima lokalen

minimum.
Geometrisko znaqeǌe na teoremata na Ferma.

Ako funkcijata y = f(x), x ∈ D e neprekinata na A ⊂ D, A e
okolina na toqka x0 ∈ D, y = f(x) ima tangenta vo sekoja toqka
od A i ako y = f(x) ima lokalen ekstrem vo x0, togax spored
Teoremata na Ferma, f ′(x0) = 0, a bidejḱi f ′(x0) e koeficient na
pravec na tangentata, toa znaqi deka koeficientot na pravec na
tangentata vo x0, e 0, t.e. tgα = 0, kade α e agolot xto go zafaḱa
tangentata so pozitivniot del na x-oskata. Sleduva deka α = 180◦,
t.e. tangentata e paralelna so x-oskata.

Obratnoto tvrdeǌe ne mora da va�i:
Primer. Funkcijata f(x) = x3 e definirana na R i f ′(x) = 3x2

i f ′(0) = 0, no x = 0 ne e toqka na lokalen ekstrem, nitu minimum,
nitu maksimum.
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Teorema na Rol2. Neka funkcijata y = f(x), x ∈ D, e neprekinata
na [a, b] ⊆ D, diferencijabilna na (a, b) i neka f(a) = f(b), Togax
postoi toqka x0 ∈ (a, b), takva xto f ′(x0) = 0.
Geometrisko znaqeǌe na Teoremata na Rol.

Ako funkcijata f(x) e neprekinata na [a, b], ako ima tangenta vo
sekoja toqka od (a, b) i ako f(a) = f(b), od teoremata na Rol sleduva
deka postoi toqka x0 ∈ (a, b) vo koja f ′(x0) = 0, t.e. tangentata vo
x0 e paralelna so x-oskata.

Teorema na Lagran�3. Neka funkcijata f(x), x ∈ D e neprekinata
na segmentot [a, b] ⊆ D i diferencijabilna na (a, b). Togax postoi
toqka x0 ∈ (a, b) taka xto

f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b − a
, t.e. f(b) = f(a) + (b − a)f ′(x0)

Dokaz. Funkcijata F (x) = f(x) − f(b)− f(a)
b − a

(x − a) e neprekinata

na [a, b] i diferencijabilna na (a, b), bidejḱi f(x) e neprekinata
na [a, b] i diferencijabilna na (a, b). Uxte va�i

F (a) = f(a) − f(b)−f(a)
b−a (a− a) = f(a) − 0 = f(a)

F (b) = f(b)− f(b)−f(a)
b−a (b − a) = f(b)− f(b) + f(a) = f(a).

Znaqi, F (a) = F (b).
Spored toa, F (x) gi ispolnuva uslovite od teoremata na Rol na

[a, b], pa znaqi postoi toqka x0 ∈ (a, b) taka xto F ′(x0) = 0. Bidejḱi

F ′(x) = f ′(x) − f(b)− f(a)
b − a

, sleduva deka f ′(x0) − f(b)−f(a)
b−a = 0 t.e.

f ′(x0) =
f(b) − f(a)

b − a
, za nekoj x0 ∈ (a, b), xto trebaxe da se doka�e.

Geometrisko znaqeǌe na teoremata na Lagran�.
f(b)− f(a)

b − a
= tgα kade α e agolot xto pravata niz (a, f(a)) i (b, f(b))

go zafaḱa so +x-oskata t.e. f(b)−f(a)
b−a e koeficientot na pravec na

sekantata niz (a, f(a)) i (b, f(b)).

2Michel Rolle, 1652−1719
3Joseph-Louis Lagrange, 1736−1813
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Imajḱi predvid deka f ′(x0) e koeficientot na pravec na tangen-
tata na y = f(x) vo x = x0 dobivame deka tangentata vo (x0, f(x0))
i sekantata niz A = (a, f(a)) i B = (b, f(b)) imaat ist koeficient
na pravec, t.e. se paralelni pravi.

Znaqi, geometriskoto znaqeǌe na teoremata na Lagran� e: Ako
funkcijata y = f(x) e neprekinata na [a, b] i diferencijabilna na
(a, b) (t.e. ima tangenta vo sekoja toqka od (a, b)), togax postoi
toqka x0 ∈ (a, b) takva xto tangentata na y = f(x) vo (x0, f(x0)) e
paralelna so sekantata niz A = (a, f(a)) i B = (b, f(b)).

Teorema na Koxi4. Neka funkciite f(x) i g(x) se neprekinati
na [a, b] ⊆ D, diferencijabilni na (a, b) i neka g′(x) 	= 0 za sekoj
x ∈ (a, b). Togax postoi x0 ∈ (a, b) taka xto

f ′(x0)
g′(x0)

=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

.

Dokaz. Neka f i g gi ispolnuvaat uslovite od teoremata na
Koxi.

Prvo da zabele�ime deka g(b) 	= g(a). Navistina, ako pret-
postavime sprotivno, t.e. deka g(b) = g(a), togax funkcijata g gi
ispolnuva uslovite od teoremata na Rol, pa postoi x1 ∈ (a, b) taka
xto g′(x1) = 0 xto ne e mo�no zaradi uslovite na teoremata na
Koxi.

Sega, da ja formirame funkcijata

F (x) = f(x) − f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

(g(x)− g(a)) .

Lesno se proveruva deka F (x) e neprekinata na [a, b], diferenci-
jabilna na (a, b) i F (a) = F (b)(= f(a)), pa F gi ispolnuva uslovite
od teoremata na Rol. Sleduva deka postoi x0 ∈ (a, b) taka xto

4Augustin Louis Cauchy, 1789 − 1857
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F ′(x0) = 0. Bidejḱi F ′(x) = f ′(x)− f(b)−f(a)
g(b)−g(a)

g′(x) sleduva deka f ′(x0)−
f(b)−f(a)
g(b)−g(a)g

′(x0) = 0, t.e. f ′(x0)
g′(x0)

= f(b)−f(a)
g(b)−g(a) .

Teorema na Lopital5(Lopitalovo pravilo). Neka za funkci-
ite f i g va�i:

1) tie se neprekinati na [a, b] ⊆ D i diferencijabilni na (a, b)
2) postoi x0 ∈ (a, b) taka xto f(x0) = g(x0) = 0
3) g′(x) 	= 0 za sekoj x 	= x0.
Ako postoi lim

x→x0

f ′(x)
g′(x) togax postoi i lim

x→x0

f(x)
g(x) i va�i

lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Primer. 1) Da gi razgledame funkciite f(x) = sinx, g(x) =
x na [−1, 1] i neka x0 = 0. Funkciite se neprekinati na [−1, 1],
diferencijabilni na (−1, 1) i va�i f(x0) = g(x0) = 0, g′(x) = 1 	= 0
za sekoj x 	= 0, i postoi lim

x→0

f ′(x)
g′(x) = lim

x→0

cosx
1 = 1, pa od Lopitalovoto

pravilo sleduva deka

lim
x→0

f(x)
g(x)

= lim
x→0

sin x

x
= lim

x→0

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→0

cosx

1
= 1.

Znaqi lim
x→0

sinx
x = 1.

2) Neka f(x) = ln(1 + x), g(x) = x, x0 = 0, [a, b] =
[−1

2 , 1
2

]
. To-

gax f(0) = ln(1 + 0) = 0, g(0) = 0, g′(x) = 1 	= 0 za sekoj x 	= 0 i

postoi lim
x→0

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→0

1
1+x

1 = 1. Od Lopitalovoto pravilo va�i

lim
x→0

ln(1+x)
x = lim

x→0

1
1+x

1 = 1.

Znaqi lim
x→0

ln(1+x)
x = 1.

Zabelexka. Teoremata na Lopital va�i i vo sluqaite
1) lim

x→∞ f(x) = lim
x→∞ g(x) = 0 i lim

x→−∞ f(x) = lim
x→−∞ g(x) = 0 i

2) lim
x→x0

|f(x)| = lim
x→x0

|g(x)| = ∞.

3.9 Ispituvaǌe na funkcii

3.9.1 Rasteǌe i opaǵaǌe na funkcii

Teorema. Neka funkcijata y = f(x) e diferencijabilna funk-
cija na (a, b) ⊆ D. Togax taa

1) raste na (a, b) ako i samo ako f ′(x) ≥ 0 za sekoj x ∈ (a, b) i

5Guillaume de L’Hopital, 1661 − 1704
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2) opaǵa na (a, b) ako i samo ako f ′(x) ≤ 0 za sekoj x ∈ (a, b).
Primer. 1) Za funkcijata f(x) = x2, x ∈ R va�i f ′(x) = 2x.

Znaqi f raste ako i samo ako f ′(x) = 2x ≥ 0, t.e. x ≥ 0. Sliqno, f
opaǵa ako i samo ako f ′(x) = 2x ≤ 0, t.e. x ≤ 0.

Da zakluqime: f(x) raste na (0,∞) i opaǵa na (−∞, 0).
2) Neka f(x) = arctgx, x ∈ R. Za nea va�i f ′(x) = 1

1+x2 , pa
f ′(x) ≥ 0 za sekoj x ∈ R. Sleduva deka f raste na R.

3.9.2 Lokalni ekstremi

Od teoremata na Ferma sleduva deka ako funkcijata y = f(x)
ima ekstrem vo toqkata x0 togax f ′(x0) = 0. Vidovme deka obrat-
noto tvrdeǌe ne mora da va�i, t.e. mo�e da se sluqi f ′(x0) = 0
vo toqka x0 no taa toqka da ne e lokalen ekstrem za f . Nared-
noto tvrdeǌe gi dava uslovite pri koi toqkata x0 za koja va�i
f ′(x0) = 0, e lokalen ekstrem i od kakov vid e toj ekstrem.

Teorema. Neka funkcijata y = f(x) vo toqkata x0 e dvapati
diferencijabilna i neka f ′(x0) = 0. Togax va�i

1) ako f ′′(x0) < 0, togax funkcijata f vo x0 ima lokalen mak-
simum

1) ako f ′′(x0) > 0, togax funkcijata f vo x0 ima lokalen mini-
mum.

Znaqi, za da gi opredelime lokalnite ekstremi na dvapati
diferencijabilnata funkcija f potrebno e:

1) da gi opredelime izvodite f ′(x) i f ′′(x)
2) da ja rexime ravenkata f ′(x) = 0
3) da go ispitame znakot na f ′′(x) vo sekoja toqka x0 koja e

rexenie na ravenkata f ′(x) = 0.
Primeri.
1) Neka f(x) = x2. Togax f ′(x) = 2x i f ′′(x) = 2. Imame

f ′(x) = 0 ⇔ 2x = 0 ⇔ x = 0

pa toqkata za koja e mo�en lokalen ekstrem e x0 = 0. Bidejḱi
f ′′(x) = 2 > 0 za sekoj x sleduva deka toqkata (0, 0) e lokalen mi-
nimum za f .

2) Neka f(x) = sinx. Togax f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sin x i

f ′(x) = 0 ⇔ cosx = 0 ⇔ xk = π
2 + kπ, k ∈ Z.

Vo toqkite x2k = π
2 + 2kπ, k ∈ Z va�i f ′′(x2k) = − sin

(
π
2 + 2kπ

)
=

−1 < 0 pa toqkite
(

π
2 + 2kπ, 1

)
se toqki na lokalen maksimum za

sekoj k ∈ Z.
Sliqno, vo toqkite x2k+1 = π

2 + (2k + 1)π, k ∈Z va�i f ′′(x2k+1) =
− sin

(
π
2 + (2k + 1)π

)
= 1 > 0, pa toqkite

(
π
2 + (2k + 1)π,−1

)
se lo-

kalni minimumi za f , za sekoj k ∈ Z.
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Da zabele�ime deka funkcijata mo�e da ima lokalen ekstrem i
vo toqki vo koi nema prv izvod a e neprekinata vo niv. Neka takva
toqka e c. Proverkata za vidot na lokalniot ekstrem (i dali go
ima) vo c se odviva na sledniov naqin:

Ako postoi interval (c1, c) taka xto na toj interval f raste
(t.e. f ′(x) > 0 za sekoj x ∈ (c1, c)) i postoi interval (c, c2) taka xto
na toj interval f opaǵa (t.e. f ′(x) < 0 za sekoj x ∈ (c, c2)) togax c

e lokalen maksimum.
Ako postoi interval (c1, c) taka xto na toj interval f opaǵa

(t.e. f ′(x) < 0 za sekoj x ∈ (c1, c)) i postoi interval (c, c2) taka xto
na toj interval f raste (t.e. f ′(x) > 0 za sekoj x ∈ (c, c2)) togax c
e lokalen minimum.

Pritoa, pretpostavuvame deka na (c1, c) i (c, c2) funkcijata ima
izvod.

Primer. Neka f(x) = 3
√

x2. Ovaa funkcija e neprekinata vo
sekoj x ∈R. Uxte f ′(x) = 2

3x
2
3
−1 = 2

3
√

x
postoi vo sekoj x 	= 0. No, za

x = 0 imame
f(0+Δx)−f(0)

Δx =
3
√

(Δx)2−0
Δx = 1

3√Δx
→
{

+∞, Δx → 0+

−∞, Δx → 0−

Znaqi, vo 0 ovaa funkcija nema izvod (a e neprekinata vo 0).
Sepak, na (−1, 0) prviot izvod na funkcijata e negativen pa f

opaǵa, a na (0, 1) toj e pozitiven pa f raste. Sleduva deka toqkata
0 e lokalen minimum.

Ovaa situacija grafiqki izgleda vaka

3.9.3 Konveksnost i konkavnost

Definicija. Za diferencijabilnata funkcija f velime deka
e

1) konkavna (”dr�i voda”) na (a, b) ⊆ D ako koeficientot na
pravec na tangentata raste na (a, b), t.e. f ′ raste na (a, b).

2) konveksna (”ne dr�i voda”) na (a, b) ⊆ D ako koeficientot
na pravec na tangentata opaǵa na (a, b), t.e. f ′ opaǵa na (a, b).

3) strogo konkavna na (a, b) ⊆ D ako koeficientot na pravec
na tangentata strgo raste na (a, b), t.e. f ′ strogo raste na (a, b).
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4) strogo konveksna na (a, b) ⊆ D ako koeficientot na pravec
na tangentata strgo opaǵa na (a, b), t.e. f ′ strogo opaǵa na (a, b).
Bidejḱi

f ′ raste na (a, b) ako i samo ako f ′′(x) ≥ 0 za sekoj x ∈ (a, b)

i

f ′ opaǵa na (a, b) ako i samo ako f ′′(x) ≤ 0 za sekoj x ∈ (a, b)

sleduva deka toqna e slednava
Teorema. Neka y = f(x) e dvapati diferencijabilna funkcija

na (a, b) ⊆ D. Togax taa e:
1) konkavna na (a, b) ako i samo ako f ′′(x) ≥ 0 za sekoj x ∈ (a, b)
2) konveksna na (a, b) ako i samo ako f ′′(x) ≤ 0 za sekoj x ∈ (a, b)
3) strogo konkavna na (a, b) ako i samo ako f ′′(x) > 0 za sekoj

x ∈ (a, b)
4) konveksna na (a, b) ako i samo ako f ′′(x) < 0 za sekoj x ∈ (a, b).
Geometriski gledano,

Primeri. Neka f(x) = x3. Togax f ′(x) = 3x2 ≥ 0 za sekoj x ∈
R, pa sleduva deka f raste na R. Za f ′′ imame f ′′(x) = 6x, pa

f ′′(x) ≥ 0 ako i samo ako x ≥ 0, pa na [0,∞) funkcijata e
konkavna i

f ′′(x) ≤ 0 ako i samo ako x ≤ 0, pa na [−∞, 0) funkcijata e
konveksna.

2) Neka f(x) = ex. Togax f ′(x) = ex > 0 za sekoj x ∈ R i
f ′′(x) = ex > 0 za sekoj x ∈ R, pa funkcijata e strgo konkavna
na R.
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3.9.4 Prevojni toqki

Definicija. Neka funkcijata f e neprekinata na [a, b] ⊆ D i
diferencijabilna na (a, b). Toqkata x0 ∈ (a, b) se narekuva pre-
vojna toqka na funkcijata f ako f e strogo konveksna na (a, x0) i
strogo konkavna na (x0, b) ili strogo konkavna na (a, x0) i strogo
konveksna na (x0, b).

Primer 1.

Teorema. Neka funkcijata f e tripati diferencijabilna vo
nekoja okolina na x0, i neka f ′′(x0) = 0 i f ′′′(x0) 	= 0. Togax toqkata
x0 e prevojna.

Praktiqno, za opredeluvaǌe na prevojnite toqki na funkcijata
y = f(x) treba:

1) da go najdeme f ′′(x)
2) da ja rexime ravenkata f ′′(x) = 0
3) da proverime za koi rexenija x0 na ravenkata f ′′(x) = 0 va�i

f ′′′(x0) 	= 0.
Primer 2. Neka f(x) = x3. Togax f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x

i f ′′′(x) = 6. Ravenkata f ′′(x) = 0, t.e. 6x = 0 ima edno rexenie
x0 = 0. Bidejḱi f ′′′(0) = 6 	= 0 sleduva deka toqkata (0, 0) e prevojna.

3.9.5 Ispituvaǌe na tekot i skiciraǌe na grafikot na funk-
cija

Za da go ispitame tekot i da go skicirame grafikot na funkci-
jata f zadadena so analitiqki izraz, obiqno postapuvame po sled-
niov redosled:

1) Ja opredeluvame definicionata oblast na f
2) Ispituvame specijalni svojstva na funkcijata, kako parnost,

periodiqnost.
3) Gi odreduvame nulite ne funkcijata (preseqnite toqki so

x-oskata) i preseqnite toqki so y-oskata.
4) Go naoǵame prviot izvod na funkcijata i gi opredeluvame

intervalite na monotonost (rasteǌe i opaǵaǌe).
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5) Go naoǵame vtoriot izvod na funkcijata i gi opredeluvame
lokalnite ekstremi.

6) Gi opredeluvame intervalite na konveksnost i konkavnost
i prevojnite toqki.

7) Gi naoǵame asimptotite na funkcijata.
8) Go skicirame grafikot na funkcijata.
Primer 1. Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkci-

jata f(x) = (x−3)2

4(x−1).
1) Funkcijata e definirana za site x ∈ R za koi x− 1 	= 0, t.e.

x 	= 1. Znaqi D = R \{1}.
2) Bidejḱi f(−x) = (−x−3)2

4(−x−1) = − (x+3)2

4(x+1) sleduva deka f(−x) 	= f(x)
i f(−x) 	= −f(x), pa funkcijata ne e ni parna ni neparna. Jasno e
deka taa ne e ni periodiqna.

3) Zaradi
f(x) = 0 ⇔ x − 3 = 0 ⇔ x = 3

sleduva deka toqkata x = 3 e nula na f , t.e. (3, 0) ∈ Γf e preseqna
toqka na grafikot so x-oskata.

Ako, x = 0 togax y = −9
4 , pa toqkata

(
0,−9

4

) ∈ Γf e prseqna
toqka na grafikot so y-oskata.

4) Zaradi f ′(x) = (x−3)(x+1)

4(x−1)2
imame

f ′(x) > 0 ⇔ (x− 3)(x + 1) > 0 ⇔ x ∈ (−∞,−1) ∪ (3,∞)

pa sleduva deka
f raste na (−∞,−1) ∪ (3,∞) i opaǵa na (−1, 3).
5) Od f ′′(x) = 2

(x−1)3
dobivame f ′′(3) = 1 > 0, pa toqkata (3, 0) e

lokalen minimum i f ′′(−1) = −1 < 0, pa (−1,−2) e lokalen maksi-
mum.

6) Bidejḱi

f ′′(x) > 0 ⇔ (x − 1)3 > 0 ⇔ x > 1

sleduva deka f e konkavna na (1,∞) i e konveksna na (−∞, 1).
Zaradi f ′′(x) 	= 0 za sekoj x ∈ R sleduva deka f nema prevojni

toqki.
7) Bidejḱi lim

x→∞
(x−3)2

4(x−1) = ∞ i lim
x→−∞

(x−3)2

4(x−1) = −∞ sleduva deka

funkcijata nema horizontalni asimptoti.
Edinstven kandidat za vertikalna asimptota e pravata x = 1.

Zaradi lim
x→1+

(x−3)2

4(x−1) = ∞ i lim
x→1−

(x−3)2

4(x−1) = −∞ sleduva deka taa prava
e vertikalna asimptota.

Od

lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

(x− 3)2

4x(x − 1)
=

1
4

= k
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i
b = lim

x→∞ (f(x) − kx) = lim
x→∞

−5x + 9
4x − 4

= −5
4

sleduva deka pravata y = x−5
4 e kosa asimptota koga x → ∞.

Sliqno, zaradi

lim
x→−∞

f(x)
x

= lim
x→−∞

(x − 3)2

4x(x − 1)
=

1
4

i
lim

x→−∞ (f(x)− kx) = lim
x→−∞

−5x + 9
4x − 4

= −5
4

sleduva deka taa prava e kosa asimptota i koga x → −∞.
8) Od prethodnoto sleduva deka grafikot na f izgleda vaka
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