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ПРЕДГОВОР 

 
 
 

 Oваа збирка задачи пред се е наменета за студентите на 
студиите по математика. Но, сметаме дека збиркава ќе биде 
интересна и за студентите од техничките факултети и сите оние кои 
сакаат да се запознаат со основните поими од математичката 
анализа. 
 Збиркава содржи пет глави. На почетокот на секоја од нив 
дадени се дефиниции и основни својства на поимите кои се 
разгледуваат во таа глава. Потоа следуваат формулациите и 
решенијата задачите. Доказите на теоремите и целата потребна 
теоретска подготовка може да се најдат во учебникот [1].  
 Сите задачи се детално решени. Пожелно е читателот да се 
обиде да ја реши задачата, а ако не успее, дури тогаш да го погледне 
решението. За да може успешно да се следи материјалот во оваа 
збирка, потребно е читателот да има добри предзнаења од 
материјалот кој се изучува во средното образование.  
 На крајот збиркава содржи задачи од писмените испити по 
математичка анализа 1 на студиите по математика на Природно-
математичкиот факултет во Скопје. 
 Им се заблагодаруваме на рецензентите кои дадоа корисни 
забелешки и предлози за подобрување на оваа збирка задачи. Сите 
забелешки од читателите ќе бидат добродојдени за подобрување на 
текстот на оваа книга во иднина. 
   
 
Скопје, 2004             Авторите 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



5 

 

 

 

0. Voved 

 

 

0.1. Mno`estva i preslikuvawa  

 

Mno`estvo e osnoven poim vo matematikata i go usvojuvame bez definicija. Objektite 

{to go formiraat mno`estvoto se narekuvaat elementi na mno`estvoto. Mno`estvata }e gi 

ozna~uvame so golemite latinski bukvi, na primer , , ,ABC X  itn., a elementite so malite 

latinski bukvi , , , ,a b c x y  itn. Na primer, { }, , ,A a b c d=  zna~i deka mno`estvoto A  se sostoi 

od elementite , ,a b c  i d . Pritoa, rasporedot na elementite ne go smetame za biten i 

dopu{tame eden ist element da se javuva pove}e pati.  Akoa  e element na mno`estvoto A , 

toga{ pi{uvame a AÎ , a ako a  ne e element na mno`estvoto A , pi{uvame a AÏ . Elementite 

na nekoe mno`estvo mo`eme da gi opi{eme ako koristime nekoe svojstvo ( )P x  koe {to  go 

zadovoluvaat tie (i samo tie): { }| ( )A x P x= . Velime deka mno`estvoto A  e podmno`estvo od 

mno`estvoto B ,  i pi{uvameA BÍ , ako sekoj element {to pripa|a vo mno`estvoto A  

pripa|a i vo mno`estvoto B . Za dve mno`estva A  i B  velime deka se ednakvi, i pi{uvame 

A B= , ako A BÍ  i B AÍ .  Vo sprotivno, mno`estvata se razli~ni i pi{uvame A B¹ . 

Ako A BÍ  i A B¹ , toga{ velime deka mno`estvoto A  e  vistinsko podmno`estvo od 

mno`estvoto B . Vo toj slu~aj pi{uvame A BÌ .  

Ako mno`estvoto A  ne e podmno`estvo od mno`estvoto B , t.e. ako postoi  element od A   

{to ne pripa|a na B , toga{ pi{uvame A BË . 

Posebno }e go izdvoime praznoto mno`estvo. Toa e mno`estvo bez elementi. Praznoto 

mno`estvo go ozna~uvame so Æ . ]e smetame deka postoi samo edno takvo  mno`estvo i deka toa 

e podmno`estvo od sekoe mno`estvo, t.e. za sekoe mno`estvo A  va`i  AÆÍ . 
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Isto taka, ako  vo daden problem site mno`estva so koi rabotime se podmno`estva od nekoe 

fiksno mno`estvo, toa mno`estvo go vikame univerzalno mno`estvo i naj~esto go ozna~uvame 

so U . 

Osnovni operacii so mno`estva se: 

1. Unija na mno`estvata A  i B , ozna~uvame A BÈ , e mno`estvoto {to se sostoi od 

site elementi {to pripa|aat vo mno`estvoto  A  ili vo mno`estvoto  B . 

{ }или:x x A x BA B Î ÎÈ =  

Ako  x A BÎ È , toa zna~i deka x AÎ  ili x BÎ ; dodeka x A BÏ È  zna~i deka x AÏ  i x BÏ . 

2. Presek na mno`estva A  i B , ozna~uvame A BÇ , e mno`estvoto {to se sostoi od 

site elementi {to pripa|aat vo mno`estvoto  A  i vo mno`estvoto  B .  

{ }:A B x x A x BÇ = Î Îi  

Ako x A BÎ Ç , toa zna~i deka x AÎ  i x BÎ ; dodeka x A BÏ Ç  zna~i deka x AÏ  ili x BÏ . 

3. Razlika  na mno`estvoto A  so mno`estvoto B , ozna~uvame \A B , e mno`estvoto 

{to se sostoi od site elementi {to pripa|aat vo mno`estvoto  A  a ne pripa|aat  vo 

mno`estvoto  B . 

{ }|\ x x A x BA B Î Ï= ,  

Ako \x A BÎ , toa zna~i deka x AÎ  i x BÏ ; a \x A BÏ  zna~i deka x AÏ  ili x BÎ . 

4. Komplement na mno`estvoto A  (vo odnos na univerzalnoto mno`estvo U ), 

ozna~uvame so cA , e mno`estvoto {to se sostoi od site elementi od  mno`estvoto U  {to ne 

pripa|aat vo mno`estvoto A . 

{ }| ,\c x x U x AA U A Î Ï= =  

Ako cx AÎ , toa zna~i deka x AÏ ; dodeka cx AÏ  zna~i  deka x AÎ . 

Za dve  mno`estva A  i B  velime deka se disjunktni ako A BÇ =Æ . 

Neka A  i B  se dve proizvolni mno`estva, toga{  Dekartov proizvod A B´  e mno`estvoto 

{to se sostoi od site podredeni dvojki ( ),a b  kade {to a AÎ  i b BÎ . Pritoa, 

( ) ( ), , ,a b c d a c b d=  = = . 
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Definicija. Neka A  i B  se dve neprazni mno`estva. Ako po nekoe pravilo na sekoj 

element na mno`estvoto A   e pridru`en ednozna~no opredelen element od mno`estvoto B , 

velime deka e zadadeno preslikuvawe od A  vo B . Preslikuvaweto go ozna~uvame so ( )y f x= . 

Inverzna slika na mno`estvoto D BÍ  so preslikuvaweto :f A B  e mno`estvoto  

{ }1( ) : ( )f D x f x D- = Î . 

Za preslikuvawe :f A B  velime deka  

• surjekcija ako ( )f A B= . 

• injekcija ako b B" Î , mno`estvoto { }1( )f b-  ima najmnogu eden element. 

• biekcija ako e surjekcija i injekcija. 

 

 

Zada~i: 

 

0.1. Dadeni se mno`estvata: { }1,2,3,4,5A= ; { }2,3,4,5,6B=  i { }3,4,5,6,7C = . Oprede-

li gi mno`estvata:  

a)  A BÈ ,   A CÈ ;    b) A BÇ ,   A CÇ ;     v) \A B ,   \A C ,  \B A . 

Re{enie. a) { }1,2,3,4,5,6A BÈ = ,   { }1,2,3,4,5,6,7A CÈ = . 

b) { }2,3,4,5A BÇ = ,   { }3,4,5A CÇ = . 

v) { }\ 1A B= ,   { }\ 1,2A C = ,  { }\ 6B A= . 

0.2. Opredeli gi site podmno`estva od mno`estvoto { }, , ,a b c d . 

Re{enie.  { } { } { } { } { } { } { } { } { } { },, , , , , , , , , , , , , , , ,a ca c a b a d b c b d c db dÆ  

{ } { } { } { } { }, , , , , , , , , , , , , , ,a b c a b d a c d b c d a b c d . 

0.3. Opredeli gi mno`estvata: AÇÆ , \A Æ ,  \AÆ , ( )A A BÈ Ç . 

Re{enie. AÇÆ=Æ , \A AÆ= , \AÆ =Æ . Zaradi A B AÇ Í  imame  

( )A A B AÈ Ç = . 

0.4. Ako A BÍ  i B CÍ , opredeli gi mno`estvata ( )A B CÇ Ç  i ( )A B CÇ È . 
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Re{enie. Od A BÍ  i A CÍ sleduva deka A B AÇ = ,  A C AÇ =  i A C CÈ = . Taka, 

imame ( )A B C A C AÇ Ç = Ç =  i ( )A B C A C CÇ È = È = . 

0.5.  Neka ,AB  i C se dadeni mno`estva. Doka`i  deka:  

a) ,A B B C A CÍ Ì  Ì ;  b) A B A B A A B BÍ  Ç =  È = ;  

v) ,AB C A B CÍ  È Í ;   g) ,A B A C A B CÍ Í  Í Ç .  

Re{enie. a)  Neka x AÎ . Od A BÍ  sleduva x BÎ , a od B CÌ  sleduva x CÎ . Od 

uslovotB CÌ  sleduva deka postoi barem eden element x CÎ   takov {to ,x BÏ  a od 

,A BÍ  sleduva deka x AÏ . Zna~i, A CÌ .   

b) Neka A BÍ  i  neka x AÎ . Toga{  x BÎ , pa  x A BÎ Ç , t.e. A A BÍ Ç . Bidej}i 

sekoga{ va`i  A B AÇ Í , dobivame A B AÇ = .  Ako  pak, A B AÇ =  i y AÎ , }e sleduva 

y A BÎ Ç , t.e. y BÎ , od kade {to  A BÍ .  

Analogno se doka`uva deka A B A B BÍ  È = . 

v) Neka x A BÎ È , toga{ x AÎ   ili  x BÎ ,  pa   od  ,AB CÍ   sleduva  x CÎ ,  t.e.  

A B CÈ Í .   

g) Analogno kako v).   

0.6. Doka`i gi ravenstvata:  

a) A AD =Æ ;     b) A ADÆ= ;  v)A B B AD = D . 

Re{enie. ( ) ( )\ \A B A B B AD = È . 

a) ( ) ( )\ \A A A A A AD = È =ÆÈÆ=Æ ; 

b) ( ) ( )\ \A A A A ADÆ= Æ È Æ = ÈÆ= ; 

v) ( ) ( ) ( ) ( )\ \ \ \A B A B B A B A A B B AD = È = È = D . 

0.7. Opredeli go  partitivnoto mno`estvo ( )AP , ako 

a) { }, ,A a b c= ;      b) { } { }{ }, ,A a= Æ Æ ;        v) { }{ }, ,A c a d= . 

Re{enie. ( ) { }|A X X A= ÍP . 

a) ( ) { } { } { } { } { } { } { }{ },, , , , , , , , , , ,a caA b c a b b c a b c= ÆP ; 

b) ( ) { } { }{ } { }{ } { }{ } { }{ } { } { }{ } { } { }{ }{ }, ,, , , , , , , , , ,aA a a aÆ Æ= Æ Æ ÆÆ Æ Æ ÆP ; 
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v) ( ) { } { }{ } { }{ }{ }, , , , , ,A c a d c a d= ÆP . 

0.8. Dadeni se mno`estvata: { }, ,a c eA= , { }1,2B= . Najdi: 

 a) A B´ ; b) A A´ , B B´ ;  v) ,A BD D ; g) ( )A A A´ Ç . 

Re{enie. ( ){ }, | ,A B a b a Ab B´ = Î Î . 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },1 , ,2 , ,1 , ,2 , ,1 , ,2A B a a c c e e´ = ; 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , , , , , , , ,A A a a a c a e c a c c c e e a e c e e´ = ; 

     ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1,2 , 2,1 , 2,2B B´ = . 

v) ( ) ( ) ( ){ }, , , , ,A a a c c e eD = , ( ) ( ){ }1,1 , 2,2BD = . 

g) ( )A A A´ Ç =Æ . 

0.9. Opredeli gi mno`estvata A  i  B  ako ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , ,A B a a b b c c´ = a b a b a b . 

Re{enie. { } { }, , , ,A a b c B= = a b . 

0.10. Ako A BÍ  i   C DÍ , doka`i deka toga{ va`i A C B D´ Í ´ . 

Re{enie. Neka ( ),x y A CÎ ´ . Toga{ x AÎ  i  y CÎ . Sleduva x BÎ   i y DÎ   t.e. 

( ),x y B DÎ ´ .  

0.11. Proveri dali se to~ni ravenstvata: 

a) ( ) ( )\ \A B C A B CÈ = È ; 

b) ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D´ Ç ´ = Ç ´ Ç ; 

v) ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D´ È ´ = È ´ È . 

Re{enie. a) Ne. Na primer, ako A B=  i C ¹Æ  toga{ levata strana od raven-

stvoto stanuva A , a desnata strana \A C . 

b) Da. ( ) ( ) ( ) ( ), ,x y A B C D x y A BÎ ´ Ç ´  Î ´   i  ( ),x y C DÎ ´   

( ),x A y BÎ Î  i  ( ) (,x C y D x AÎ Î  Î  i )x CÎ  i (y BÎ   i  )y DÎ   

x A CÎ Ç  i y B DÎ Ç ( ) ( ) ( ),x y A C B D Î Ç ´ Ç . 

v) Ne. Va`i samo inkluzijata  ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D´ È ´ Í È ´ È . 

0.12. Neka se dadeni mno`estvata { }, , , , , , ,U a b c d e f g h= , { }, , ,A a b c d=  i { }, , ,B a c e g= . 

Najdi  gi slednite  mno`estva: 
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a) cA ;  b)  cB ;      v) c cA BÈ ;     g) c cA BÇ ;     

d) \c cA B ;     |) \ cA B ;      e) ( )cA BÈ ;   `) ( )cA BÇ . 

Re{enie.   a) { }, , ,cA e f g h= ;     b)  { }, , ,cB b d f h= ;   

             v) { }, , , , ,c cA B b d e f g hÈ = ;           g) { },c cA B f hÇ = ;   

             d) { }\ ,c cA B e g= ;                 |) { }\ ,cA B a c= ;   

             e) ( ) { }, , , , ,cA B b d e f g hÇ = ;                `) ( ) { },cA B f hÈ = .  

0.13.  Neka  { }1,2,3A=  , { }, , ,B a b c d= ,  G A BÍ ´  e definirano so: 

a) ( ) ( ) ( ){ }1, , 2, , 3,G a a d= ;         b) ( ) ( ){ }1, , 3,G c c= ;          v) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , 1, , 2, , 3,G c a b a= . 

Dali so G  e definiran grafikon na nekoe preslikuvawe od A  vo B ? 

Re{enie. :f A B  e preslikuvawe ako , !x A y B" Î $ Î  takvo {to ( )y f x= .  

( ){ }, ( ) | , ( )G x f x x A f x B= Î Î  e grafikon na preslikuvaweto :f A B . 

a) Da. 
1 2 3

:f a a d
æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø

 t.e. (1) ; (2)f a f a= =  i  (3)f d= . 

b) Ne. 2 AÎ , no ne postoi y BÎ  takvo {to (2)y f= . 

v) Ne. Na elementot 1 AÎ  mu se pridru`eni dva elementi, ,a c BÎ  taka {to 

(1)f a=  i (1)f c= . 

0.14. Ako :f E F , ,A E B EÌ Ì , doka`i deka va`i: ( ) ( ) ( )f A B f A f BÈ = È . 

Re{enie. Neka ( )y f A BÎ È , toga{ ( ),y f x=  za nekoe x A BÎ È  t.e. ( ),y f x x A= Î   

ili x BÎ . Zna~i, ( )y f AÎ  ili ( )y f BÎ , sleduva deka ( ) ( )y f A f BÎ È . Doka`avme deka  

va`i                                           ( ) ( ) ( )f A B f A f BÈ Í È .                                                         (1) 

Za obratnata inkluzija, neka ( ) ( )y f A f BÎ È . Toga{ ( )y f AÎ  ili ( )y f BÎ , t.e. 

( ),y f x x A= Î  ili ( ),y f z z B= Î . Ako ( ),y f x x A= Î , toga{  ( ),y f x x A B= Î È , t.e. 

( )y f A BÎ È . Ako ( ),y f z z B= Î , toga{  ( ),y f z z A B= Î È , t.e. ( )y f A BÎ È . Zna~i, vo 

sekoj slu~aj                                   ( ) ( ) ( )f A f B f A BÈ Í È .                                                          (2) 

Od (1)  i (2) sleduva ravenstvoto ( ) ( ) ( )f A B f A f BÈ = È . 
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0.15. Ako :f E F , ,A E B EÌ Ì , doka`i deka va`i: 

a) ( ) ( ) ( )f A B f A f BÇ Í Ç ;   b) ( )\ ( ) ( \ )f A f B f A BÍ . 

Najdi primeri koga ne va`at ravenstva. 

Re{enie. a) Neka ( )y f A BÎ Ç , toga{ ( ),y f x=  za nekoe x A BÎ Ç  t.e. ( ),y f x=  

x AÎ  i x BÎ . Zna~i, ( )y f AÎ  i ( )y f BÎ , od {to sleduva deka ( ) ( )y f A f BÎ Ç . Doka-

`avme: ( ) ( ) ( )f A B f A f BÇ Í Ç .  

Primer: Neka { }1 2 3 4, , ,E x x x x= , { }1 2 3, ,y y yF = , :f E F  e zadadeno  so: ( ) ,i if x y=  

1,2,3i=  i ( )4 1f x y= . Neka { }1 2,x xA E= Ì  i { }2 4,x xB E= Ì . Toga{ imame:  

( ) { }1 2,y yf A = , ( ) { }1 2,y yf B =  i ( ) { }2yf A BÇ = . Zna~i, ( ) ( ) ( )f A B f A f BÇ Í Ç , no  

( ) ( ) ( )f A B f A f BÇ ¹ Ç . 

b) Neka ( )\ ( )y f A f BÎ , t.e. ( )y f AÎ  i ( )y f BÏ . Sleduva  ( ),y f x=  za nekoe x AÎ  i  

( ),y f t¹ za sekoj t BÎ . Od ovde ( ),y f x x A= Î  i x BÏ , od {to sleduva deka ( )y f x= , 

\x A BÎ , t.e. ( \ )y f A BÎ . Doka`avme: ( )\ ( ) ( \ )f A f B f A BÍ .  

Primer: Neka { }1 2 3 4 5, , , ,E x x x x x= , { }1 2 3 4, , ,F y y y y= , :f E F  e zadadeno so:  

( )i if x y= , 1,2,3,4i=  i ( )5 3f x y= . Neka { }1 2 3 4, , ,A x x x x E= Ì  i { }4 5,B x x E= Ì . Toga{ 

imame: ( ) { }1 2 3 4, , ,f A y y y y= , ( ) { }3 4,f B y y=  i ( ) { }1 2 3\ , ,f A B y y y= .  

Zna~i, ( )\ ( ) ( \ )f A f B f A BÌ ,  t.e. ( )\ ( ) ( \ )f A f B f A B¹ .  

0.16. Ako :f E F , ,A F B FÌ Ì , doka`i deka va`i: 

a) 1 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B- - -Ç = Ç ;  b) 1 1 1( \ ) ( )\ ( )f A B f A f B- - -= ; 

v) 1 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B- - -È = È . 

Re{enie.   ( ){ }1( ) |f A x f x A- = Î .  

a) 1( )x f A B-Î Ç  ( )f x A B Î Ç  ( )f x A Î  i ( )f x BÎ  1( )x f A- Î   i 1( )x f B-Î   

1 1( ) ( )x f A f B- -Î Ç .  Doka`avme:  ( ) ( ) ( )f A B f A f BÇ = Ç .                                            

b) 1( \ )x f A B-Î  ( ) \f x A B Î  ( )f x A Î  i ( )f x BÏ  1( )x f A- Î   i 1( )x f B-Ï   

1 1( )\ ( )x f A f B- -Î .  Doka`avme:  ( \ ) ( )\ ( )f A B f A f B= .    
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v) 1( )x f A B-Î È ( )f x A B Î È ( )f x A Î  ili ( )f x BÎ 1( )x f A- Î ili    

1( )x f B-Î   1 1( ) ( )x f A f B- -Î È . Doka`avme:  ( ) ( ) ( )f A B f A f BÈ = È .   

0.17. Neka :f E F  i ,AB FÌ . Doka`i deka od A BÍ  sleduva 1 1( ) ( )f A f B- -Í . 

Re{enie. Neka  A BÍ  i  1( )x f A-Î . Toga{ ( )f x A BÎ Í , pa zna~i 1( )x f B-Î , {to 

treba{e da se doka`e.  

0.18. Doka`i deka ako :f E F , ,A E B FÌ Ì , toga{ va`i: 

a) 1( ( ))A f f A-Í , 

b) 1( ( ))f f B B- Í , 

v) 1( ) ( ( ))f A B f A f B-Ç = Ç ; 

g) 1( ) ( )f A B A f B-Ç =Æ Ç =Æ . 

Re{enie. a) Neka x AÎ . Toga{ ( ) ( )f x f AÎ  i  1 1( ( )) ( ( ))f f x f f A- -Î .  

Zna~i 1( ( ))x f f A-Î . Doka`avme 1( ( ))A f f A-Í . 

b)  Neka 1( ( ))y f f B-Î . Toga{  postoi 1( )x f B-Î  takov {to ( )y f x= . Od 1( )x f B-Î  

sleduva deka ( )y f x B= Î . Ja doka`avme inkluzijata: 1( ( ))f f B B- Í .  

Primer: Neka { }1 2 3, ,x x xE = , { }1 2 3 4, , ,y y y yF = , :f E F  e zadadeno  so: ( ) ,i if x y=   

1,2,3i= . Neka { }3 4,B y y F= Ì . Toga{ imame: ( ) { }31f B x- =  i ( ) { }31( )f f B y B- = ¹ . Zna- 

~i, vo op{t slu~aj, 1( ( ))f f B B- ¹ .  

v) Bidej}i 1 1( ( )) ( ) ( ( ))f A f B f A f f B- -Ç Í Ç  (vidi ja zada~ata 0.15. pod a)) i  

1( ( ))f f B B- Í  (zada~a 0.18. pod b)), imame: 1( ( )) ( )f A f B f A B-Ç Í Ç . Za obratnata 

inkluzija, neka ( )y f A BÎ Ç . Zna~i postoi x AÎ  taka {to ( )y f x=  i y BÎ . Od 

( )y f x B= Î  sleduva deka ( )1x f B-Î . U{te i x AÎ . Spored toa od ( )1x A f B-Î Ç  i 

( )y f x=  sleduva ( )( )1y f A f B-Î Ç . 

g) ( )f A BÇ =Æ 1( ( ))f A f B-Ç =Æ 1( )A f B- Ç =Æ .  

0.19. Neka { }, , , ,A a b c d e=  i :
a b c d e

f b d a e c
æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø

. Dali f e biekcija? Vo potvrden slu-

~aj, najdi go 1f - . 
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Re{enie. { }( ) , , , ,f A b d a e c A= = , zna~i f  e surjekcija. 

{ }( ) { }1f b a- = ; { }( ) { }1f d b- = ; { }( ) { }1f a c- = ; { }( ) { }1f e d- = ; { }( ) { }1f c e- = . 

Za sekoj b BÎ , mno`estvoto { }( )1f b-  ima najmnogu eden element, pa f  e injekcija. 

Taka, f  e biekcija. Inverznoto preslikuvawe 1 :f A A-   e definirano so:  

1 :
a b c d e

f c a e b d
- æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø

.  

0.20. Ako :f X Y , objasni {to ozna~uva sekoj od izrazite:  

a) ( )f X Y= ;  b) ( )f X YÌ ;  v) ( )( ) ( )y Y x X f x y" Î $ Î = . 

Odgovor: a) Sekoj element od Y  e slika na nekoj element od X , t.e. f e 

surjekcija. 

b) ( )f X  e vistinsko podmno`estvo od Y , t.e. f  ne e surjekcija. 

v) ( )Y f XÍ , {to zaedno so ( )f X YÍ  zna~i ( )Y f X= , t.e. f e surjekcija.  

0.21. Neka nA ,n Î  se mno`estva. Mno`estvoto nn
A

Î
  e opredeleno so 

,n nn
x A x A n

Î
Î  Î " Î


  , a mno`estvoto nn

A
Î
  so ,n nn

x A n x A
Î

Î $ Î Î

   (u{te se 

ozna~uva i 
1n nnn

A A
¥

=Î
=


   i 

1n nnn
A A

¥

=Î
=


  ). Pretpostavuvame deka nA MÍ  za sekoj 

n Î  i komplementot na mno`estvata go barame vo odnos na M .  

Doka`i deka: 

 a) za sekoj 0n Î  va`i 
0n nn nnA A A

Î Î
Í Í

 
  ; 

 b) ( ) ( )c c
n nn n
A A

Î Î
=

 
  ; 

 v) ( ) ( )
c c

n nn n
A A

Î Î
= 

  . 

(ravenstvata b) i v) se poznati kako zakoni na De Morgan) 

Re{enie. a) Neka nn
x A

Î
Î


 . Toga{ nx AÎ  za sekoj n Î . Specijalno za 0n Î  

va`i 
0nx AÎ . So toa doka`avme deka 

0nn nA A
Î

Í

 . Sega neka 

0ny AÎ . Spored toa 

postoi priroden broj n  (toj e 0n ) taka {to ny AÎ . Od definicijata na nn
A

Î
  sledu- 
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va deka nn
y A

Î
Î


 , pa 

0 nnnA A
Î

Í

 . 

b) Neka ( )cnn
Ax

Î
Î 

 . Toga{ nn
x A

Î
Ï


  (odnosno ( )\ nn

Ax M
Î

Î 
 ), pa  postoi 

0n Î  taka {to 
0n

x AÏ . Ottuka ( ) ( )
0

c c
n nn

x A A
Î

Î Í



a)
. 

Obratno. Neka ( )cnn
x A

Î
Î È


. Toga{ postoi 0n Î  taka {to ( )

0

c
nx AÎ . Zna~i   

0nx AÏ , pa nn
x A

Î
Ï


 , odnosno ( )cnn

Ax
Î

Î 
 . 

v) ( )cnn
Ax Î

ÈÎ   nn
x A

Î
Ï È


 nx AÏ , n" Î  ( )cnx AÎ , n" Î  ( )cnn

x A
Î

Î

 .  

0.22. Presmetaj nn
A

Î
  i nn

A
Î
 kade {to 

 a) {1,2,..., }nA n= ;   b) { | ,0 }nA x x x n= Î £ < ; 

 v) { }1| ,n
nA x x x nn
-= Î £ < ;  g) { }1 1| ,2 2nA x x xn n= Î - £ £ + . 

Re{enie. a) Jasno e deka za sekoj priroden broj n  va`i nA Í , pa i nn
A

Î
Í


  . 

Ako k Î , toga{ {1,2,..., } k nn
k k A A

Î
Î = Í


 . Spored toa nn

A
Î

=

  . 

Bidej}i va`i 1 2 ...A AÍ Í  dobivame 1 {1}nn
A A

Î
= =


 . 

b) Neka ,i j Î  i i j< . Ako ix AÎ  toga{ 0 x i£ < , odnosno 0 x i j£ < < , pa jx AÎ . 

Zna~i i jA AÍ  za i j< . Spored toa va`i 1 2 ...A AÍ Í , pa 1nn
A A

Î
=


  

Neka x Î  i 0x ³ . Toga{ [ ]0 1 2x x x£ < + < + , pa 
[ ] 2 nnx

x A A
Î+

Î Í

  (so [ ]x  e oz-

na~en najgolemiot cel broj koj ne e pogolem od x ). Zna~i { }| , 0 nn
x x x A

Î
Î > Í


  . Ob-

ratnata inkluzija e o~igledna. Spored toa { }| , 0nn
A x x x

Î
= Î ³


  . 

v) Neka nn
x A

Î
Î


 . Toga{ za sekoj n Î  va`i 

1n x nn
- £ < , pa za 1n =  }e dobieme 

0 1x£ < . Od druga strana za sekoj priroden broj n  va`i i 
1n xn

- £ . Re{avaj}i ja ovaa 

neravenka po n  dobivame 
1

1n x£ - , i pritoa poslednovo neravenstvo va`i za sekoj 
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n Î . No toa ne e mo`no. Na primer ako zememe 
1 31n x

é ù= +ê ú-ë û
 neravenstvoto nema da 

va`i. Spored toa nn
A

Î
=Æ


 . 

Neka y  e pozitiven realen broj. Ako 1y³ , toga{ postoi priroden broj 0n  taka 

{to 0y n< . Od druga strana 0
0

1
1

n
yn

-
< £ . Zna~i 0

00

1n
y nn

-
£ < , pa 

0ny AÎ . Ako, pak, 

1y< , toga{ 1y AÎ . Zna~i vo sekoj slu~aj postoi n Î , taka {to ny AÎ . Spored toa 

{ }| , 0 nn
x x x A

Î
Î ³ Í


  . Obratnata inkluzija e o~igledna.  

Spored toa { }| , 0nn
A x x x

Î
= Î ³


  . 

g) Neka nn
x A

Î
Î


 . Toga{ za sekoj n Î  va`i 

1 12 2xn n- £ £ + . O~igledno e deka 

za 2x =  e ispolneto 
1 12 2nn n- £ £ +  za sekoj n Î . ]e doka`eme deka za nitu eden 

drug realen broj x  ne e ispolneto 
1 12 2nn n- £ £ +  za sekoj n Î . Da pretpostavime  

deka 2x > . Toga{ od neravenstvoto 
12x n£ +  dobivame 

12x n- £ , odnosno 
1

2n x£ -  za 

sekoj n Î , {to ne e mo`no. Na sli~en na~in doka`uvame deka ne mo`e 2x <  (pritoa 

go koristime neravenstvoto 
12 xn- £ ). Spored toa 2x = . Zna~i {2}nn

A
Î

Í

 . Jasno, 

2 nAÎ  za sekoj n Î . Spored toa {2}nn
A

Î
=


 .  

Bidej}i 
1 12 21 nn+ < ++  i 

1 12 2 1n n- < - +  dobivame deka  

{ } { }1 1 1 1| ,2 2 | ,2 21 1x x x x x xn nn n ÍÎ - £ £ + Î - £ £ ++ + 
 

odnosno 1 2 1... ...n nA A A A+Í Í Í Í Í  za sekoj n Î , pa 1nn
A A

Î
=


 .  
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0.2.  Relacii. Podreduvawa 

 

Definicija. Neka A  e mno`estvo. Sekoe podmno`estvo r  od Dekartoviot proizvod 

A A´  se  vika relacija vo A . 

Namesto ( ),x y Îr  koristime oznaka x yr  i ~itame  „x  e vo relacija r  so y “ 

Za relacijata r  velime deka e: 

• Refleksivna ako  ,x A x x" Î r  

• Simetri~na ako x y y xr  r  

• Tranzitivna ako x yr  i  y zr  x z r  

• Antisimetri~na ako  x yr  i  y xr  x y = . 

Velime deka  relacijata r  e relacija za ekvivalentnost  ako e refleksivna, simetri~na i 

tranzitivna. 

Podreduvawe na A  e sekoja relacija {to e refleksivna, antisimetri~na i tranzitivna. 

Ako u{te va`i: , :x y x y" r  ili y xr , toga{ podreduvaweto r  velime deka e potpolno 

podreduvawe. 

Ako vo edno mno`estvo A  e zadadeno podreduvawe r , toga{ za A  velime deka e 

podredeno mno`estvo.  Pritoa, namesto x yr , ja koristime oznakata x y£ . 

Podreduvaweto £  na A  e linearno podreduvawe ako za sekoi ,a b AÎ  e ispolnet eden od 

slednite dva uskova: a b£  ili b a£ . 

 Neka ( ),A£  e linearno podredeno mno`estvo  i B AÍ . Majorant za B  e element a  

takov {to za sekoj b BÎ , b a£ . Najmaliot majorant za B se narekuva supremum na B i se 

ozna~uva so supB . Minorant za B  e element c  takov {to za sekoj b BÎ , c b£ . Najgolemiot 

minorant za B se narekuva infimum na B i se ozna~uva so infB . 

 

  

Zada~i:  

 

0.23. Ispitaj gi osobinite na relaciite zadadeni vo mno`estvoto { }, , ,A a b c d= : 

a) ( ) ( ) ( ){ }, , , , .a b b c bar= ;                  b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , ,a b b c c d a c a d b dr= ; 

v) ( ) ( ){ }, , .a b bar= ;      g) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , , , , , ,a a a b b a b b c c c d d c d dr= . 
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Re{enie. Relacijata r  e:  

• refleksivna ako ( ), ,x A x x" Î Îr ;   

• nerefleksivna, ako ( ), ,x A x x" Î Ï r ;   

• simetri~na ako od ( ),x y Îr  sleduva ( ),y x Îr ;  

• antisimetri~na ako od ( ),x y Îr  i ( ),y x Îr  sleduva x y= ;    

• tranzitivna ako  od ( ),x y Îr  i ( ),y z Îr  sleduva ( ),x z Îr ; 

a) Relacijata  ne e refleksivna, bidej}i,  na primer,   ( ),a a Ï r , t.e.  

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , ,a a b b c c d dD= Í r ; ne e simetri~na, bidej}i ( ),c b Ï r ; ne e antisimetri~na, 

bidej}i  od ( ),a b Îr  i ( ),b a Îr   ne sleduva a b= ; i ne e tranzitivna, bidej}i ( ),a c Ï r . 

Relacijata e nerefleksivna; 

b) Relacijata ne e refleksivna, bidej}i, na primer,   ( ),a a Îr , t.e.  

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , ,a a b b c c d dD= Í r ; ne e simetri~na, bidej}i ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,b a c b d c c a d a d b Ï r ,  

e antisimetri~na,  e tranzitivna. Relacijata e nerefleksivna;  

       v) Relacijata ne e refleksivna,  e simetri~na, ne e antisimetri~na, ne e tranzi-

tivna, e nerefleksivna; 

       g) Relacijata e refleksivna, e simetri~na, ne e antisimetri~na, e tranzitivna. 

0.24. Dali relaciite zadadeni vo mno`estvoto { }, ,A k l m=  se relacii za ekviva-

lencija? 

a) ( ) ( ) ( ){ }, , , , ,k k l l m mr= ; 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , ,k k k l l k l l m mr= ; 

v) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , ,l l k l l k k m m k l mr= ; 

g) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , , , , , , , ,k k k l l k l l k m m k m l l m m mr= . 

Re{enie. a) Da. Relacijata e refleksivna, simetri~na i tranzitivna.   

b) Da. Relacijata e refleksivna, simetri~na i tranzitivna . 

v) Ne.  Relacijata ne e refleksivna, bidej}i ( ),k k Ï r . Ne e simetri~na,  bidej}i 

( ),m l AÏ  i ne e tranzitivna, bidej}i  ( ),k k Ï r . 

g) Da.  

0.25. Dali relaciite zadadeni vo mno`estvoto { }, , ,A p q r s=  se relacii za podre-

duvawe? 

a) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , , , , , , ,p p q q r r s sr = ;               b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , , , , , , , , , , , , ,p p q r s s r r r p q p q qr = ; 
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v) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 , , , , , , , , ,p p q r r r r p q pr = ;     g) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 , , , , , , , , , , ,p p r s s s r r p q q qr = . 

Re{enie.  a) Da.  Relacijata e refleksivna, antisimetri~na i tranzitivna;  

b) Da;  

v) Ne. Relacijata ne e refleksivna, bidej}i ( ) ( ), , ,q q s s Ï r ;   

g) Da.  

0.26. Vo   se definirani slednite relacii: 

a) a b a ba  +  e paren broj; 

b) 2a b ab nb  =  za nekoj priroden broj n ; 

v) a b ag    i  b  se potpolni kvadrati; 

g) 07 ,a b k ka bd  = Î-  ; 

d) 3a b a br  £- . 

Koi od gornite relacii se relacii za ekvivalentnost? 

Re{enie. a) Da. Relacijata e refleksivna, bidej}i za sekoj a Î , 2a a a+ =  e 

paren broj. Neka a ba , t.e. a b+  e paren broj. Toga{ i b a+  e paren broj, pa  b aa . 

Zna~i, relacijata e simetri~na. Neka a ba  i b ca , t.e. 12a b k+ =  i 22b c k+ = ,  

1 2,k k Î . Toga{ i ( )1 2 1 22 2 2 2 2a c a b b c b k k b k k b+ = + + + - = + - = + -  e paren broj, pa 

a ca . Zna~i, relacijata e tranzitivna.  

b) Da. Za sekoj priroden broj a , 2a a aa ab  = , pa relacijata e refleksivna. Ako 

2ab n= , toga{ i 2ba n= , pa relacijata e simetri~na. Relacijata e tranzitivna: neka 

a bb  i b cb  2
1ab n =  i 2

2bc n=  za nekoi 1 2,n n Î , toga{ ( )
2 2 2
1 2 1 2

2
n n n n

ac bb
= = . Ostana da 

doka`eme deka 1 2n n
b Î . 

]e doka`eme deka od 
2

2
k
s

Î , sleduva deka i 
k
s Î  za ,k s Î . Neka 1,..., tp p  se 

site prosti deliteli na k . Toga{ 
2 22 1
1 ... t

tk p pa a= , kade , 1,...,i i ta Î = . Bidej}i 

2 2|s k  sleduva deka 
1

2 2
2

1
...
i

r
irs i ipp

b b
= , kade 

11
,...,

r ri i i ib £a b £a  i  

{ } { }11
,..., ,..., tiria a a aÍ  i 

1 1
{ ,..., } { ,..., }

r t
p p p pii Í .  

No toga{ 
1

1
...
i ir

p
s i ipp

b b
=  i zaradi 

11
,...,

rii ri ib £a b £a  sleduva deka |s k , odnosno  
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k
s Î . Spored toa dobivme 

( )21 2
2

n n
b

Î , pa }e sleduva deka i 1 2n n
b Î .  

v) Ne. Relacijata ne e refleksivna, bidej}i na primer 7  ne e vo relacija so 7 .  

g) Da. , 0 7 0a a a a a" Î - = = ⋅  d , zna~i relacijata e refleksivna.  

Ako 7a b k- = , toga{ i 7b a k- = , pa relacijata e simetri~na. Neka a bd  i b cd , t.e. 

17a b k- =  i 27b c k- = , 1 2 0,k k Î    17a b k- =  i 27b c k- = , 1 2 0,k k Î    

( )1 27 7a c a b b c k k k- = - + - = + =   7a c k- = , 0k Î   a cd , pa relacijata e tra-

nzitivna. 

d) Ne. Relacijata e: refleksivna, bidej}i a" Î , 0 0 3a a- = = < , simetri~na, 

bidej}i od 3a b- £  sleduva 3b a- £ , no ne e tranzitivna. Navistina, 1 3r  i 3 5r , no 

1  ne e vo relacija so 5 , bidej}i 1 5 4 3- = > . 

0.27. Klasa na ekvivalencija na elementot x  vo odnos na ekvivalencijata a  e 

mno`estvoto { | }x y x ya = a . Ako a  e ekvivalencija na M , doka`i deka: 

a) x M" Î , xa ¹Æ  i x xaÎ ; 

b) ( , )x y M" Î  x y x ya a a aÇ ¹Æ = ; 

v) 
Mx
x M

Î
aÈ = . 

Re{enie.  a) Bidej}i a  e ekvivalencija, taa e i refleksivna. Spored toa za sekoj 

x MÎ  va`i x xa , t.e. x xaÎ . Zna~i xa ¹Æ ; 

b) Bidej}i x ya aÇ ¹Æ  sleduva deka postoi z x ya aÎ Ç . Toga{ x za  i y za . 

Relacijata e simetri~na i tranzitivna, pa x ya . Sega neka t xaÎ . Toga{ x ta . No i 

x ya , pa zaradi simetri~nosta i tranzitivnosta na a  dobivame t ya , x ya aÍ . Na 

sli~en na~in y xa aÍ . Spored toa x ya a= ; 

v) Za sekoj x MÎ  va`i x Ma Í , pa i 
Mx
x M

Î
aÈ Í ;  

Obratno. Neka y MÎ . Toga{, spored a), 
Mx

y y x
Î

a aÎ Í È , pa 
Mx

M x
Î

aÍ È .  

Zna~i 
Mx
x M

Î
aÈ = . 

0.28. Najdi gi klasite na ekvivalenciite vo zada~ata 0.26. pod a) i g).  

Re{enie. a) Neka 2n k= , 2m s=  kade k  i s  se prirodni broevi. Toga{  

2( )n m k s+ = +  i k s+  e priroden broj. Spored toa sekoi dva parni broevi se vo rela-

cija. Ako 12 1n n= - , 12 1m m= - , toga{ 1 12( 1)n m n m+ = + - , pa i koi bilo dva 

neparni broevi se vo relacija. Za 2n l= , 2 1m t= -  imame 2( ) 1n m l t+ = + - . Spored  
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toa nitu eden paren ne e vo relacija so nitu eden neparen broj. Zna~i imame dve klasi  

na ekvivalencija vo odnos na a  i tie se 1 {2 1| }n na = - Î  i 2 {2 | }n na = Î . Klasite  

na ekvivalencija se disjunktni i nivnata unija e ednakva na  . 

g) Neka 7n k j= +  i 7m s j= + , kade {0,1,2,3,4,5,6}j Î  a s  e priroden broj. So 

drugi zborovi n  i m  imaat ist ostatok pri delewe so 7 . Toga{ | | 7 | |n m k s- = - , pa 

n md . Zna~i koi sekoi dva broja koi imaat ist ostatok pri delewe so 7  se vo 

relacija. Neka, sega, 7n k i= +  i 7m s j= + , kade i j¹  i , {0,1,2,3,4,5,6}i j Î . Toga{ 

| | |7( ) |n m k s i j- = - + - . Brojot na desnata strana od poslednovo ravenstvo ne e deliv 

so 7  pa vo ovoj slu~aj n ma/ . Spored toa klasite na ekvivalencija se 7 {7 | }k kd = Î , 

06 {7 6| }k kd = + Î , 05 {7 5| }k kd = + Î , 04 {7 4 | }k kd = + Î , 03 {7 3| }k kd = + Î , 

02 {7 2| }k kd = + Î  i 01 {7 1| }k kd = + Î . 

0.29. Neka {1,2,3,4,5,6,7,8,9}M =  i :f M M  preslikuvawe. Definirame relacija 

a  na M  so ( ) ( )x y f x f ya  = . Doka`i deka a  e ekvivalencija na M . Ako :g M M  e 

definirano so   
1 2 3 4 5 6 7 8 9

: 2 1 1 2 4 5 1 3 4g
æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø

.  

Najdi gi klasite na ekvivalencija vo odnos na a . 

Re{enie. Za sekoj x MÎ  va`i ( ) ( )f x f x= , pa x xa . Zna~i a  e refleksivna. Neka 

x ya . Sleduva ( ) ( )f x f y= , pa i ( ) ( )f y f x= . Spored toa y xa , pa a  e simetri~na. Da 

pretpostavime deka x ya  i y za . Toga{ ( ) ( )f x f y=  i ( ) ( )f y f z= . Ottuka sleduva 

( ) ( )f x f z= , pa x za . Zna~i a  e tranzitivna. Spored toa a  e ekvivalencija. 

Bidej}i (1) (4)g g=  sleduva deka 1  i 4  se vo ista klasa na ekvivalencija, t.e. 

{1,4} 4a a1 = = . Sli~no (2) (3) (7)g g g= = , pa 2 {2,3,7} 3 7a a a= = = . Na sli~en na~in gi 

opredeluvame i 5 {5,9} 9a a= = , 6 {6}a =  i 8 {8}a = .  

0.30. Vo mno`estvoto   definirana e relacija r  so: x y x yr  . Dali r  e 

relacija za podreduvawe? Vo slu~aj na potvrden odgovor dali podreduvaweto e 

linearno? 

Re{enie. Refleksivnost: x" Î , x x x x r .  

Antisimetri~nost: Neka x yr i y xr . Toga{, 1y xk= , 2x yk= , 1 2,k k Î . Sleduva 

2 1 2x yk xk k= = , 1 2,k k Î . Zna~i, 1 2 1k k =  za 1 2,k k Î , od kade {to 1 2 1k k= = . Taka do- 
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bivme deka x y= , {to treba{e da se doka`e. 

Tranzitivnost: Neka x yr  i y zr . Toga{ 1y xk= , 2z yk= , 1 2,k k Î .  

Sleduva 2 1 2z yk xk k xk= = = , 1 2k k k= Î , t.e. x zr . 

Taka, r  e relacija za podreduvawe.  

Podreduvaweto r  e linearno ako za sekoi ,x y MÎ  va`i x yr  ili y xr .   

Za na{evo podreduvawe imame 2 | 3/  i 3 | 2/ , pa ne e linearno. 

Podreduvaweto koe ne e linearno se narekuva delumno.  

0.31. Neka M  e neprazno mno`estvo. Vo ( )MP  definirame relacija „£ “  so 

A B A B£  Í . Doka`i deka „£ “  e podreduvawe. 

Re{enie. Za sekoe podmno`estvo A  od M  va`i A AÍ , pa A A£ . Zna~i relacija-

ta e refleksivna. 

Da pretpostavime deka A B£  i B A£ . Toga{ A BÍ  i B AÍ , pa sleduva A B=  i 

relacijata e antisimetri~na. 

Neka A B£  i B C£ . Toga{ A BÍ  i B CÍ , pa sleduva A CÍ , odnosno A C£ .  

Spored toa relacijata e tranzitivna.  

0.32. Neka M  e neprazno mno`estvo. Vo ( )MP  definirame relacija „< “  so 

A B A B<  Ì  (odnosno A BÍ  i A B¹ ). Doka`i deka „< “  e strogo podreduvawe. 

Re{enie. Sekoja nerefleksivna i tranzitivna relacija se narekuva strogo 

podreduvawe. Bidej}i za sekoe ( )A MÎP  va`i A AÌ/  sleduva A A</ , pa relacijata e 

antisimetri~na. Tranzitivnosta se doka`uva sli~no kako vo zada~a 0.31.  

0.33. Neka „£ “ e podreduvaweto od zada~a 0.31. Ako M  ima barem dva elementi,  

toga{ podreduvaweto e delumno. Doka`i! 

Re{enie. Neka { , }a b MÍ , kade a b¹ . Toga{ { } { }a bÍ/  i { } { }b aÍ/ , pa podreduvawe- 

to e delumno.  
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I. Realni broevi 

 

 

 

1.1 Definicija na mno`estvo realni broevi. 

Apsolutna vrednost 

 

Definicija. Pod mno`estvo realni broevi  podrazbirame mno`estvo R  vo koe se 

definirani dve operacii:  sobirawe  "+" i mno`ewe " "· , i relacija "£ " ({to }e ja ~itame 

"e pomalo ili ednakvo so")  taka {to se ispolneti slednite svojstva: 

(1) Svojstva na sobiraweto: 

1.1. ( ),x y x y y x" Î + = +R  

1.2. ( )( ) ( ), ,x y z x y z x y z" Î + + = + +R  

1.3. postoi  to~no eden element 0ÎR  takov [to 0 ,x x x+ = " ÎR  

1.4. za sekoj element x ÎR  postoi to~no eden element x- ÎR ,taka [to 

( ) 0x x+ - = . 

(2) Svojstva na mno`eweto: 

2.1. ( ),x y x y y x" Î · = ·R  

2.2. ( )( ) ( ), ,x y z x y z x y z" Î · · = · ·R  

2.3. postoi to~no eden element { }1 \ 0ÎR  takov [to 1 ,x x x· = " ÎR  
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2.4. za sekoj element { }\ 0x ÎR  postoi to~no eden element   1x- ÎR , taka [to 

1 1x x-· = . 

2.5. ( )( ), ,x y z x y z x z y z" Î + · = · + ·R  

(3) Svojstva na relacijata  

3.1. ( )x x x" Î £R  

3.2. ( ), ,x y x y y x x y" Î £ £  =R  

3.3. ( ), , ,x y z x y y z x z" Î £ £  £R  

3.4. ( ),x y x y" Î £R  ili y x£  

3.5. ako x y£  i z  e proizvolen element voR , toga[ va`i  x z y z+ £ +  

3.6. Ako 0 x£  i 0 y£ , toga{  0 x y£ ·   

(4) ako A  i B  se neprazni podmno`estva od R , takvi {to x y£ , x A" Î  i y B" Î , 

toga{ postoi element z ÎR  takov [to x z y£ £  za site ,x A y BÎ Î . 

Za brojot x  velime deka e pozitiven ako 0x> , nenegativen ako 0x ³ , negativen ako 

0x <  i nepozitiven ako 0x £ . Isto taka voveduvame poim za apsolutna vrednost na 

realen broj so: { ако
ако

0
0

x x
x x x

³
= - < . 

Zada~i: 

 

1.1. Doka`i gi slednite neravenstva: 

a) 2
a bab +£ ,a   i  b  se nenegativni realni broevi. 

b) 4
4

a b c dabcd + + +£ , a , b , c   i   d  se nenegativni realni broevi. 

v) 3
3

a b cabc + +£ ,  a , b   i  c  se nenegativni realni broevi. 

g) 2 2 2ab bc ac a b c+ + £ + + , , ,a b cÎ . 

d) 2a b
ab + ³  ako a   i  b  se realni broevi  so ist znak. 
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|) 1 1 1 9
a cb a b c+ + ³ + + , a , b   i  c  se pozitivni  realni broevi. 

Re{enie. a) Od ( )2 0a b- ³  sleduva ( ) ( )22 2 0a a b b- + ³ , odnosno  

2 0a a b b- + ³ . Bidej}i a  i b  se nenegativni realni broevi, imame a a= ,  

b b=  i  a b ab= . Spored toa 2 0a ab b- + ³  odnosno 2
a bab +£ . 

b) ( )( )4 2 2
2 2 2 4

a b c d
a b c d a b c dabcd ab cd

+ +++ + + + += £ £ = . 

v) Od  
3

4 3
4

a b c abcabc abc + + +£  sleduva  3 34 abc a b c abc£ + + +  od kade {to 

proizleguva  neravenstvoto. 

g) Od ( )2 0a b- ³ , ( )2 0a c- ³ ,  ( )2 0b c- ³  sleduva 2 2 2a b ab+ ³ ,  2 2 2a c ac+ ³ ,  

2 2 2b c bc+ ³ . Ako gi sobereme poslednite neravenstva,  dobivame  

2 2 2a b c ab ac bc+ + ³ + + . 

d) Ako ,a bÎ  se so ist znak, toga{ , 0a b
ab > . Od 

2

0a b
ab

æ ö÷ç - ³÷ç ÷çè ø
sleduva  

2a b
ab + ³ . 

|)  ( )( )1 1 1 1 1 1a a b b c ca b c a c c a c ab b b+ + + + = + + + + + + + + =  

       
2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 9a b a c b c ab ac bc

ac acab bc ab bc
+ + += + + + ³ + + + = . 

1.2.   Vo mno`estvoto realni broevi re{i  gi ravenkite: 

a) 5 2x- = ;    b) 2 3x x+ = ;   

v) 2 1 3 6x x x+ + + = + ;                  g) 2 0x x- + = . 

Re{enie. a) 
[ )

( )
5, 5,

5 5 , ,5
x x

x x x
- Î µìïï- =í - Î -µïïî

. (I) Ako ( ),5x Î -µ , toga{ dadenata  ra-

venka ima oblik 5 2x- = . Re{enie na ravenkata  e 3x =  i toa pripa|a na ( ),5-¥ . 

(II) Ako [ )5,x Î µ , toga{ dadenata ravenka ima oblik 5 2x- = . Re{enie na 
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ravenkata  e 7x =  i toa pripa|a na ( )5,¥ . Kone~no, re{enija na ravenkata se 

3x =  i 7x = . 

b) 
[ )

( )
, 0,
, ,0
x x

x x x
Î µìïï=í- Î -µïïî

. (I) Ako ( ),0x Î -µ , toga{ dadenata  ravenka ima oblik  

2 3x x- = , odnosno  3x = . Ravenkata nema re{enie vo razgleduvaniot interval. 

(II) Ako [ )0,x Î µ , toga{ dadenata ravenka ima oblik 2 3x x+ = . Re{enie na 

ravenkata vo dadeniot interval  e 1x = . Kone~no, re{enie na ravenkata e 1x = . 

v) Zaradi 
)

( )
12 1, ,22 1 12 1, , 2

x x
x

x x

ì éï + Î - µï êï ë+ =íï- - Î -µ-ïïî
, 

[ )
( )

3, 3,
3 3, , 3

x x
x x x

+ Î - µìïï+ =í- - Î -µ-ïïî
 i  

[ )
( )

6, 6,
6 6, , 6

x x
x x x

+ Î - µìïï+ =í- - Î -µ-ïïî
 ravenkata }e ja razgleduvame na intervalite 

( ), 6-¥- , [ )6,3- , )13, 2
é- -êë

 i )1,2
é- ¥êë

.  (I) Ako ( ), 6x Î -µ- , toga{ dadenata  ravenka 

ima oblik  2 1 3 6x x x- - - - =- - , odnosno 1x = . Ravenkata nema re{enie vo 

razgleduvaniot interval. (II) Ako [ )6, 3x Î - - , toga{ dadenata ravenka ima oblik 

2 1 3 6x x x- - - - = + , odnosno 
5
2x =- . Ravenkata nema re{enie vo razgleduvaniot 

interval. (III) Ako )13, 2
x éÎ - -êë

, toga{ dadenata ravenka e ekvivalentna so 

2 1 3 6x x x- - + + = + , odnosno 2x =- . Re{enie na ravenkata e 2x =- . (IV) Ako 

)1,2
x éÎ - µêë

, toga{ dadenata ravenka ima oblik 2 1 3 6x x x+ + + = + , odnosno 1x = . 

Re{enie na ravenkata e 1x = . Kone~no, re{enija na ravenkata se 2x =-  i 1x = . 

g) 
[ )

( )
, 0,
, ,0
x x

x x x
Î µìïï=í- Î -µïïî

; 
[ )
( )

2, 2,
2 2, , 2

x x
x x x

+ Î - µìïï+ =í- - Î -µ-ïïî
.  

(I) Ako ( ), 2x Î -µ- , toga{ dadenata ravenka ima oblik 2 0x x- + + = ,  a taa  

nema re{enie. (II) Ako [ )2,0x Î - , toga{ dadenata ravenka ima oblik   
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2 0x x- - - = , odnosno 1x =- . Re{enie na ravenkata e 1x =- .  (III) Ako [ )0,x Î µ  

toga{ dadenata ravenka ima oblik 2 0x x- - = , a taa  nema re{enie. Kone~no, 

re{enie na ravenkata e 1x =- . 

1.3. Re{i gi slednite ravenki:  

a) 5 6 1x + = ;     b) 3 2 2 10x x+ - - = ;  

v) 1 3 2 2 3 1x x x x x- - + - - - = + . 

Re{enija: a) Za 5 6 0x + ³ , t.e. za 
6
5x ³- , dadenata ravenka mo`e da se napi{e 

kako 5 6 1x + = , ~ie re{enie e  1x =- . Za 
6
5x <- , dadenata ravenka mo`e da se 

napi{e kako 5 6 1x- - = , ~ie re{enie e  
7
5x =- . 

Re{enija na dadenata ravenka se 1x =-  i 
7
5x =- . 

b) Za ( )2, 3x Î -¥- , va`i  3 2 0x + <  i 2 0x- < , pa ravenkata mo`e da se  

napi{e kako: ( ) ( )3 2 2 10x x- + + - = , od kade 7x =- . Za )2,23x éÎ -êë , imame  

( ) ( )3 2 2 10x x+ + - = , od kade 
5
2x = , no bidej}i ( )5 2,22 3Ï - , ne e re{enie na 

ravenkata. Za [ )2,x ¥Î , imame ( ) ( )3 2 2 10x x+ - - = , od kade 3x = .  

Re{enija na dadenata ravenka se 7x =-  i 3x = . 

v) Za ( ),0x Î -¥ , imame ( )1 3( 2) 2 3 1x x x x x- + - - - + - = + , pa ravenkata mo`e 

da se napi{e kako: 1 1x x- - = + , od kade 1x =- . Za [ )0,1x Î , imame 

( )1 3( 2) 2 3 1x x x x x+ - - - + - = + , 1 1x x- = +  koe ne e ispolneto za nitu eden 

realen broj. Zna~i vo ovoj slu~aj ravenkata nema re{enie. Analogno se 

ispituvaat i slu~aite [ )1,2x Î , [ )2,3x Î  i [ )3,x Î ¥ . 

1.4.  Doka`i gi ravenstvata: 

a) ( ) ( )
2 2

2
2 2
x x x x x+ -+ = ;                b)     { ,

,2
y x yx y y x
x x y

£+ + - = > . 
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Re{enie. a) ( ) ( )
2 2 22 2 2

22 2
2 2 4 4
x x x x x x x x x x x x x+ - + + - ++ = + = . 

b) ( ) {, 0 ,2
,2 , 02

x y y x y x y x yx y y x
x x yx y y x y x

+ + -ìï - ³ £ï+ + - ï= =í >+ - -ï - <ïïî
.  

1.5. Vo mno`estvoto realni broevi re{i  gi neravenkite: 

a) 5 0x- > ;  b)   ( )( )5 2 0x x- - > ;    v)     
2 06

x
x
- >- ;   

g) 2 6 8 0x x- + > ;  d) 2 6 8 0x x- + £ ;  |) 2 1 0x x+ + ³ . 

Re{enie.  a) ( )5,x Î µ .   

b) Proizvodot ( )( )5 2x x- -  e pozitiven ako mno`itelite se istovremeno 

pozitivni ili negativni. Zna~i, re{enijata na dadenata neravenka se realnite 

broevi x  za koi  ( 5 0x- >  i  2 0x- > )  ili  ( 5 0x- <  i 2 0x- < ). Sleduva deka 

mno`estvoto re{enija na neravenkata ( )( )5 2 0x x- - >   se sostoi od  site  

( ) ( ),2 5,x Î -µ È µ  . 

v) Re{enijata na dadenata neravenka se realnite  broevi x  za koi  ( 2 0x- >  

i 6 0x- > ) ili ( 2 0x- <  i 6 0x- < ), odnosno  ( )6,x Î µ  ili  ( ),2x Î -µ  od {to sle-

duva  ( ) ( ),2 6,x Î -µ È µ . 

g) Koreni na kvadratnata ravenka 2 6 8 0x x- + =  se 1 2x =   i 2 4x = , pa dade-

nata neravenka e ekvivalentna so  neravenkata ( )( )2 4 0x x- - > .  

Proizvodot ( )( )2 4x x- -  e pozitiven ako mno`itelite se istovremeno 

pozitivni ili negativni. Zna~i, re{enijata na dadenata neravenka se realnite 

broevi x  za koi  ( 2 0x- >  i  4 0x- > )  ili  ( 2 0x- <  i  4 0x- < ). Sleduva deka 

mno`estvoto re{enija na neravenkata 2 6 8 0x x- + >   se sostoi od  site  

( ) ( ),2 4,x Î -µ È µ  . 

d) Dadenata neravenka e ekvivalentna so   neravenkata ( )( )2 4 0x x- - £ . 

Mno`estvoto re{enija go so~inuvaat site  realni broevi  x  za koi  ( 2 0x- ³  i  

4 0x- £ )  ili  ( 2 0x- £  i  4 0x- ³ ), odnosno  [ ]2,4x Î  bidej}i vtoriot sistem 

nema re{enie. 
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|) Bidej}i   ravenkata  2 1 0x x+ + =  nema realni koreni, izrazot ne go menuva 

znakot, odnosno mno`estvoto re{enija na dadenata neravenka e ili   ili  Æ . 

Bidej}i 20 0 1 0+ + ³ , zaklu~uvame deka sekoj realen broj e re{enie na 

neravenkata, odnosno ( ),x Î -µµ . 

1.6. Vo mno`estvoto realni broevi re{i  gi neravenkite: 

a) 3 4 5x- ³ ;  b) 2 1 2x x+ ³ + ; v) 2 24 3 5x x x x- + > + - .                            

Re{enie.  a)  { 4
3

4
3

3 4, 3 4 0 3 4,
3 4 4 3 , 3 4 0 4 3 ,

x x x x
x x x x x

- - ³ - ³ìïï- = =í- - < - <ïïî
.  

(I) Ako ( )4,3x Î -µ , toga{ dadenata neravenka ima oblik 3 4 5x- + ³ , odnosno 

1
3x £- . Re{enie na neravenkata se realnite broevi ( 1, 3

x ùÎ -µ- úû
. (II) Ako 

)4,3
x éÎ µêë

, toga{ dadenata neravenka ima oblik  3 4 5x- ³  odnosno 3x ³ . Re{enie 

na neravenkata se realnite broevi [ )3,x Î µ . Kone~no, re{enie na neravenkata se 

realnite broevi ( [ )1, 3,3x ùÎ -µ- È µúû . (vidi crte`) 

 

 

 

 

b)  {
12 1,2 1, 2 1 0 22 1 2 1, 2 1 0 12 1, 2

x xx x
x x x x x

ìï + ³-+ + ³ ïï+ = =í- - + < ï- - <-ïïî
.  

(I)Ako ( )1, 2x Î -µ- , toga{ dadenata neravenka ima oblik 2 1 2x x- - ³ + , 

odnosno 1x £- . Re{enie na neravenkata se realnite broevi ( ], 1x Î -µ- . (II) Ako 

[ )1
2,x Î - µ , toga{ dadenata neravenka ima oblik  2 1 2x x+ ³ +  odnosno 1x ³ . 

Re{enie na neravenkata se realnite broevi  [ )1,x Î µ . Kone~no, re{enie na 

neravenkata se realnite broevi  ( ], 1x Î -µ- [ )1,È µ . 
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v)                     ( ){ [ )
( )

5, 5 0 5, 5,
5 5 , 5 0 5, ,5

x x x x
x x x x x

- - ³ - Î µìïï- = =í- - - < - + Î -µïïî
; 

                
( ] [ )

( )

2 2 2
2

2 2 2
4 , 4 0 4 , ,0 4,

4 4 , 4 0 4 , 0,4
x x x x x x x

x x x x x x x x x
ì ì- - ³ - Î -µ È µï ïï ï- = =í í- + - < - + Îï ïï ïî î

. 

(I) Ako ( ],0x Î -µ [ )4,5È , toga{ dadenata  neravenka ima oblik  

2 24 3 5x x x x- + > - +  odnosno 
2
3x <- . Re{enie na neravenkata  se site  

( )2, 3x Î -µ- . (II) Ako ( )0,4x Î , toga{ dadenata neravenka ima oblik 

2 24 3 5x x x x- + + > - + , odnosno ( )( )2 1 2 0x x- - < . Re{enie na neravenkata se 

realnite broevi ( )1,22
x Î  . (III) Ako [ )5,x Î µ , toga{ dadenata neravenka ima oblik 

2 24 3 5x x x x- + > + - , odnosno 
8
5x < . Neravenkata nema re{enie vo razgleduva-

niot interval.   

Kone~no, re{enie na neravenkata se realnite broevi  ( ) ( )2 1, ,23 2
x Î È-µ- . 

1.7. Doka`i deka za sekoj n Î  i a +Î , va`i  
11n aa n

-£ + .  

Re{enie.  Neka a +Î , toga{ 1 1a- >- , pa primenuvaj}i go neravenstvoto 

na Bernuli, ([1] str.28) dobivame: ( )1 11 1
na an an n

- -+ ³ + = , t.e 
11 na an

-+ ³ .  

1.8. Za sekoj realen broj x  va`i  

a) x x= - ;  b) xx £ ;  v) x x- £ . 

Re{enie. a) Ako 0x = , toga{ 0x x= = - . Ako 0x > , toga{ x x=  i  

( )x x x- =- - = . Ako 0x < , toga{ 0x- > , pa imame x x x- =- = . 

b) Ako 0x = , toga{ 0 0x x= ³ = . Ako 0x > , toga{ x x x= ³ . Ako 0x < , 

toga{ 0x x x=- > > . 

v) Ako 0x = , toga{ 0 0x x= ³ =- . Ako 0x > , toga{ 0x x x= > >- . Ako 

0x < , toga{ x x x=- ³- .  

1.11. Za 0e>  neravenstvoto x a- <e  e ekvivalentno so a x a-e< < +e .  



I. Realni broevi 

 30

Doka`i! 

Re{enie. Od zada~a 1.8. imame x a x a- £ - <e  i ( )x a x a- - £ - <e . Od ovde 

sleduva ( ) ( )x x a a x a a a a= + - + = - + <e+ = +e  i, na ist na~in, a x-e< , {to tre-

ba{e da se doka`e. Obratno, neka a x a-e< < +e  t.e. x a-e< - <e . Ako 0x a- ³ , 

imame: x a x a- = - <e , a ako  0x a- < , toga{ od x a-e< -  imame:  

( )x a x a- =- - <e . 

1.10. Doka`i deka za sekoi ,x y Î  va`at slednite osobini na apsolutna 

vrednost: 

a) x y x y+ £ + ;   b) x y x y- £ - ;  

v) xy x y= ;    g) , 0x x yy y= ¹ . 

Re{enie. a) Bidej}i za sekoi ,x y Î  va`i x x£ , y y£ , x x- £  i y y- £  

imame x y x y+ £ +  i ( )x y x y- + £ + . Ako 0x y+ ³ , toga{ imame  

x y x y x y+ = + £ + , a ako 0x y+ < , toga{ ( )x y x y x y+ =- + £ + . 

b) Imame: ( )x x y y x y y= - + £ - +  i ( )y y x x y x x= - + £ - +  od {to 

sleduva x y x y- £ -  i ( )x y x y- - £ - . Kako i vo dokazot pod a) zaklu~uvame 

deka x y x y- £ - . 

v) Mo`ni se slednite slu~ai: 

 

- 0, 0x y³ ³ , toga{ i 0xy³  pa imame xy xy x y= = ; 

- 0, 0x y³ < , toga{ i 0xy£  pa imame ( )xy xy x y x y=- = - = ; 

- 0, 0x y< ³ , toga{ i 0xy£  pa imame ( )xy xy x y x y=- = - = ; 

- 0, 0x y< < , toga{ i 0xy>  pa imame ( )( )xy xy x y x y= = - - = . 

g) Bidej}i y  i 
1
y  se istovremeno pozitivni ili negativni i 

1 1
y y= , pa 

sli~no kako vo dokazot pod v) zaklu~uvame deka 
x x
y y= .  
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1.2.  Prirodni broevi 
 
Definicija. Podmno`estvo N  od mno`estvoto realni broevi R  so slednite 

svojstva: 

1. 1ÎN  

2. ako x ÎN , toga{ 1x + ÎN  

3. ako AÍN  za koe va`i: 1 AÎ  i   x AÎ 1x A + Î , toga{ A=N . 

go vikame mno`estvo prirodni broevi. 

Elementite na N gi vikame prirodni broevi. 

Zada~i: 

 

1.11. Ako { }2 :A k k= ÎN  i  { }2 1|B k k= - Î , opredeli gi mno`estvata:   

a) \A ;       b)  \B ;        v) \A  ;           g) ( ) ( )\ \A BÈ  . 

Re{enie. a) \A B= ;   b) \B A= ;   v) \A =Æ ;   g) ( ) ( )\ \A BÈ =   . 

1.12. Neka { | , 4}A x x x= Î £ ,  { }| 3B x x= =   i  { }| , 2 5C x x x= Î < < .  

Opredeli gi mno`estvata:  a) ( )\ \A C B ;          b) ( )\ \A C B . 

Re{enie.  { }1,2,3,4A= , { }3B=  i { }3,4C = . 

a)( ) { }\ \ 1,2A C B= ,   b)  ( ) { }\ \ 1,2,3A C B = .  

1.13. Doka`i deka:  

a) zbirot na dva parni broja e paren broj,  

b) zbirot na dva neparni broja e paren broj,  

v) zbirot na paren so neparen  broj e neparen broj,  

g) proizvodot na dva  parni broja e paren broj,                     

d) proizvodot  na dva neparni broja e neparen broj,  

|) proizvodot na paren so neparen  broj e paren broj. 

Re{enie. a) Neka m  i n  se dva proizvolni parni broja. Postojat 1 2,k k Î  

takvi {to 12m k=   i  22n k= . Toga{ 1 22 2m n k k+ = + = ( )1 22 k k+  e paren broj, 

bidej}i 1 2k k+ Î .   

b) Neka m  i n  se dva proizvolni neparni broja. Postojat 1 2,k k Î takvi {to  
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12 1m k= -   i 22 1n k= - .  

Toga{ ( )1 2 1 22 1 2 1 2 1m n k k k k+ = - + - = + -  e paren broj, bidej}i 1 2 1k k+ - Î .   

v) Neka m  e proizvolen paren i n  e  proizvolen neparen broj. Postojat 

1 2,k k Î takvi {to 12m k=   i  22 1n k= - . Toga{ ( )1 2 1 22 2 1 2 1m n k k k k+ = + - = + -  

e neparen  broj, bidej}i 1 2k k+ Î .  

g) Neka m  i n  se dva proizvolni parni broja. Postojat 1 2,k k Î takvi {to 

12m k=  i 22n k= . Toga{ ( )1 2 1 22 2 2 2m n k k k k⋅ = ⋅ = ⋅  e paren broj,  bidej}i 1 22k k⋅ Î .  

 d) Neka m  i n  se dva proizvolni neparni broja. Postojat 1 2,k k Î takvi 

{to 12 1m k= -   i  22 1n k= - .  

Toga{ ( )( )1 22 1 2 1m n k k⋅ = - - = ( )1 2 1 22 2 1 1k k k k- - + -  e neparen broj, bidej}i 

1 2 1 22 1k k k k- - + Î .   

|) Neka m  e proizvolen paren i n  e  proizvolen neparen broj. Postojat 

1 2,k k Î takvi {to 12m k=   i  22 1n k= - . Toga{ ( )1 22 2 1m n k k⋅ = - =  

( )( )1 22 2 1k k= -  e paren  broj, bidej}i ( )1 22 1k k - Î .  

1.14. Ako zbirot na dva prirodni broja e neparen broj, toga{ nivniot 

proizvod e paren  broj. Doka`i! 

Re{enie. Zbirot na dva prirodni broja e neparen samo ako edniot od niv e 

paren, a drugiot neparen. (vidi ja zada~ata 1.13.). Toga{, povtorno od zada~ata 

1.13. sleduva deka nivniot proizvod e paren broj.  

1.15. Ako proizvodot na tri prirodni broevi e neparen broj, toga{ i nivniot 

zbir  e neparen  broj. 

Re{enie. Proizvodot  na tri prirodni broevi e neparen  samo  vo slu~aj koga 

trite broevi se neparni (vidi ja zada~ata 1.13.). Toga{, povtorno od zada~ata 1.13. 

sleduva deka nivniot zbir  e neparen broj.  

1.16. Doka`i deka proizvodot na dva posledovatelni prirodni broevi e paren 

broj. 

Re{enie.  Edniot od dva posledovatelni  broja e paren, pa od zada~ata 1.13. 

sleduva deka nivniot proizvod e paren broj.  

1.17. Doka`i deka proizvodot na dva posledovatelni parni broevi e deliv so 

8. 
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Re{enie. Neka m  i n  se dva posledovatelni parni broja. Postoi k Î   

takov {to 2m k=  i ( )2 1n k= + . Toga{ ( ) ( )2 2 1 4 1m n k k k k⋅ = + = + = 1 14 2 8k k⋅ = , 

1k Î , zaradi  zada~ata 1.16.  

1.18. Doka`i deka zbirot na tri posledovatelni prirodni broevi  e slo`en 

broj. 

Re{enie. Od ( 1) ( 2) 3( 1)n n n n+ + + + = +  zaklu~uvame deka zbirot na tri po-

sledovatelni prirodni broja  e deliv so 3. Osven toa, ( 1) ( 2) 3n n n+ + + + >  od 

{to sleduva deka toj e slo`en broj.   

1.19. Doka`i deka broevite , 5p p+  i 9p+  se prosti  ako i samo ako 2p= . 

Re{enie.  Ako 2p= , toga{  5 7p+ =  i 9 11p+ = , t.e. broevite , 5p p+  i 

9p+  se prosti. Neka  2p> . Toga{ p  mora da e neparen, bidej}i vo sprotivno  bi 

bil deliv so dva. Od zada~ata 1.13. sleduva deka   broevite 5p+  i 9p+  se parni 

broevi pogolemi od 2, odnosno se slo`eni.  

1.20. Doka`i deka broevite n  i 1n+  se zaemno prosti. 

Re{enie.  Neka ( , 1)d n n= +NZD . Bidej}i  d n   i  ( )1d n+ , postojat prirodni 

broevi 1k  i 2k  taka {to 1n k d=   i  ( ) 21n k d+ = . Toga{, ( )2 11 k k d= - . Od   1n n+ >  

imame  deka  2 1k k>  odnosno 2 1k k- Î . Sleduva deka 1d , odnosno 1d = .    
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1.3. Prebroivi i neprebroivi mno`estva 

 

1.21. Doka`i deka sekoe beskone~no mno`estvo sodr`i prebroivo 

podmno`estvo. 

Re{enie. Mno`estvoto X  e prebroivo ako postoi biekcija :f X . Vo toj 

slu~aj X  mo`e da se zapi{e na sledniov na~in { }1 2, ,..., ,...nx x xX = . 

Neka A  e beskone~no mno`estvo, i 1x AÎ . Toga{ postoi  { }12 \ xx AÎ  (vo 

sprotivno bi dobile { }1xA=  {to e vo kontradikcija so beskone~nosta na A ).  

Natamu, postoi 3 1 2\{ , }x A x xÎ (vo sprotivno bi dobile 1 2{ , }A x x=  {to pov- 

torno e vo kontradikcija so beskone~nosta na A ). Prodol`uvaj}i ja ovva postap-

ka na ist na~in dobivame mno`estvo 1 2{ , ,...}x x  koe e prebroivo.  

1.22. Doka`i deka prebroiva unija od prebroivi mno`estva e prebroivo 

mno`estvo. 

Re{enie. Neka 1 2 3, , ,...A A A se prebroivo mnogu prebroivi mno`estva. Toga{ 

za sekoj priroden broj k  elementite od  mno`estvoto 
k
A  mo`e da gi zapi{eme vo 

oblik { }1 2 3, , ,...k k k
k

a a aA = . Sega elementite na mno`estvoto A  mo`e da gi zapi-

{eme vo edna {ema: 
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[emata se formira taka {to vo i -tata redica se zapi{uvaat elementite na  

mno`estvoto iA . Elementite od ovaa {ema mo`e da gi zapi{eme na sledniot 

na~in: 

11 12, 21 13 22 31 14 23, , , , , , ,...a a a a a a a a  

t.e. prvo go zapi{uvame elementot 11a , potoa onie elementi ~ij zbir na indeksi e 

3 , pa elementite ~ij zbir na indeksi e 4  itn. Na ovoj na~in sekoj element od 

unijata e zapi{an i ako nekoj element e zapi{an pove}e pati negovoto prvo 

pojavuvawe vo nizata go zadr`uvame a ostanatite gi bri{eme.  

Sekoe od mno`estvata kA  e podmno`estvo od unijata, pa spored toa unijata e 

beskone~no mno`estvo. Od toa {to elementite od unijata mo`e da gi zapi{eme 

vo oblikot 1 2{ , ,...}x x  sleduva deka unijata e prebroivo mno`estvo.  

1.23. Doka`i deka mno`estvoto ´   e prebroivo.  

Re{enie. Go formirame mno`estvoto ( ){ },nA n k k= Î  za sekoj priroden 

broj n . ]e doka`eme deka preslikuvaweto :n ng A   definirano so ( ),ng n k k=  

e biekcija, od kade sleduva deka nA  e prebroivo mno`estvo. 

Preslikuvaweto ng  e dobro definirano zatoa {to od ( ) ( ), ,n k n l=  sleduva 

k l= , pa ( ) ( ), ,n ng n k g n l= . 

Neka ( ) ( ), ,n ng n k g n l= . Toga{ ( ) ( ), ,n k n l= , t.e. k l= , pa preslikuvaweto ng  e 

injekcija. 

Neka m Î . Toga{ ( ), nn m AÎ  i ( ),ng n m m= , pa preslikuvaweto ng  e surjek-

cija. 

Doka`avme deka preslikuvaweto ng  e biekcija.  

]e doka`eme deka 
n nAÎ

= ´

   .  
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Za sekoj priroden broj n  va`i nA Í ´  , pa i 
n nAÎ

Í ´

   . Ostanuva da se 

doka`e deka nn
A

Î
´ Í


   . Neka ( ),n m Î ´  . Toga{ ( ), n n nn m A A

Î
Î Í


 , pa 

nn
A

Î
´ Í


   . Zna~i 

n nAÎ
= ´


   . 

Mno`estvoto 
n nAÎ
  e  prebroiva unija od prebroivi mno`estva, pa od zada~a 

1.22. sleduva deka taa e prebroivo mno`estvo, t.e. ´   e prebroivo mno`estvo. 

1.24. Proizvod na dve prebroivi mno`estva e prebroivo mno`estvo. Doka`i! 

Re{enie. Neka 1A  i 2A  se prebroivi mno`estva. Treba da se doka`e deka 

postoi biekcija 1 2:f A A´  . Od toa {to 1A  i 2A  se prebroivi mno`estva 

postojat biekcii 1 1:f A   i 2 2:f A  . Definirame preslikuvawe 

1 2:A Aj ´  ´   so ( ) ( ) ( )( )1 2, ,x y f x f yj = . 

Prvo da proverime dali preslikuvaweto j  e dobro definirano. 

Neka ( ) ( )1 1 2 2, ,x y x y= , kade ( ) ( )1 1 2 2 1 2, , ,x y x y A AÎ ´ . Toga{ 1 2x x=  i 1 2y y= . Od 

toa {to 1f  i 2f  se dobro definirani preslikuvawa sleduva 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 2 1 1 2 2 2 2 2, , , ,x y f x f y f x f y x yj = = =j . 

]e doka`eme deka j  e injekcija. Neka ( ) ( )1 1 2 2, ,x y x yj =j . Sleduva 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2, ,f x f y f x f y f x f x f x f x=  = =i . 

Preslikuvawata 1f  i 2f  se injekcii, pa va`i 

  
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2

f x f x x x
f x f x x x

=  =
=  =

 

Zna~i ( ) ( )1 1 2 2, ,x y x yj =j  pa sleduva ( ) ( )1 1 2 2, ,x y x y= , t.e. preslikuvaweto j  e injek-

cija. 

Ostanuva da doka`eme deka preslikuvaweto j  e i surjekcija. Neka 

( ),x y Î ´  . Toga{ bidej}i 1f  i 2f  se surjekcii, postojat 1s AÎ  i 2t AÎ  takvi 

{to ( )1f s x=  i ( )2f t y= . Zna~i ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, , ,s t f s f t x yj = =  t.e. preslikuvaweto j  e 

surjekcija. 
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Doka`avme deka preslikuvaweto j  e biekcija.  

Zna~i dobivme deka postoi biekcija 1 2:A Aj ´  ´  . Vo zada~ata 1.23. do-

ka`avme deka ´   e prebroivo, pa postoi biekcija :h ´    . Kone~no, 

baranata biekcija e 1 2:f h A A= j ´   .  

1.25. Doka`i deka slikata na prebroivo mno`estvo pri proizvolno presliku-

vawe e kone~no ili prebroivo mno`estvo. 

Re{enie: Neka :f X Y  e proizvolno preslikuvawe i neka mno`estvoto X  

e prebroivo. Za sekoj element ( )y f XÎ  fiksirame eden element { }( )1
yx f y-Î . De-

finirame preslikuvawe ( ): f X Xj   so ( ) yy xj = . ]e doka`eme deka j  e dobro 

definirano.  

Neka ( )1 2,y y f XÎ  i 1 2y y= . Toga{ 
1 2y yx x= , pa j  e dobro definirano. 

]e doka`eme deka  j  e biekcija od ( )f X  na ( )( )f Xj . Jasno e deka j  e sur-

jekcija. Ostanuva da se doka`e deka j  e injekcija. Neka 1 2y y¹ . Toga{ 

1 1 1 1
1 2 1 2({ }) ({ }) ({ } { }) ( )f y f y f y y f- - - -Ç = Ç = Æ =Æ . Spored toa 

1 2y yx x¹ , odnosno 

1 2( ) ( )y yj ¹j , pa j  e injekcija. Zna~i j  e biekcija. 

Spored toa, ( )f X  e prebroivo ako i samo ako ( )( )f Xj  e prebroivo. Bidej}i 

( )( )f X Xj Í  i X  e prebroivo sleduva deka ( )( )f Xj  e kone~no ili prebroivo, pa i  

( )f X  e kone~no ili prebroivo.  
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1.4. Princip na matemati~ka indukcija (PMI) 

 

Neka ( )I n  e nekoe svojstvo na prirodnite broevi ili so nego se formulira nekoja 

matemati~ka vistina koja zavisi od prirodnite broevi. Vistinitosta na takvi tvrdewa se 

poka`uva so pomo[ na principot na matemati~ka indukcija. 

Da go formulirame principot na matemati~ka indukcija: 

1) Tvrdeweto ( )I n   e to~no za n p=  kade [to p  e fiksen priroden broj. 

2) Ako tvrdeweto ( )I n  va`i za priroden   broj  n k p= ³ , toga[ va`i i za 

1n k= + . 

3) Zaklu~ok: Tvrdeweto  ( )I n  e vistinito za sekoj priroden broj n p³ . 

Da zabele`ime deka za da va`i zaklu~okot 3) potrebno e da bidat ispolneti uslovite 1)  i   2).  

 

Zada~i: 

 

So pomo{ na principot na matemati~ka indukcija doka`i deka slednive 

tvrdewa se to~ni za sekoj nÎ . ( zada~i  1.26.- 1.39.) 

1.26. 
( )11 2 2
n nn ++ + + = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
( )1 1 1

1 2
+= .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

( )1
1 2 2

k k
k

++ + + = . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( )
( )

( )
( )( )1 1 2

1 2 1 12 2
k k k k

k k k
+ + ++ + + + + = + + =  

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na 

tvrdeweto za sekoj priroden broj n .  

1.27. ( ) 21 3 5 2 1n n+ + + + - = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  21 1= .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

21 3 (2 1)k k+ + + - = . 
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3) Toga{  za 1n k= +  dobivame  

2 21 3 (2 1) (2 1) 2 1 ( 1)k k k k k+ + + - + + = + + = +  

od kade {to spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvr-

deweto za sekoj priroden broj n .  

1.28.   
( )( )2 2 2 1 2 11 2 6
n n nn + ++ + + = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i 
( )( )2 1 1 1 2 1

1 6
+ += .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³  t.e.  

( )( )2 2 2 1 2 1
1 2 6

k k k
k

+ ++ + + = . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame  

( )
( )( )

( )
( )( )( )2 22 2 2 1 2 1 1 2 2 3

1 2 1 16 6
k k k k k k

k k k
+ + + + ++ + + + + = + + =  

od kade {to spored PMI zaklu~uvame deka tvrdeweto  e to~no za sekoj priroden broj 

n .  

1.29. ( )
( )( )1 2

1 2 2 3 1 3
n n n

n n
+ +⋅ + ⋅ + + + = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
( )( )1 1 1 1 21 2 3
+ +⋅ = .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³  t.e,  

( )
( )( )1 2

1 2 2 3 1 3
k k k

k k
+ +⋅ + ⋅ + + + = . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( )
( )( ) ( )( )( )1 2 1 2 3

1 2 1 ( 1)( 2) ( 1)( 2)3 3
k k k k k k

k k k k k k
+ + + + +⋅ + + + + + + = + + + =  

od kade  spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrde-

weto za sekoj priroden broj n .  

1.30. ( )
( )( )1 4 1

1 1 2 3 3 5 2 1 6
n n n

n n
+ -⋅ + ⋅ + ⋅ + + - = . 

Re{enie.  1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
( )( )1 1 1 4 1 1

1 1 6
+ ⋅ -⋅ = .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

( )
( )( )1 4 1

1 1 2 3 3 5 2 1 6
k k k

k k
+ -⋅ + ⋅ + ⋅ + + - = . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame 
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( )1 1 2 3 3 5 2 1 ( 1)(2( 1) 1)k k k k⋅ + ⋅ + ⋅ + + - + + + - =  

( )( ) ( 1)( 2)(4 3) ( 1)(( 1) 1)(4( 1) 1)1 4 1
( 1)(2 1)6 6 6

k k k k k kk k k
k k

+ + + + + + + -+ -= + + + = =  

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na 

tvrdeweto za sekoj priroden broj n .  

1.31.  ( )
( )( )4 1 2

2 4 4 6 6 8 2 2 2 3
n n n

n n
+ +⋅ + ⋅ + ⋅ + + + = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i   

( )
( )( )4 1 1 1 1 2

2 1 2 1 2 3
⋅ + +⋅ ⋅ ⋅ + = . 

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

( )
( )( )4 1 2

2 4 4 6 2 2 2 3
k k k

k k
+ +⋅ + ⋅ + + + = . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( )
( )( )

( )( )
4 1 2

2 4 4 6 2 2 2 (2 2)(2 4) 2 2 2 43
k k k

k k k k k k
+ +⋅ + ⋅ + + + + + + = + + + =  

( )( )( )4 1 2 3
3

k k k+ + +=    

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na 

tvrdeweto za sekoj priroden broj n .  

1.32. ( )( )
( )( )( )1 2 31 2 3 2 3 4 1 2 4
n n n nn n n + + +⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + + = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
( )( )( )1 1 1 1 2 1 31 2 3 4
+ + +⋅ ⋅ = .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno 

( )( )
( )( )( )1 2 3

1 2 3 2 3 4 1 2 4
k k k k

k k k
+ + +⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + + = . 

3) Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( )( )
( )( )( )1 2 3

1 2 3 1 2 ( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2)( 3)4
k k k k

k k k k k k k k k
+ + +⋅ ⋅ + + + + + + + + = + + + + =  

( )( )( )1 2 3 ( 4)
4

k k k k+ + + +
=   

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na 

tvrdeweto za sekoj priroden broj n .  

1.33. 
( )( )

1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 2 12 1 2 1

n
nn n

+ + + + =⋅ ⋅ ⋅ +- + . 
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Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
1 1

1 3 2 1 1=⋅ ⋅ + .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³ ,  odnosno  

( )( )
1 1 1 1

1 3 3 5 5 7 2 12 1 2 1
k
kk k

+ + + + =⋅ ⋅ ⋅ +- + . 

3) Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1 1 1 1

1 3 3 5 5 7 2 12 1 2 1 2 1 2 3 2 1 2 3
k
kk k k k k k

+ + + + + = + =⋅ ⋅ ⋅ +- + + + + +  

1
2( 1) 1
k
k

+=
+ +

  

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na 

tvrdeweto za sekoj priroden broj n .  

1.34. 
( )( )

( )
( )

2 2 2 2 11 2 3
1 3 3 5 5 7 2 1 2 1 2 2 1

n nn
n n n

++ + + + =⋅ ⋅ ⋅ - + + . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
( )
( )

2 1 1 11
1 3 2 2 1

+=⋅ + .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

( )( )
( )
( )

2 2 2 2 11 2 3
1 3 3 5 5 7 2 1 2 1 2 2 1

k kk
k k k

++ + + + =⋅ ⋅ ⋅ - + + . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 22 2 2 ( 1) ( 1) ( 1)1 2
1 3 3 5 2 1 2 1 2 1 2 3 2 2 1 2 1 2 3

k k k kk
k k k k k k k

+ + +
+ + + + = + =⋅ ⋅ - + + + + + +  

( )
( )

( 1) 2
2 2 3
k k
k

+ +
= +  

od  kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrde-

weto za sekoj priroden broj n .  

1.35. 1 2 3
1 2 3 3 2 3

3 4 4 33 3 3 n n
n n++ + + = - ⋅ . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
1 3 2 3
3 4 4 3

+= - ⋅ .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

1 2 3
1 2 3 3 2 3

43 3 3 3 4 3k k
k k++ + + = - ⋅ . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame 

1 2 3 1 1 1

2( 1) 31 2 3 1 3 2 3 1 3
4 43 3 3 3 3 4 3 3 4 3k k k k k

kk k k k
+ + +

+ ++ + ++ + + + = - + = -⋅ ⋅  
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od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdewe-

to za sekoj priroden broj n .  

1.36. 
( )22

3 3 3 1
1 2 4

n n
n

++ + + = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
( )22

3 1 1 1
1 4

+= .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

( )22
3 3 3 1

1 2 4
k k

k
++ + + = . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( ) ( )22 22
3 3 3 3 3 ( 1) 21

1 2 ( 1) ( 1)4 4
k kk k

k k k
+ +++ + + + + = + + =  

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdewe-

to za sekoj priroden broj n .  

1.37. 
( )( )( )2

4 4 4 1 2 1 3 3 1
1 2 30

n n n n n
n

+ + + -+ + + = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no.   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

( )( )( )2
4 4 4 1 2 1 3 3 1

1 2 30
k k k k k

k
+ + + -+ + + = . 

3) Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( )
( )( )( )

( )
2

4 44 4 4 1 2 1 3 3 1
1 2 1 130

k k k k k
k k k

+ + + -+ + + + + = + + =  

( )( )( )( )21 2 2 3 3( 1) 3( 1) 1
30

k k k k k+ + + + + + -
=  

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdewe-

to za sekoj priroden broj n .  

 1.38. 
( ) ( )22 2

5 5 5 1 2 2 1
1 2 12

n n n n
n

+ + -+ + + = . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
( ) ( )22

5 1 1 1 2 2 1
1 12

+ + -= .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

( ) ( )22 2
5 5 5 1 2 2 1

1 2 12
k k k k

k
+ + -+ + + = . 

3)  Toga{  za 1n k= +  dobivame 
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( ) ( )22 2
5 5 5 5 51 2 2 1

1 2 ( 1) ( 1)12
k k k k

k k k
+ + -+ + + + + = + + =  

      
( ) ( )22 2( 1) 2 2( 1) 2( 1) 1

12
k k k k+ + + + + -

=  

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdewe-

to za sekoj priroden broj n .  

1.39. ( )( ) ( )2
1 1 1 21 1 14 9 2 21

n
nn

æ ö +÷ç- - - =÷ç ÷÷ç +è + ø
 . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  
1 1 21 4 2 2

+- = + .   

2) Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1n k= ³   odnosno  

( )( ) ( )2
1 1 1 21 1 14 9 2 21

k
kk

æ ö +÷ç- - - =÷ç ÷÷ç ++è ø
 . 

3) Toga{  za 1n k= +  dobivame 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )

2

2 2 2

2 11 1 1 1 2 11 1 1 1 14 9 2 2 2 2 21 2 2
kk

k k kk k k

æ öæ ö æ ö + -+÷ ÷ ÷ç ç ç- - - - = - = =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ç+ + ++ + +è øè ø è ø
  

       
( )( )

( )
3 1 3

2 4(2 2) 2
k k k

kk k
+ + += = ++ +

 

od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdewe-

to za sekoj priroden broj n .  

 

So pomo{ na matemati~ka indukcija doka`i gi identitetite (1.40.-1.43.):  

1.40.  2 3 1
1

n
n xx x x x x x

-+ + + + = - ,  { }\ 1x Î . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i 
1 1

1
xx x x

-= - .  

2) Pretpostavuvame deka tvrdeweto e to~no za  1n k= ³ , odnosno  

2 3 1
1

k
k xx x x x x x

-+ + + + = - . 

3) Toga{ za 1n k= +  dobivame   

1
2 3 1 11 1

1 1
k k

k k kx xx x x x x x x xx x
+

+ +- -+ + + + + = + =- - . 

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdeweto za 

sekoj priroden  broj n Î . 

1.41. 
( )2 3

1 1 1 1 1
1

n

n n
x

x xx x x x
-+ + + + = - , { }\ 0,1x Î . 
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Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i 
( )
11 1

1
x

x x x
-= - .  

2) Pretpostavuvame deka tvrdeweto e to~no za  1n k= ³ , odnosno  

( )2 3
1 1 1 1 1

1
k

k k
x

x x x x x x
-+ + + + = - . 

 

3) Toga{ za 1n k= +  dobivame   

( ) ( )
1

2 3 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
k k

k k kk k
x x

x x x x x xx x x x
+

+ + +
- -+ + + + + = + =- - . 

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdeweto 

za sekoj priroden broj n .   

1.42. 
2

2 4 1

1

22
1 2 2 2 1 2

1 11 1 1 1
n

n n
nx xx x x x

+

+
+ + + + = ++ -+ + + -

 ,  { }\ 1,1x Î - . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i  

( )( )
( )( )

( )( )( )

22

2 2 2

1 2 31 2 2 3
1 1 1 1 1 1 1

x x xx x
x x x x x x x

- - + ++ ++ = = =+ + + + - + +  

( )
( )( )( )

2 2

2 22

1 (1 ) 4 1 2
11 1 1 1

x x
xx x x x

- + + +
= = +-- + + -

          

2) Pretpostavuvame deka tvrdeweto e to~no za  1n k= ³ , odnosno  

2 1

2 4 12 2

1 2 2 2 1 2
1 11 1 1 1

k k

k kx xx x x x

+

++ + + + = ++ -+ + + -
 . 

3) Toga{ za 1n k= +  dobivame 

 

2 1 1 1

2 4 1 1 12 2 22

1 2 2 2 2 1 2 2
1 11 1 1 1 11

k k k k

k k kkx xx x x x xx

+ + +

+ + ++ + + + + = + + =+ -+ + + - ++
  

         
( )( )11

1 1 2

2 2 22
1 2 2 1 2

1 1 11 1

kk k

kkkx x xx x
++

+ + +

+
+= + = +- - -- +

.  

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdeweto za 

sekoj priroden broj n .   

1.43. So matemati~ka indukcija doka`i deka neravenstvoto ( )2 ! 3nn+ >  e to~no 

za sekoj priroden broj n . 

Re{enie. 1)  Za 1n =  tvrdeweto e to~no bidej}i ( ) 11 2 ! 3+ > .   

2) Pretpostavuvame deka tvrdeweto e to~no za  1n k= ³ , odnosno ( )2 ! 3kk+ > .   

3) Toga{  za 1n k= +  dobivame   
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( )( ) ( ) ( )( )1 2 ! 3 ! 3 2 !k k k k+ + = + = + + > ( ) 13 3 3 3 3 3kk k kk k ++ = + ⋅ > .  

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na tvrdeweto za 

sekoj priroden broj n .  

1.44. Doka`i ja Binomnata formula 

( )
0

, , ,
n

n n k k

k

n
a b a b a b nk

-

=

æ ö÷ç+ = Î Î÷ç ÷çè øå   .    (*) 

Re{enie. Binomniot koeficient 
n
k
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

, 0,n kÎ Î  , 0 k n£ £ , se definira so  

!
!( )!

n n
k k n k
æ ö÷ç =÷ç ÷ç -è ø

,  

i po definicija se smeta 0! 1= . 

So proverka se doka`uva deka za binomnite koeficienti va`i slednata relacija  

1
1 1

n n n
k k k

+æ öæ ö æ ö ÷ç÷ ÷ç ç+ = ÷÷ ÷ çç ç +÷ ÷ ÷+ç ç ÷çè ø è ø è ø
, 0,n kÎ Î  , 0 1k n£ £ - . 

1) Za 1n=  formulata (*) e to~na: 

( )1 1 0 0 1 1 1
11

0 1a b a b a b a b- -æ öæ ö ÷÷ çç+ = + = +÷÷ çç ÷÷÷ ÷ç çè ø è ø
.  

2) Pretpostavuvame to~nost na formulata  za  1n m= ³ , t.e.  

( )
0

m
m m k k

k

m
a b a bk

-

=

æ ö÷ç+ = ÷ç ÷çè øå . 

3) Toga{  za 1n m= +  dobivame  ( ) ( )1 ( )m ma b a b a b++ = + + =   

( ) 1 1

0 0 0

m m m
m k k m k k m k k

k k k

m m m
a b a b a b a bk k k

- - + - +

= = =

æ öæ ö æ ö æ ö÷ç ÷ ÷ ÷ç ç ç= + = + =÷÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷÷ ÷ ÷ç ç ç÷çç è ø è ø è øè øå å å  

( )1 1 1

1
0 1

m
m m k k m

k

m mm m
a a b bmk k

+ - + +

=

æ öæ ö æ öæ ö ÷÷ ÷÷ çç çç= + + + =÷÷ ÷÷ çç çç -÷ ÷ ÷ç ç ç ÷çè ø è ø è øè øå  

1
1 1 1 1

1 0

1 1m m
m m k k m m k k

k k

m m
a a b b a bk k

+
+ - + + + -

= =

+ +æ ö æ ö÷ ÷ç ç= + + =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øå å .  

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na formulata (*)  

za sekoj priroden broj n .  

 

Doka`i gi slednite neravenstva: (zada~a 1.45. - 1.47.) 

1.45. ( )( ) ( )1 2 1 21 1 1 1 ,n nx x x x x x+ + + ³ + + + +   1kx >- , 1,2,k n=   i site kx  se so 

ist znak. (Obop{teno Bernulievo neravenstvo). 
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Re{enie. 1) Za 1n =  imame 1 1(1 ) 1x x+ ³ + .  

2)Pretpostavuvame to~nost na neravenstvoto za n k= , t.e.  

( )( ) ( )1 2 1 21 1 1 1k kx x x x x x+ + + ³ + + + +  , 1kx >- , 1,2,k n=  . 

3) Za 1n k= +  i  1 1kx + >- , bidej}i 0jix x >  , imame   

( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 11 1 1 1 1k k kx x x x x x x+ ++ + + ³ + + + + + =   

( )1 2 1 1 2 11 1k k k kx x x x x x x x+ += + + + + + + + + + + ³ 
 1 2 11 k kx x x x +³ + + + + + . 

 

1.46. ( )1! 2

nnn +< , 1n > . 

Re{enie. 1) Za 2n =  imame ( )
22 12! 2

+< 92 4 < , {to e to~no.  

2) Pretpostavuvame to~nost na neravenstvoto za n k= .  

3) Za 1n k= +   imame   

( ) ( )11 ! ( 1) ! ( 1) 2

kkk k k k ++ = + < + ( )
( )

( ) ( )( )
11 1

1

1 12 1 2 12 22 2 2 211 1

kk k

k

kk k

k

++ +

+
+ ++ += £ =

+ +

. 

Pritoa, go iskoristivme Bernulievoto neravenstvo:  

( ) ( )
11 11 1 1 21 1

k

kk k

+

+ ³ + + =+ + . 

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na neravenstvoto  

za sekoj priroden broj n .  
 

1.47. 1 1 1 13
1 2 2 24n n n+ + + >+ +  , 1n > . 

Re{enie. 1) Za 2n =  imame 
7 13
12 24> , {to e to~no.  

2) Pretpostavuvame to~nost na neravenstvoto za n k= .  

3) Za 1n k= +   imame   

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 3 2 2 1 1n n n k k k k k+ + + = + + + + - >+ + + + + + +   

( )( )
13 1 1 1 13 1 13
24 24 242 1 2 2 1 2 2 1 1k k k k k

> + + - = + >+ + + + + .  

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na neravenstvoto  

za sekoj priroden broj n .  
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1.5.  Neravenstva vo   

 

1.48. Doka`i deka za sekoi , ,a b cÎ  va`i  2 2 2 2a b a c b c+ - + £ - . 

Re{enie: ( )2 2 2 2 2 2 2 2a b a c a b a c+ - + + + + =  

( ) ( )2 2 2 2 2 2a b ca c b cb c b c b c b= + - = = £ ++ +- - - . Zna~i, 

2 2 2 2a b a c+ - + £
2 2 2 2

b cb c
a b a c

+-
+ + +

                    (1) 

Od druga strana,  

                    
2 2 2 2 2 2a b a c b c b c+ + + ³ + = + .                               (2) 

Od (1) i (2) sleduva: 2 2 2 2a b a c+ - + £
b c

b c b c
b c
+- = -+ .  

1.49. Neka 1 2, , , na a a  i 1 2, , , nb b b  se proizvolno izbrani realni broevi. Doka`i 

deka( )
2

2 2

1 1 1

n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

£å å å . Pritoa ravenstvo va`i ako i samo ako k ka bl =m , 

1 k n£ £ , kade {to ,l mÎ  se takvi {to 0l + m ¹ . 

Re{enie. ]e doka`eme deka, ako 1 2, , , na a a  i 1 2, , , nb b b   se realni broevi 

takvi {to 2

1

1
n

k
k=

a =å  i 2

1

1
n

k
k=

b =å , toga{ 
1

1
n

k k
k=

a b £å .  

Navistina, neka 1 2, , , na a a Î   i 1 2, , , nb b b Î  se takvi {to 2

1

1
n

k
k=

a =å  i 2

1

1
n

k
k=

b =å .  

Toga{,    

( )2 2

1 1 1 1

1
2

n n n n

k k k k k k k k
k k k k= = = =

a b £ a b = a b £ a +b =å å å å  

2 2

1 1

1 1 1 11 1 12 2 2 2

n n

k
k k

k= =
= a + b = ⋅ + ⋅ =å å . 

Neka, sega, 1 2, , , na a a  i 1 2, , , nb b b  se proizvolno izbrani realni broevi. Definira- 
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me 
2

1

k
k n

k
k

a

a
=

a =

å
, 

2

1

k
k n

k
k

b

b
=

b =

å
, 1 k n£ £ . Toga{, 2

1

1
n

k
k=

a =å  i 2

1

1
n

k
k=

b =å , pa zaradi 

prviot del od dokazot imame  deka  
1

1
n

k k
k=

a b £å , t.e. 
1 2 2

1 1

1
n

k k
n

k
k k

k k

n
a b

a b=

= =

£å
å å

, t.e.  

2 2

1 1 1

n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

£å å å . Ottuka sleduva 
2

2 2

1 1 1

n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

æ ö÷ç £÷ç ÷çè øå å å .  

S lu~ajot na ravenstvo se ostava na ~itatelot. 

1.50. Doka`i deka za n  pozitivni realni broevi 1 2, , , na a a  takvi {to 

1

1
n

k
k

a
=

£å , va`i 2

1

1n

k
k

na
=

³å . 

Re{enie. Neka { }1 2, , , \ 0na a a +Î   i 
1

1
n

k
k

a
=

£å . Ako za k kaa = , 
1

k
ka

b = , go  

primenime neravenstvoto 
2

2 2

1 1 1

n n n

k k k k
k k k= = =

æ ö÷ç a b £ a b÷ç ÷çè øå å å , od zada~ata 1.49. dobivame   

( ) ( )
2 2

2

1 1 1

1 1n n n

k k
k kk k k

a aa a= = =

æ ö÷ç £÷ç ÷çè øå å å  
2

1 1 1

11
n n n

k
k

k k k

a a
= = =

æ ö÷ç £÷ç ÷çè øå å å  2

1 1

1n n

k
k

k k

n a a
= =

 £å å .  

Od poslednoto i od uslovot 
1

1
n

k
k

a
=

£å , dobivame 2

1

1n

k
k

n a
=

£å , {to treba{e da se 

doka`e.  

1.51. (neravenstvo me|u aritmeti~kata i geometriskata sredina)  

Doka`i deka za n  proizvolni  pozitivni realni broevi 1 2, , , na a a  va`i  

11

1 n n

k k
kk

na an
==

³å  .                                                   (*) 

Pritoa, ravenstvo va`i ako i samo ako 1 2 na a a= = = . 

Re{enie. Bez da se ograni~ime od op{tosta, mo`eme da smetame deka 

1 2 na a a£ £ £ ,  1 na a< .  Neka 
1

1 n

n k
k

A an
=

= å . Lesno se proveruva  deka: 

 (1) 1 n na A a< <   i (2) ( ) ( )( )1 1 1 0n n n n n n nA a a A a a a A A a+ - - = - - > .   

Neravenstvoto (*) }e go doka`eme so principot na matemati~ka indukcija po n . 
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Za 2n =  imame 
( )21 21 2

1 2 02 2
a aa a a a -+ - = ³ .  

Neka (*) va`i za bilo koi ( )1n-  pozitivni broevi. ]e doka`eme deka va`i i 

za n  pozitivni realni broevi.  

Ako go primenime (*) na broevite 1 2 1, , ,n n na a A a a -+ -  , dobivame 

( )1 2 1 1
1 2 3 11

n n n n
n n n

a a A a a a a A a a an
- -

-
+ - + + + ³ + --

  = 

( )( )1 11
2 3 1

n n n nn
n

n

a a a A A a
a a a

A
-

-
+ - -

= =  

( )( )11 2 1 1 2 11 12 3 1
n n nn n n nn nn

n n n

a A A aa a a a a a a aa a a
A A A

- -- --
- -

= + ³  . 

Doka`avme:   

1
n nnA A
n
- ³-

1 2 11 n nn
n

a a a a
A

--
 

( )1
1
nn A

n
- ³-

1
1 2 1

1

n
n n

n
n

a a a a
A

-
-

-

   


1

1
n n
nAA - ³ ( )1 2 1

1
1

n n
na a a a- - 

1 1
1

n
n
nA
- +
- ³ ( )

1
11 2 1 nn na a a a --  n

nA ³ 1 2 1n na a a a- ,   

t.e. nA ³ 1 2 1
n

n na a a a- , {to treba{e da se doka`e.  

Slu~ajot na ravenstvo se ostava na ~itatelot.  

1.52. (neravenstvo me|u harmoniskata i geometriskata sredina)  

Doka`i deka za bilo koi n  pozitivni realni broevi 1 2, , , na a a  va`i    

1

1n

k
k

n

a
=

£
å 1

n

n k
k

a
=
 . 

Re{enie. Stavaj}i 
1

k kaa = , 1 k n£ £  i primenuvaj}i ja zada~ata 1.51. dobiva-

me 

11

1 n n

nk k
kk

n
==

a ³ aå   ( )
11

1 1 1n n

n
k k

kk
n a a

==
 ³å    

    
1

1

1 1 1n

nk
k n k

k

n a
a=

=

 ³å


   
1

1

1
1 1

n

n kn
k

k
k

a

n a
=

=

 £ 
å

  
1

1

1

n

n kn
k

k
k

n a

a
=

=

 £ 
å

.  

1.53. Нека 1 2 1 2, ,... , , , ,...,n na a a b b b  се позитивни реални броеви такви што  
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1 1
1

n n

i i
i i
a b

= =
= =å å . Докажи дека важи неравенството 

2

1
1

n
i

ii

b
a=

³å . 

Решение: I na~in: Од неравенството ( )2 0i ib a- ³  следува 2 22 ,i i i ib b a a³ -   

1,2,...,i n= . Оттука 
2

2i
i i

i

b
b a

a
³ - . Собирајќи ги овие n  неравенства добиваме  

2

1 1 1
2 2 1 1 1

n n n
i

i iii i i

b
b aa

= = =
³ - = ⋅ - =å å å . 

II na~in: Неравенството ќе го докажеме со математичка индукција. За 1n=  имаме 

1 1 1a b= = , па 
2

1

1
1

b
a

= . Да претпоставиме дека неравенството е точно за секои 

1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  такви што 1 2 1 2... ... 1n na a a b b b+ + + = + + + = .  

Сега да разгледаме за 1n+ . Нека 1n n na a a +¢ = +  и 1n n nb b b +¢ = + . Тогаш важи  

1 2 1 1 2 1... ... 1n n n na a a a b b b b- -¢ ¢+ + + + = + + + + =   

и за овие броеви важи индуктивната претпоставка, т.е.  

22 2
1 2

1 2
... 1n

n

bb b
a a a

¢
+ + + ³¢ .  

Нека 
22 2

11 2

1 2 1
... n

n

bb b
A
a a a

-

-
= + + + .  

Тогаш  

2 2
1 12 2

12 22 2 11 1 1
2 2 2 2

1 11 1

n n n n
n n

n nn n n nn n

n n n nn n n n

a b a b
b b

a ab a a bb b
A A A

a a a aa a a a

+ +
+

++ + +

+ ++ +

æ ö÷ç+ + +÷ç ÷ç ÷çæ ö+ è ø÷ç+ + = + + = + ³÷ç ÷ç ÷ç+ +è ø
 

2 2
1 12 2

1 2 2 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1
22 2

1 2

1 2

2
2 ( )

... 1

n n n n
n n

n n n n n n n n

n n n n n n

n

n

a b a b
b b

a a b b b b b b
A A A

a a a a a a
bb b

a a a

+ +
+

+ + + +

+ + +

+ ⋅ +
+ + +

³ + = + = + =
+ + +

¢
= + + + ³

¢

 

Значи неравенството важи и за 1n+ , па важи и за секој природен број n . 

1.54. Doka`i deka, ako 0x y³ >  i 5 5x y x y+ = - , toga{ 4 4 1x y+ < .  
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Re{enie. Ako x y= , toga{ od 5 5 0x y x y+ = - =  dobivame 0x y= = , pa 

neravenstvoto va`i. Neka 0x y> > . Toga{ 5 5 5 50 x y x y x y< - < + = - . Zna~i 

5 5x y x y- < - . Od 5 5 4 3 2 2 3 4( )( )x y x y x x y x y xy y x y- = - + + + + < -  i x y¹  i 

0x y- >  dobivame 4 3 2 2 3 4 1x x y x y xy y+ + + + < .  

Zna~i  

4 3 2 2 3 4 4 41 x x y x y xy y x y> + + + + > + . 

1.55. Doka`i deka za pozitivnite realni broevi ,a b  i c  va`i neravenstvoto  

( )( )( )4 4 41 1 1 25a b c
b c c a a b

+ + + >
+ + +

. 

Re{enie. Dvete strani na neravenstvoto }e gi pomno`ime so  

( )( )( )a b b c c a+ + +  (pritoa zaradi ( )( )( ) 0a b b c c a+ + + >  znakot na neravenstvo 

nema da se smeni), a potoa so sreduvawe na dobieniot izraz go dobivame slednovo 

neravenstvo ekvivalentno so dadenoto:  

3 3 3 2 2 2 2 2 2 7 0a b c a b ab a c ac b c bc abc+ + - - - - - - + > .                             (1) 

Da pretpostavime prvo deka a b= . Toga{ neravenstvoto (1) go dobiva obli-

kot 2 2( 2 5 ) 0c c ac a- + > , odnosno ( )2 2( ) 4 0c c a a- + > . Poslednoto neravenstvo e 

to~no za sekoi , 0a c> . Po analogija se doka`uvaat i slu~aite a c=  i b c= .  

Zatoa da pretpostavime deka a b c< <  (ne se gubi od op{tosta bidej}i , ,a b c  se 

ramnopravni vo po~etnoto neravenstvo). Toga{ neravenstvoto (1) e ekvivalentno 

so  

3 2 2 3 2 2 3 2 2( ) ( ) ( ) 4 0a a b a c abc b b a b c abc c c a c b abc abc- - + + - - + + - - + + > , 

odnosno so 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 4 0a a b a c b b a b c c c a c b abc- - + - - + - - + > .                             (2) 

Zaradi pretpostavkata a b c< <  imame ( )( ) 0a a b a c- - >  i ( ) ( )b b a c c a- < - . 

Ako poslednoto neravenstvo go pomno`ime so b c- , koj e negativen broj,  

dobivame  
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( )( ) ( )( ) ( )( )b b a b c c c a b c c c a c b- - > - - =- - - , 

odnosno ( )( ) ( )( ) 0b b a b c c c a c b- - + - - > . Zaradi poslednoto i ( )( ) 0a a b a c- - > i 

4 0abc>  sleduva to~nosta na (2). Bidej}i (2) e ekvivalentno neravenstvo na po-

~etnoto, dobivame to~nost na tvrdeweto od zada~ata.  

1.56. Doka`i go neravenstvoto 4 1 4 1 4 1 5a b c+ + + + + < , ako 4 1a+ , 4 1b+  

i 4 1c+  se nenegativni realni broevi i 1a b c+ + =  

Re{enie. Od 1a b c+ + =  sleduva deka barem eden od broevite ,a b ,c  e  

pozitiven (vo sprotivno, ako 0, 0, 0a b c£ £ £  bi sleduvalo deka 0a b c+ + £  {to e  

vo sprotivnost so pretpostavkata 1a b c+ + = ). Ne se gubi od op{tosta ako 

pretpostavime deka 0a> . Toga{ imame 2 21 4 1 4 4 (1 2 )a a a a+ < + + = + , odnosno 

1 4 |1 2 | 1 2a a a+ < + = +  (zaradi 0a> ). Na sli~en na~in od 21 4 1 4 4b b b+ £ + +  i 

21 4 1 4 4c c c+ £ + +  sleduva 1 4 |1 2 |b b+ £ +  i 1 4 |1 2 |c c+ £ + . Od pretpostavkata 

deka 1 4 0b+ ³  i 1 4 0c+ ³  dobivame deka 
1
4

b³-  i 
1
4

c³- . Koristej}i gi tie nera-

venstva dobivame 
1 1 11 2 1 2 1 0
4 2 2

b+ ³ - = - = >  i 
11 2 0
2

c+ = > , od kade sleduva deka  

1 4 1 2 , 1 4 1 2a a b b+ < + + £ +  i 1 4 1 2c c+ £ + .  

 Kone~no imame, 

1 4 1 4 1 4 1 2 1 2 1 2 2( ) 3 2 1 3 5a b c a b c a b c+ + + + + < + + + + + = + + + = ⋅ + = . 

1.57. Neka 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n nx x x y y y  se realni broevi takvi {to 1 2 . . . nx x x£ £ £  

и 1 2 ... ny y y£ £ £ .  

Doka`i deka  

        1 1 2 2 1 2 1 2
1... ( ... )( ... )n n n nx y x y x y x x x y y y
n

+ + + ³ + + + + + + .      (1) 

Re{enie. Ако (1) го помножиме со n , и ги измножиме изразите на десната страна 

od (1) добиваме дека неравенството (1) е еквивалентно со  
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1 1 2 2 1 2 1 3 1

2 1 2 3 2 1 2 1

( 1) ( 1) ... ( 1) ...
... ... ... 0

n n n

n n n n n

n x y n x y n x y x y x y x y
x y x y x y x y x y x y -

- + - + + - - - - - -
- - - - - - - - - ³  

Натаму, трансформирајќи ја левата страна од последното неравенство имаме  

1 1 2 1 1 3 1 1 2 2 1 2 2 3 2 2

1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

1 2 1

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) 0

n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

x y y x y y x y y x y y x y y x y y
x y y x y y x y y x y y
x y y x y y x y y

- - - - - - - - -
-

- + - + + - + - + - + + - + +
+ - + - + + - + - +
+ - + - + + - ³
од каде што добиваме 

2 1 2 1 3 1 3 1 3 2 3 2 1 1( )( ) ( )( ) ( )( ) ... ( )( ) 0n n n ny y x x y y x x y y x x y y x x- -- - + - - + - - + + - - ³ (2) 

Притоа, во збирот од левата страна od (2) присутни се сите собироци од видот 

( )( )i j i jy y x x- -  каде i j>  и , 1,2,...,i j n= . Неравенството (2) е точно бидејќи 

1 2 ... nx x x£ £ £  и 1 2 ... ny y y£ £ £ . Zaradi ekvivalentnosta na (1) i (2) sleduva 

deka i (1) e to~no.   

1.58. Neka , ,a b c  se strani vo triagolnik a , ,a b g  soodvetnite agli (izrazeni 

vo radijani). Doka`i deka 
3 2
a b c
a b c
a+ b+ gp p£ <

+ +
. 

Решение. I na~in: Да претпоставиме дека во триаголникот аглите , ,a b g  лежат 

спроти страните , ,a b c  соодветно. Бидејќи во триаголник спроти поголем агол лежи 

поголема страна и обратно, т.е. неравенството a b³  е еквивалентно со неравенството 

a³b , добиваме дека a b-  и a-b  се истовремено негативни или ненегативни па 

( )( ) 0a b- a-b ³ . На сличен начин добиваме дека ( )( ) 0b c- b-g ³  и ( )( ) 0c a- g-a ³ . 

Според тоа  

                ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0a b b c c a- a-b + - b-g + - g-a ³ .                                      (*) 

Последното неравенство го трансформираме и добиваме  

  ( ) ( ) ( ) 0a b ca-b-g+a + -a+b+b-g + -b+g+g-a ³ , т.е. 

 (2 ) ( 2 ) ( 2 ) 0a b ca-b-g + -a+ b-g + -a-b+ g ³ . 

Заменувајќи во последново неравенство a+b+g=p  добиваме  

  (3 ) (3 ) (3 ) 0a b ca-p + b-p + g-p ³ , 

односно 3( ) ( ) 0a b c a b ca+ b+ g -p + + ³  и оттука 
3
a b c
a b c
a+ b+ gp£

+ +
. Да забележиме дека 
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еднаквост важи само во случајот a b c= = .  

Останува уште да се докаже дека 
2

a b c
a b c
a+ b+ g p<

+ +
. Бидејќи збирот на две страни од 

триаголникот е поголем од третата имаме ( ) ( ) ( ) 0b c a c a b a b c+ - a+ + - b+ + - g> .  

Со трансформирање на ова неравенство добиваме  

 ( ) ( ) ( ) 0a b c-a+b+g + a-b+g + a+b-g > .  

Заменувајќи a+b+g=p  добиваме ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 0a b c- a+p + - b+p + - g+p > , т.е. 

2( ) ( ) 0a b c a b c- a+ b+ g +p + + >  кое е еквивалентно со неравенството 
2

a b c
a b c
a+ b+ g p<

+ +
. 

II na~in: Сега да претпоставиме дека a b c£ £  (не се губи од општоста). Бидејќи 

спроти поголема страна во триаголник лежи поголем агол добиваме a£b£g . При таа 

претпоставка применувајќи ja zada~a 1.57. за 3n=  i broevite , , , , ,a b c a b g  i imaj}i 

predvid deka a+b+g=p , добиваме  

 1 1( )( ) ( )
3 3

a b c a b c a b ca+ b+ g³ + + a+b+g = + + p  

од каде што следува 
3

a b c
a b c
a+ b+ g p³

+ +
. Со тоа едното неравенство од задачата е 

докажано. 

Натаму, во триаголник збирот на две страни е поголем од третата, па имаме  

2a b c a+ + > , 2a b c b+ + >  и 2a b c c+ + > .  

Оттука имаме 1 1,
2 2

a b
a b c a b c

< <
+ + + +

 и 1
2

c
a b c

<
+ +

. Користејќи го ова добиваме  

1 1 1 1( )
2 2 2 2 2

a b c a b c
a b c a b c a b c a b c
a+ b+ g p= a+ b+ g< a+ b+ g= a+b+g =

+ + + + + + + +
.   
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1.6.  Supremum i infimum 

 

 

1.59. Doka`i deka mno`estvoto od site  broevi od oblik , , ,m m nn Î  

0 m n< < ,  nema najmal i najgolem element. Najdi infimum i supremum na toa 

mno`estvo.  

Re{enie. Neka { }| , , 0mM m n m nn= Î < <   i neka 
p
q  e najgolem element vo 

M . Od  
p Mq Î  imame deka ,p q Î i p q< . Toga{ i 1 1p q+ < +  , {to zna~i deka 

1
1

p Mq
+ Î+ . Zaradi maksimalnosta na 

p
q   vo M , imame 

1
1

p p
qq

+ £+  {to e 

ekvivalentno so pq q pq p+ £ +  t.e. q p£ . Kontradikcija. Zna~i, ne postoi 

najgolem element vo M . 

Neka sega  
r
s  e najmal element vo M . Toga{, od 1r s s< < + , imame 1

r Ms Î+ .  

Isto taka, 1
r r

ss <+  {to e vo kontradikcija so minimalnosta na 
r
s . 

Zaklu~uvame deka ne postoi najmal element vo M . 

Tvrdime deka sup 1M = . Navistina, 1  e majorant za M , bidej}i 

1,m m Mn n< " Î . Ostana da doka`eme deka 1  e najmal majorant. Da go 

pretpostavime sprotivnoto: deka postoi realen broj 1a <  taka {to 

0 m an< £ ,
m Mn" Î . Toga{,  postoi r Î , taka {to 1 r a> >  ([1],teorema 3, 

str.26). Neka 0
0 00

, ,mr m nn= Î Î  . Od 0a> , sleduva 0r >  t.e. 0 0,m n Î . Od 

0
0

1mr n= < , sleduva  0 0m n< . Doka`avme deka r MÎ , a toa e vo kontradikcija so 

pretpostavkata za a . Zna~i, 1  e najmal majorant za M , t.e. sup 1M = . 
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Sli~no kako vo prviot del od dokazot, }e doka`eme deka inf 0M = . Jasno e 

deka 0  e minorant za M . Neka pretpostavime deka postoi  minorant za M  

pogolem od 0 , neka e toa  b . Toga{,  postoi r Î , taka {to 0b r> > . Neka 

0
0 00

, ,mr m nn= Î Î  . Od 0r > , sleduva  0 0,m n Î . Bidej}i b  e minorant za M , 

imame  0
0

1mr bn= < < , pa sleduva 0 0m n< . Doka`avme deka r MÎ , a toa e vo 

kontradikcija so pretpostavkata za b . Zna~i, 0  e najgolem minorant za M , t.e. 

inf 0M = . 

1.60. Neka ,AB  se ograni~eni podmno`estva od   i { }| ,A B a b a Ab B+ = + Î Î . 

Doka`i deka: 

 a) sup( ) sup supA B A B+ = +   

b) inf( ) inf infA B A B+ = + . 

Re{enie. a) Neka supu A=  i supv B= . Toga{, u v+  e majorant na A B+ , 

bidej}i a b u v+ £ + , za sekoi a AÎ  i b BÎ . ]e doka`eme deka u v+  e najmal 

majorant. Ako z Î  e majorant za A B+  takov {to z u v< + , t.e. va`i z u v- < , 

toga{, bidej}i  supv B= , postoi b B¢ Î  takov {to z u b v¢- < £ , t.e z b u¢- < . Od 

supu A= , sleduva deka postoi a A¢ Î  takov {to z b a u¢ ¢- < £ . Zna~i, z a b¢ ¢< +  za 

nekoi a A¢ Î  i b B¢ Î , t.e. z  ne e majorant na A B+ .  

Dobivme: sup( ) sup supA B u v A B+ = + = + .  

b) Neka infs A=  i inft B= . Toga{, s t+  e minorant na A B+ , bidej}i 

s t a b+ £ + , za sekoi a AÎ  i b BÎ . ]e doka`eme deka s t+  e najgolem minorant. 

Neka z Î  e minorant za A B+  pogolem od s t+ , t.e. va`i z s t- > . Bidej}i  

inft B= , postoi b B¢ Î  takov {to z s b t¢- > ³ , t.e z b s¢- > . Od infs A= , sleduva 

deka postoi a A¢ Î  takov {to z b a s¢ ¢- > ³ . Zna~i, z a b¢ ¢> +  za nekoi a A¢ Î  i 

b B¢ Î , t.e. z  ne e minorant na A B+ . Dobivme: inf( ) inf infA B s t A B+ = + = + . 
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1.61. Neka  ,AB  se ograni~eni podmno`estva od + i  { }| ,A B a b a B a B⋅ = ⋅ Î Î . 

Doka`i deka: 

 a) sup( ) sup supA B A B⋅ = ⋅ ; 

 b) inf( ) inf infA B A B⋅ = ⋅ . 

Re{enie. a) Neka supu A=  i supv B= . Ako 0u =  (ili 0v = ), toga{ { }0A=   

(ili { }0B = ), pa tvrdeweto e trivijalno. Zatoa }e pretpostavime deka 0uv> .   

Toga{, uv  e majorant na A B⋅ , bidej}i ab uv£ , za sekoi a AÎ  i b BÎ . ]e 

doka`eme deka uv  e najmal majorant. Neka z Î  e takov {to z uv< , t.e. va`i 

z vu <  (da se potsetime deka 0u > ). Bidej}i  supv B= , postoi b B¢ Î  takov {to 

z b vu ¢< £ , t.e 
z u
b

<¢ . Od supu A= , sleduva deka postoi a A¢ Î  takov {to  

z a u
b

¢< £¢ . Zna~i, z a b¢ ¢<  za nekoi a A¢ Î  i b B¢ Î , t.e. z  ne e majorant na A B⋅ .  

Dobivme: sup( ) sup supA B u v A B⋅ = ⋅ = ⋅ .  

b) Neka infs A=  i inft B= . Toga{, st  e minorant za A B⋅ , bidej}i st ab£ , za 

sekoi a AÎ  i b BÎ . ]e doka`eme deka st  e najgolem minorant. Ako 0s =  i 0t = , 

toga{ za sekoe 0z > , postoi a A¢ Î  i b B¢ Î  taka {to 0z a ¢> ³  i 0z b¢> ³ , t.e 

0z a b¢ ¢> ³ . Zna~i, vo toj slu~aj, ( )inf 0A B⋅ = , i ravenstvoto e doka`ano. Zatoa, }e 

pretpostavime deka, na primer, 0s> . Neka pretpostavime deka postoi z +Î   

minorant za  A B⋅  takov {to z st> , t.e 
z ts > . Od inft B= , sleduva deka postoi 

b B¢ Î  takov {to  
z b ts ¢> ³ , t.e. 

z s
b

>¢ . Od infs A= , sleduva deka postoi a A¢ Î  

takov {to 
z a s
b

¢> ³¢ . Zna~i, z a b¢ ¢>  za nekoi a A¢ Î  i b B¢ Î , t.e. z  ne e minorant 

na A B⋅ . Dobivme deka st  e najgolem minorant za A B⋅ , t.e. go doka`avme 

ravenstvoto: inf( ) inf infA B st A B⋅ = = ⋅ . 

1.62. Neka  A  e ograni~eno podmno`estvo od   i neka 0c> . Doka`i deka za 

mno`estvoto { }|cA cx x A= Î  va`i: 
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a) sup( ) supcA c A= ; 

b) inf( ) infcA c A= . 

Re{enie. a) Neka supu A= . Toga{ , cu  e majorant za cA , bidej}i cx cu£ , za 

sekoj x AÎ . ]e doka`eme deka cu  e najmal majorant. Neka z Î  e takov {to 

z cu< , t.e. va`i 
z uc < . Zaradi  supu A= , postoi x A¢ Î  takov {to 

z x uc ¢< £ . 

Zna~i, z cx ¢<  za nekoj x A¢ Î  t.e. z  ne e majorant za cA . Dobivme: 

sup( ) supcA cu c A= = .  

b) Neka infs A= . Toga{, bidej}i cs cx£ , za sekoj x AÎ , sleduva deka  cs  e  

minorant za cA . ]e doka`eme deka cs  e najgolem minorant. Neka z +ÎR  e 

minorant za cA  takov {to z cs> , t.e 
z sc > . Od infs A= , sleduva deka postoi 

x A¢ Î  takov {to  
z x sc ¢> ³ . Zna~i, z cx ¢>  za nekoj  x A¢ Î , t.e. z  ne e minorant za 

cA . Dobivme deka cs  e najgolem minorant za cA , t.e. go doka`avme ravenstvoto: 

inf( ) infcA cs c A= = . 

1.63. Ako A  e ograni~eno od gore mno`estvo pozitivni realni broevi, 

doka`i deka ( )sup sup nnA A= , kade {to { }|n nA a a A= Î .  

Re{enie.  Neka supu A= . Toga{ , nu  e majorant za nA , bidej}i n na u£ , za  

 

sekoj a AÎ . ]e doka`eme deka nu  e najmal majorant. Neka z +Î   e majorant za 

nA  takov {to nz u< , t.e. va`i n z u< . Zaradi  supu A= , postoi a A¢ Î  takov 

{to n z a u¢< £ . Zna~i, nz a¢<  za nekoj a A¢ Î  t.e. z  ne e majorant za nA . 

Dobivme: ( )sup sup nn nA u A= = .  

1.64. Neka A  e podmno`estvo od { }\ 0+ . Go definirame mno`estvoto 

{ }1 1 |A x Ax
- = Î .  Doka`i deka ako mno`estvata A  i 1A-  se ograni~eni, toga{ 

va`i: 
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a) 1 1sup( )
inf

A
A

- = ; 

b) 1 1inf( )
sup

A
A

- = . 

Re{enie. a) Neka infu A= . Ja otfrlame mo`nosta 0u = . Vo sprotivno, ako  

0u = , toga{ 1A-  ne e ograni~eno. Navistina, neka M  e proizvolen  pozitiven 

realen broj. Toga{ 
1 0M >  i  zaradi inf 0A= , postoi x A¢ Î  takov {to 

1 0xM
¢> > . Sleduva postoi 11 A

x
-Î¢  takov {to 

1 M
x

>¢ . Zna~i, 0u > .  

]e doka`eme deka  11 sup( )Au
-= . Od infu A=  imame deka za sekoj x AÎ , 

x u³ , t.e. 
1 1
x u£ , pa sleduva  

1
u  e majorant za 1A- . ]e doka`eme deka 

1
u  e najmal 

majorant za 1A- . Neka 
1
u  ne e najmal majorant, t.e. postoi majorant  { }\ 0z +Î  za 

1A-  takov {to 
1z u< , t.e. va`i 

1u z< . Zaradi  infu A= , postoi x A¢ Î  takov {to 

1u x z¢£ < .  Zna~i, 
1 1z ux

< £¢  za nekoj 11 A
x

-Î¢  t.e. z  ne e majorant za 1A- . 

Dobivme: 1 1 1sup( )
inf

A u A
- = = .  

b) Bidej}i ( ) 11A A
-- = , koristej}i go ravenstvoto pod a) dobivame:  

( )
1

11

1 1inf( )
supsup

A
AA

-
--

= = . 

1.65. Neka { }\ 0A +Ì , B +Ì  . Definirame mno`estvo { }| ,B b a Ab BaA
= Î Î . 

Ako A  i B  se ograni~eni mno`estva, doka`i deka:  

a) ( ) infinf
sup

B B
A A

= ; 

b) ( ) supsup
inf
BB

A A
= . 
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Re{enie. a) Neka supu A=  i infv B= . Bidej}i { }\ 0A +Ì , 0u > . Od u  e 

majorant za A  i v  e minorant za B , imame deka ,a u a A£ " Î  i  ,v b b B£ " Î .. Od 

ovde sleduva deka , ,b v a A b Ba u³ " Î " Î   t.e. 
v
u   e minorant za 

B
A

. ]e doka`eme 

deka  
v
u  e najgolem minorant za 

B
A

.  Neka pretpostavime  deka  postoi z +Î  , z  e 

minorant  za  
B
A

  i  
vz u> , t.e. zu v> . Bidej}i  infv B= , postoi  b B¢ Î  takov {to  

zu b v¢> ³  t.e. 
bu z
¢> . Bidej}i  supu A=  i 

b uz
¢ < , postoi a A¢ Î , 

b a uz
¢ ¢< £ , t.e. 

bz
a
¢> ¢

, za a A¢ Î  i b B¢ Î . Poslednoto e vo kontradikcija so z  e minorant  za  
B
A

. 

Zna~i,  ( ) infinf sup
B v B

uA A= = .  

b) ( ) ( )
.1 1 sup1sup sup( ) sup sup sup inf inf

BB BA B BAA A A
- -= = = =

1.61 1.64.
.  

1.66. Neka A  e mno`estvo broevi koi se sprotivni po znak od broevite vo 

mno`estvoto B . Doka`i deka: 

a) inf supA B=- ; 

b) sup infA B=- . 

Re{enie. a) Neka infs A= . Toga{, bidej}i s x- ³- , za sekoj x A B- Î- = , 

sleduva deka  s-  e majorant za B . ]e doka`eme deka s-  e najmal majorant za B . 

Neka z Î  e majorant za B  takov {to z s<- , t.e z s- > . Od infs A= , sleduva 

deka postoi a A¢ Î  takov {to  z a s¢- > ³ . Zna~i, z a s¢<- £-  za nekoj 

a A B¢- Î- = , t.e. z  ne e majorant za B . Dobivme deka s-  e najmal majorant za B , 

t.e. go doka`avme ravenstvoto: ( )inf supA s s B= =- - =- . 

b) Bidej}i B A- = , koristej}i go ravenstvoto pod a) dobivame:  

inf ( sup ) supB A A- =-- = .  

1.67. Opredeli supM  i infM za { }2| , 2r r rM Î <=  . 
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Re{enie. Od 2 2,r r M< " Î , t.e. 2r <  sleduva deka 2  e majorant, a 2-  e  

minorant za M . Tvrdime deka sup 2M = . Ostana da doka`eme deka 2  e najmal  

majorant. Da go pretpostavime sprotivnoto: deka postoi realen broj 2a <  koj e 

majorant za M . Toga{,  postoi r ¢ Î , taka {to 2 r a¢> >  ([1],teorema 3, str.26), 

t.e. 2 2r ¢ < . Zna~i, najdovme r M¢ Î  takov {to r a¢ > , {to e vo kontradikcija so a  

e majorant na M . Doka`avme deka 2  e najmal majorant, t.e. sup 2M = . 

]e doka`eme deka inf 2M =- . Neka 2a >- . Toga{,  postoi r ¢ Î , taka 

{to 2a r ¢> >-  ([1],teorema 3, str.26), t.e. 2 2r ¢ < . Zna~i, ako  2a >- , toga{ a  

ne e minorant za M . Dobivme 2-  e najgolem minorant za M , t.e. inf 2M =- . 

1.68. Najdi supremum, infimum, maksimum, minimum  na mno`estvata: 

  { }1 |0 1A x x= Î < < ,   { }2 |0 1A x x= Î £ < ,   

{ }3 | 0 1A x x= Î < £       i  { }4 | 0 1A x x= Î £ £ . 

Re{enie.  1 2 3 4sup sup sup sup 1A A A A= = = = ; 3 4max max 1A A= = ;  

1 2 3 4inf inf inf inf 0A A A A= = = = ; 2 4min min 0A A= = . 

1.69. Neka ,XY Í   se neprazni, X  e ograni~eno mno`estvo od desno i 

Y XÍ . Doka`i deka Y  e ograni~eno mno`estvo od desno i sup supY X£ . 

Re{enie. Neka supu X= , toga{ za sekoj y Y XÎ Í  imame y u£ . Zna~i, u  e 

majorant na Y . Bidej}i supY  e najmaliot majorant za Y , sleduva deka  

sup supY u X£ = .  

1.70. Neka ,XY Í   se neprazni, Y  e ograni~eno mno`estvo od levo i X YÍ . 

Doka`i deka X  e ograni~eno mno`estvo od levo i inf infY X£ . 

Re{enie. Neka infv Y= . Toga{ za sekoj x X YÎ Í  imame v x£ . Zna~i, v  e 

minorant na X . Bidej}i infX  e najgolemiot minorant za X , sleduva deka 

inf infY v X= £ .  
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1.71. Neka R XÉ ¹Æ  i R YÉ ¹Æ . Ako za sekoj x XÎ , postoi y YÎ  takov 

{to x y£ , doka`i deka toga{ sup supX Y£ . 

Re{enie. Neka x XÎ  e proizvolno izbran. Od uslovot imame deka postoi 

y YÎ  takov {to x y£ , a bidej}i supy Y£ , imame  deka  sup ,x Y x X£ " Î . Taka, 

supY  e majorant za X . Bidej}i supX  e najmaliot majorant za X , zaklu~uvame 

deka sup supX Y£ . 

1.72. Neka XÉ ¹Æ  i YÉ ¹Æ . Ako za sekoj x XÎ i za sekoj y YÎ  va`i 

x y£ , doka`i deka sup infX Y£ . 

Re{enie. Neka x XÎ . Od x y£  za sekoj y YÎ , sleduva deka x  e minorant za 

Y . Bidej}i infY  e najgolemiot minorant za Y , imame infx Y£ . Od 

proizvolnosta na  x XÎ  sleduva deka  infY  e majorant za X . Bidej}i supX  e 

najmaliot majorant za X , sleduva sup infX Y£ .  

1.73. Za daden realen broj x , neka { }|xA y y x= Î £ , { }|xB y y x= Î ³ . 

Doka`i deka sup infx xA B x= = . 

Re{enie. Od x y£  za sekoj xy BÎ , sleduva deka x  e minorant za xB . ]e 

doka`eme deka x  e najgolem minorant. Ako x z< , toga{,  postoi r Î , taka {to 

z r x> >  ([1],teorema 3, str.26), pa zna~i z  ne e minorant za xB . Dobivme 

inf xB x= . Sli~no se doka`uva deka sup xA x= .  

1.74. Neka A  i B  se ograni~eni neprazni podmno`estva od  . Doka`i deka: 

a) ( ) { }sup max sup ,supA B A BÈ = , 

b) ( ) { }inf min inf ,infA B A BÈ = . 

Re{enie. a) Neka  supu A=  i supv B= . Neka x A BÎ È  e proizvolno izbran. 

Toga{, x AÎ  ili x BÎ . Ako x AÎ , toga{ { }max ,x u u v£ £ . Ako x BÎ , toga{ 

{ }max ,x v u v£ £ . Vo sekoj slu~aj, za proizvolno x A BÎ È , { }max ,x u v£ , t.e. 

{ }max ,u v  e majorant za A BÈ . ]e doka`eme deka { }max ,u v  e najmal majorant za 



1.6. Supremum i infimum 

 63

A BÈ . Neka pretpostavime sprotivno, t.e. deka postoi z  majorant za A BÈ  i 

{ }max ,z u v< . Toga{, z u<  ili z v< . Ako z u< , od supu A= , imame deka postoi 

a A A BÎ Ì È  takov {to z a u< £ , pa dobivame kontradikcija so z  e majorant za 

A BÈ . Ako z v< , od supv B= , imame deka postoi b B A BÎ Ì È  takov {to 

z b v< £ , pa povtorno dobivme kontradikcija so z  e majorant za A BÈ . 

Zaklu~uvame deka { }max ,u v  e najmal majorant za A BÈ , t.e.  

( ) { } { }sup max , max sup ,supA B u v A BÈ = = . 

b) Sli~no kako pod a).  

1.75. Neka  { }1 |2 2 1
nA nn=  Î+  . Doka`i deka inf 0A=  i sup 1A= . 

Re{enie. Za nÎ  imame  
1 1 1 02 2 1 2 2 1 2(2 1)

n n
n n n

 ³ - = >+ + +
. Zna~i, 0  e 

minorant za A . ]e doka`eme deka 0  e najgolem minorant. Neka z Î  e takov 

{to 0z > . ]e doka`eme deka z  ne e minorant za A . Treba da najdeme element od 

A  {to e pomal od z , t.e. za nekoj priroden broj n  da va`i 

1
2 2 1

nz n> - +
1 1
4 2n z > - . Neka 0

1 1 14 2n z
é ù= - +ê úë û

, toga{ za 0n n>  imame 

1 02 2 1
nz n> - >+ .  Zna~i, z  ne e minorant za A . Dobivme deka 0  e najgolem 

minorant za A , inf 0A= . 

]e doka`eme deka sup 1A= . Za sekoj n Î  imame ( )1 11 02 2 1 2(2 1)
n
n n

-  ³ >+ +
  

t.e. 
11 2 2 1

n
n>  + , zna~i, 1  e majorant za A . ]e doka`eme deka  e najmal majorant. 

Neka t +Î  e takov {to 1t < . Neka 0
1 2 1 2
4( 1) 4( 1)

t tn
t t

é ù- -= £ê ú- -ê úë û
, toga{ za  0n n>  imame  

0

0

1 11 2 2 1 2 2 1
n n tn n> + > + ³+ + .  Zna~i, t  ne e majorant za A . Dobivme deka 1  e 

najmal majorant za A , sup 1A= . 
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Opredeli infimum i supremum (ako postojat) na slednite mno`estva i 

proveri dali se tie minimum i maksimum. (zada~a 1.76.-1.79.). 

1.76. { }3 1 |5 2
nA nn
-= Î+  . 

Re{enie. Za sekoj n Î  imame  
3 1 2
5 2 7
n
n
- ³+ . Bidej}i 

2 3 1 1
7 5 1 2 A⋅ -= Î⋅ + , zna~i 

deka 
2
7  e najmal element vo A , t.e. 

2min 7A= . Sleduva deka 
2inf 7A= . ]e 

doka`eme deka 
3sup 5A= . Za sekoj n Î  imame  

3 3 1 11 05 5 2 5(5 2)
n
n n
-- = >+ +

  t.e. 

3 3 1
5 5 2

n
n
-> + , zna~i, 

3
5  e majorant za A . ]e doka`eme deka  e najmal majorant. Neka 

t +Î  e takov {to 
3
5t < . Neka 0

1 2 1 213 5 3 5
t tn t t

+ +é ù= + >ê ú- -ë û
, toga{ za  0n n>  imame 

3 1
5 2
n tn
- >+ .  Zna~i, t  ne e majorant za A . Dobivme deka 

3
5  e najmal majorant za A , 

3sup 5A= . Za sekoj priroden broj n , 
3 1 3

55 2
n
n
- ¹+ , zna~i 

3
5 AÏ . Taka,  mno`estvoto 

A  nema najgolem element.  

1.77. { }1A nn= Î . 

Re{enie. Za sekoj n Î  imame  
1 0n > . Zna~i, 0  e minorant za A . ]e 

doka`eme deka e najgolem minorant. Neka z Î  e takov {to 0z > .  Spored 

Arhimedovoto svojstvo, postoi priroden broj n , takov {to 1nz > , t.e. 
1 0z n> > .  

Zna~i, z  ne e minorant za A .  Dobivme deka 0  e najgolem minorant za A , 

inf 0A= . Za sekoj priroden broj n , 
1 0n ¹ , zna~i 0 AÏ . Taka,  mno`estvoto A  

nema najmal element. 

]e doka`eme deka sup 1A= . Za sekoj nÎ  imame  
1 11 0n
n n

-- = ³   t.e. 
11 n³ , 

zna~i, 1  e majorant za A . Bidej}i 
11 1 A= Î , zna~i deka 1  e najgolem element vo 

A , t.e. max 1A= , pa sup 1A= .  
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1.78. ( ){ }3 1
1 |

n

A n
n
-= + Î . 

Re{enie. Za n Î  imame  
( )3 1 3 31 1 2

n n
n n n
- -+ ³ - = ³- . Zna~i, 2-  e 

minorant za A . ]e doka`eme deka e najgolem minorant. Neka z Î  e takov {to 

2z >- . Za 0 1n =  imame 
0

31 2z n> - =- .  Zna~i, z  ne e minorant za A . Dobivme 

deka 2-  e najgolem minorant za A , inf 2A=- . Isto taka, min 2A=- . 

]e doka`eme deka 
5sup 2A= . Za sekoj n Î  imame   

( ) ( ) ( )3 1 5 2 6 1 3 6 15 1 02 2 2

n n nn n n
n n n
- - - - - -- - = = ³ ,  t.e. 

( )3 15 12

n

n
-³ + , 

zna~i, 
5
2  e majorant za A . ]e doka`eme deka  e najmal majorant. Neka t +Î  e 

takov {to 
5
2t < . Za 0 2n = , imame 

( )
0

03 1 3 51 1 2 2

n
tn

-+ = + = > .  Zna~i, t  ne e majorant 

za A . Dobivme deka 
5
2  e najmal majorant za A   t.e. 

5sup 2A= .  Isto taka, 

5max 2A= .  

1.79. 
1

1 |
3

n

k
k

A n
=

ì üï ïï ï= Îí ýï ïï ïî þ
å  . 

Re{enie. Za sekoj n Î  imame  
1

1 1 033

n

k
k=

- ³å   t.e. 
1

1 1
33

n

k
k=

³å , zna~i, 
1
3  e 

minorant za A . ]e doka`eme deka e najgolem minorant. Neka z Î  e takov {to 

1
3z> . Za 0 1n =  imame 

1

1

1 1
33kk

z
=

> =å .  Zna~i, z  ne e minorant za A . Dobivme deka 

1
3  e najgolem minorant za A , t.e.  

1inf min 3A A= = .  

]e doka`eme deka 
1sup 2A= . Navistina, za sekoj priroden broj n  imame   

1 1

1

1 11 11 1 13 3
3 1 2 23 1 3

n n n
k

k

- -

=

- -
= = <

-
å . Zna~i, 

1
2  e majorant za A . Da pretpostavime deka 
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postoi realen broj 10 2a< <  taka {to 
1

1

111 3
23

n n
k

k
a

-

=

-
= <å , n" Î . Ako izbereme 

0 3
3log 11 2n a

é ù= +ê ú-ë û
, za 0n n>  imame 0 3 3

3 3log 1 log1 2 1 2n n a a
é ù> = + >ê ú- -ë û

   

( )31 log 1 2n a- >- -   1 13 1 2
n

a
- > -   1

1 2 1
2 2 3n
a

-
- >

⋅
   1

1 1 2 1 1
2 2 2 2 3n

aa -
-= - < -

⋅
. 

Kontradikcija. Zna~i, 
1
2  e najmal majorant za A  t.e. 

1sup 2A= .  

1.80. Neka A  e ograni~eno podmno`estvo od  . Doka`i deka: 

a) supA M=  M  e majorant za A  i ( 0, x A"e> $ Î  takov {to  

M x M-e < £ ). 

b) infA m=  m  e minorant za A  i ( 0, x A"e> $ Î  takov {to  

m x m£ < +e ). 

Re{enie. a) Neka supA M= , t.e M  e najmal majorant za mno`estvoto A . 

Ako go pretpostavime sprotivnoto, t.e. 0, x A$e> " Î  da va`i x M£ -e , 

dobivame majorant za A  {to e pomal od M . Kontradikcija. Zna~i, imame 

0, x A"e> $ Î  takov {to M x M-e < £ . 

Za obratnoto, neka M  e majorant za mno`estvoto A  i neka va`i: 

0, x A"e> $ Î  takov {to M x M-e < £ . Tvrdime deka M  e najmal majorant za A . 

Da go pretpostavime sprotivnoto, t.e. deka postoi pomal majorant za A  i neka e 

toa z . Toga{ za  0M ze = - > , postoi x AÎ   takov {to  ( )z M M z x M= - - < £ .  

Kontradikcija. Zna~i, supA M= .  

b) Neka infA m= , t.e m  e najgolem minorant za mno`estvoto A . Ako  

pretpostavime deka 0, x A$e> " Î  va`i m x+e £ , dobivame minorant za A  {to e 

pogolem od m . Dobivme kontradikcija. Zna~i, 0, x A"e> $ Î  takov {to 

m x m£ < +e . 

Za obratnoto, neka m  e minorant za mno`estvoto A  i neka va`i:  
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0, x A"e> $ Î  takov {to m x m£ < +e . Tvrdime deka m  e najgolem minorant za 

A . Da go pretpostavime sprotivnoto, t.e. deka postoi pogolem minorant z  za A . 

Toga{ za  0z me = - > , postoi x AÎ   takov {to m x m m z m z£ < +e= + - = . 

Kontradikcija. Zna~i, infA m= . 

1.81. Dadeno e mno`estvo { }1 |3 3 1
nA nn=  Î+  . Opredeli supA  i infA . 

Re{enie. Za sekoj n Î  va`i  
1 1
3 3 1 3 3 1

n n
n n- < ++ + . Zatoa 1inf infA A=  i  

2sup supA A= , kade { }1
1 |3 3 1

nA nn= - Î+   i { }2
1 |3 3 1

nA nn= + Î+  .  

Bidej}i  za sekoj priroden broj n , ( )
1 1 03 3 1 3 3 1

n
n n- = >+ + , sleduva deka  0  e 

minorant za  mno`estvoto 1A . Tvrdime deka 10 infA= . Neka 0e>  e dadeno.  

Izbirame 0
1 3 1 319 9n - e - eé ù= + >ê úe eë û

. Toga{ 0

0

1
3 3 1

nx An= - Î+  i  va`i  0 x< < e .  

Od 
1 1 2
3 3 1 3 3 3

n n
n n+ < + =+  sleduva deka  

2
3  e majorant za  mno`estvoto 2A . Tvrdime 

deka 2
2 sup3 A= . Neka 0e >  e dadeno. Izbirame 0

1 3 1 319 9n - e - eé ù= + >ê úe eë û
. Toga{ 

0
2

0

1
3 3 1

nx An= + Î+  i  va`i  
2
3 x-e< . Sleduva deka 2

2 sup3 A= . Kone~no, imame 

inf 0A=  i 
2sup 3A= . 

1.82. Opredeli supA  i infA  ako  { }2 |A nn= Î . 

Re{enie. Za 1n ³   imame 
2 2 21n £ = . Zna~i, 2  e majorant za A . Bidej}i 

22 1 A= Î , sleduva deka 2 supA= . ]e doka`eme deka  inf 0A= . Jasno e deka 0  e 

minorant za A . Neka 0e >  e dadeno. Izbirame 0
2 21n é ù= + >ê úe eë û

. Toga{,  
0

2x An= Î  

i  va`i  0 0x< < +e . Zna~i, inf 0A= . 
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1.83. Neka [ )0,AÌ ¥  i neka   ( )( )nn x A" Î $ Î  takvo {to 
1

nx n£ . Doka`i deka 

inf 0A= . 

Re{enie. Bidej}i [ )0,AÌ ¥ , sleduva deka za sekoj x AÎ , 0x ³ , t.e. 0  e 

minorant za A . Neka 0e >  e proizvolno izbran broj. ]e doka`eme deka postoi 

x Ae Î  takov {to 0xe < +e = e . Od Arhimedovoto svojstvo imame deka postoi 

0n Î  takov {to 0 1n e >  t.e. 
0

1
n < e . Od uslovot na zada~ata, za sekoe n , pa i za 

ova 0n , postoi 0nx AÎ  takvo {to 0 0

1
nx n£ . No,  

0

1
n < e  pa dobivme deka postoi 

0nx x Ae = Î  takvo {to 0nx xe = <e . Zna~i, inf 0A= . 

1.84. Neka [ )1,AÌ ¥  i neka   ( ) ( )nn r A" Î $ Î Ç   takvo {to 2
2

12 1n nr r n- > - . 

Doka`i deka inf 1A= . 

Re{enie. Bidej}i [ )1,AÌ ¥ , sleduva deka za sekoj x AÎ , 1x ³ , t.e. 1  e  

minorant za A . Neka 0e >  e proizvolno izbran broj. ]e doka`eme deka postoi 

x Ae Î  takov {to 1xe < +e . Od Arhimedovoto svojstvo imame deka postoi 0n Î  

takov {to 0 1n e > t.e. 
0

1
n < e . Od uslovot na zada~ata, za sekoe n , pa i za ova 0n ,  

postoi 0nr AÎ Ç  takvo {to 00
2

2
0

12 1n nr r n- > - .  Poslednoto e ekvivalentno so  

( )
0

2
2 0

1 1nrn > - , t.e. 0 0

11nr n- < . 

Bidej}i 0nr AÎ , imame deka 0 1nr ³ .  Od  
0

1
n < e   dobivme deka postoi 0nx r Ae = Î  

takvo {to 0 0

11 1 1nx r ne£ = < + < +e . Zna~i, inf 1A= . 

1.85. Najdi:  a) inf sup
n m

m
m nÎ Î + 

;  b) sup inf
mn

m
m nÎÎ +

; 

      v) inf sup
n m

m n
m nÎ Î

-
+ 

;  g) sup inf
mn

m n
m nÎÎ

-
+

. 
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        Re{enie. a) { }sup sup | 1
m

m m mm n m nÎ
= Î =+ +

  (vidi ja zada~ata 1.59.), pa 

imame inf sup 1
n m

m
m nÎ Î

=+ 
. 

b) Za sekoj m Î  imame  

2 21 01
m m m m mn m m mn n nm n m n

+<  + + < + + +  <+ + + . Poslednovo nera-

venstvo e to~no, pa najmaliot element na mno`estvoto { }m mm n Î+   se dobiva za 

1m = , t.e. 
1inf 1m

m
m n nÎ

=+ +
. Natamu, 

1 1
1 1 1n n>+ + + , pa sleduva  

1 1 1sup inf sup 1 1 1 2mn n

m
m n nÎÎ Î

= = =+ + + 
. 

v) { } { }sup sup sup |
m

m n m n m nm mm n m n m n m nÎ

- -= Î = - Î =+ + + +
   

{ } { } { }1sup | inf 1 infm nm m n mm n m n m n= Î - Î = - Î =+ + +     

1 0 1n= - ⋅ = , pa imame inf sup 1
n m

m n
m nÎ Î

- =+ 
.  

g) { } { }inf inf inf |
m
m n m n m nm mm n m n m n m nÎ

- -= Î = - Î =+ + + +
   

{ } { } { }1inf | sup | 0 sup |m nm m n mm n m n m n= Î - Î = - Î =+ + +    

0 1n n= - ⋅ =- ,  pa  imame   { }sup inf sup |
mn

m n n nm nÎÎ

- = - Î =+
  

{ }inf | 1n n=- Î =-  (vidi gi  zada~ite 1.60.,  1.61. i 1.65.).  
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1.7. Binomna formula 

 

Za ,a bÎR  i  n ÎN  va`i formulata:      ( )
0

nn n k k

k

n
a b a bk

-
=

æ ö÷ç+ = å ÷ç ÷çè ø
.                          

Pri toa 
( )

( )! , 0,1,2,
! !

n n k nk k n k
æ ö÷ç = =÷ç ÷ç -è ø

 , kade {to  ! 1 2k k= ⋅ ⋅ ) za k ÎN i  0! 1= . 

Koeficientot 
n
k
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 go vikame binomen koeficient.  

 

Zada~i 

 

1.86. Razvij go binomot spored binomnata formula. 

1)  ( )53 2x+ ;             2) ( )
43

2
x
y+ ;               3) ( )42 3x x+ - . 

Re{enie:   

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 0 1 2 3 4 55 5 5 55 55 4 3 2 1 0
50 1 2 3 43 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2x x x x x x x+ = + + + + + =  

2 3 4 5243 810 1080 720 240 32x x x x x= + + + + + . 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 0 3 1 2 2 1 3 0 444 4 4 4

0 31 2 4
3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2
x x x x x x
y y y y y y

æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷è ø è ø è ø è ø è øç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷
+ = + + + + =  

4 3 2

2 3 4
3 27 54 81

16 2 2
x x x x

y y y y= + + + + . 

v) ( ) ( )( )442 23 3x x x x+ - = + - = ( )( ) ( ) ( )( ) ( )4 30 12 24 4
10 3 3x x x x- + - +  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 02 3 42 2 2
44 4
32 4

3 3 3x x x x x x+ - + - + - =  

8 7 6 5 4 3 24 6 32 19 96 54 108 81x x x x x x x x= + - - + + - - + .  

1.87. So primena na binomnata formula presmetaj: 
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a) 101.03    to~no na ~etiri decimalni mesta. 

b) 60.98    to~no na pet decimalni mesta. 

Re{enie.  a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 10 10 101010 0 1 2 3
0 1 2 31.03 1 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03= + = + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 10 10 10 10 10104 5 6 7 8 9 10
54 6 7 8 9 100.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 1.3439+ + + + + + + =

        b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 6 6 6 666 0 1 2 3 4
0 1 2 3 40.98 1 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02= - = - + - + -  

( ) ( )66 5 6
5 60.02 0.02 0.88584- + = .  

1.88. Opredeli go sedmiot ~len od razvojot na binomot 

a)  ( )12x a- ;   b)  
8

3 2a bb
æ ö÷ç + ÷ç ÷çè ø

 

Re{enie.   a) ( ) ( )12 12 6 6 66
6 1 6 924T x a x a-
+ = - = . 

b) ( ) ( )
8 6

68 2
6 1 6

3 2 5376aT b a bb

-

+
æ ö÷ç= =÷ç ÷çè ø

.  

1.89.  Najdi go onoj ~len od razvojot na binomot: 

a) ( )1 1
3 2

11

x x+  {to go sodr`i 5x ;  

b) ( )92 1x x-   {to ne go sodr`i x . 

Re{enie.  a) ( )( ) ( ) ( )1
2

11 1111
1

22
1
3

6
k k

k
k

kk
T xx x

-
+

+

= =  . Od 
22 56
k+ =  sleduva deka 8k = , 

od kade {to zaklu~uvame deka devettiot ~len  od razvojot ne go sodr`i 5x , odnos-

no  5
8 1 165T x+ = . 

b) ( )( ) ( ) ( )( )9 9 92 18 2
1

1 1k
k k k k

k k

k
T x xx

- - -
+ = - = -  . Od 18 3 0k- =  sleduva deka 6k = ,  od 

kade {to zaklu~uvame deka sedmiot ~len  od razvojot go sodr`i x ,  odnosno  

6 1 84T + = . 
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1.90.Opredeli go trinaesetiot ~len od razvojot na binomot ( )1
39
n

xx-  ako 

binomniot koeficient na tretiot ~len od razvojot e 105. 

Re{enie.  Od 
( )1 1052
n n+ =  sleduva deka 1 215, 14n n= =- . Bidej}i n  e priro-

den  broj, se zemaat predvid samo pozitivnite re{enija na ravenkata.  

Toga{, ( ) ( )
12

15 12 3
12 1

15 19 45512 3
T x x

x
- -

+
æ ö÷ç= - =÷ç ÷÷çè ø

.  

1.91. Vo razvieniot oblik na binomot 3
2
2
n

a a
a

æ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø
 zbirot na binomnite  

koeficienti na vtoriot i tretiot ~len iznesuva 45. Opredeli go ~lenot {to  go 

sodr`i 7a . 

Re{enie. Od  451 2
n næ ö æ ö÷ ÷ç ç+ =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

 sleduva deka 1 9n =  i 2 10n =- . Bidej}i n  e pri-

roden  broj, se zemaat vo predvid samo pozitivnite re{enija na ravenkata. 

 Toga{,  

( ) ( ) ( ) ( )
9 29 3 2 331 2

99 92 1 2
k k kkkk k

kT a a ak ka
--

+
- + -æ ö æ ö÷ ÷ç ç= = -÷ ÷-ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

  . 

Od  
9 29 72 3
k kk -- + - =   sleduva deka  3k = , odnosno ~etvrtiot ~len  od razvojot  

7
3 1 168T a+ =-  go sodr`i 7a . 

1.92. Binomnite koeficienti na ~etvrtiot i {estiot ~len od razvojot na  

binomot( )1 n

xx + se odnesuvaat kako 5 :18 . Opredeli go ~lenot  {to ne zavisi od 

x . 

Re{enie.  Od  : 5 :1853
n næ ö æ ö÷ ÷ç ç =÷ ÷ç ç ÷÷ çç è øè ø

 sleduva deka  1 12n =  i 2 5n =- . Bidej}i n  e 

priroden  broj, se zemaat predvid samo pozitivnite re{enija na ravenkata, 

odnosno  12n = . Toga{, ( ) ( )
12

21
1212 121 k kk k

kT x xk kx
-

+
- + +æ öæ ö ÷÷ çç= = ÷÷ çç ÷÷÷ ÷ç çè ø è ø

.   
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Od  12 02
kk- + + =   sleduva deka  8k = , odnosno  devettiot  ~len  od razvojot  

8 1 495T + =  ne zavisi od  x . 

1.93. Opredeli go x  vo izrazot ( )5 4
1 1

1

8
x x

x x
a a a
a

+ -
-

+ ⋅  ako ~etvrtiot ~len  od raz-

vojot e ednakov na 
11
256a . 

Re{enie. Od 11 2
3 1 4 56T T a+ = =   sleduva deka   

( ) ( )
8 3 3 11 215 4 1 1

8
563

xx x xa a a a a
-

+- -
æ ö÷ç ⋅ =÷ç ÷÷çè ø

, 

 odnosno  
5 6

156
x x
x xa
- + + =

11
256a . Spored toa  

5 6 11
1 2

x x
x x
- + =+ , od kade {to dobivame 

1 22; 5x x= =- . 

1.94. Opredeli  za koi vrednosti na x  vo razvojot na binomot ( )1

12
2

n
x

x-+   

zbirot na tretiot i pettiot  ~len e ednakov na 135  i zbirot na binomnite koefi-

cienti pred prvite tri ~lena e ednakov na 22 . 

Re{enie. Od 220 1 2
n nn æ ö æ öæ ö ÷ ÷÷ ç çç + + =÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

 sleduva deka 1 6n =  i 2 7n =- . Bidej}i n  e 

priroden broj, se zemaat predvid samo pozitivnite re{enija na ravenkata. Za 

tretiot i pettiot ~len imame   

( ) ( )
2

6 2
2 1 1

6 12 15 22 2
xx

xT
-

+ -

æ ö÷ç= = ⋅÷ç ÷÷çè ø
;     ( ) ( )

4
6 4

4 1
2

1

6 12 15 24 2
x x

xT
-

+
-

-

æ ö÷ç= = ⋅÷ç ÷÷çè ø
. 

Od uslovot na zada~ata  3 5 135T T+ =   sleduva  1 215 2 15 2 135x x+ -⋅ + ⋅ = ,  odnosno  

1 22, 1x x= =- .  
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1.8.  Kompleksni broevi 

 

 

1.95. Najdi gi  realnite broevi x  i y  od ravenkata:  

( ) ( )7 2 5 4 1i x i y i+ - - =- - . 

Re{enie. 7 2 5 4 1x xi y yi i+ - + =- - ( )7 5 2 4 1x y x y i i - + + =- -   

                  {7 5 1
2 4 1
x y
x y
- =- + =-

9 ,
38

x =- 5
38

y =- . 

1.96. Opredeli go z Î  za koe va`i 
z iz = , 11

z
z =+ . 

Re{enie. Neka z x iy= + , ,x yÎ . Toga{ z x iy= - , pa imame:  

z i z zi x iy y ix x yz =  =  + = +  = . 

Toga{  2 2 22z x y x= + =  i ( )2 2 21 1 1 2 2z x y x x+ = + + = + + , pa od 11
z
z =+  sle-

duva deka 2 22 1 2 2x x x= + +  t.e. 
1
2

x =- . Baraniot broj e 
1 1
2 2

z i=- - .  

1.97. Ako 1 2,z z Î  se takvi {to 1 1z = , 2 1z =  i 1 2 1z z ¹- , toga{ 1 2

1 21
z z
z z
+ Î+  . 

Re{enie. Dovolno e da doka`eme deka ( )1 2 1 2

1 2 1 21 1
z z z z
z z z z
+ +=+ + .  

( )1 2 1 2

1 2 1 21 1
z z z z
z z z z
+ +=+ +

1 2 1 2

1 2 1 21 1
z z z z
z z z z
+ + =+ +

1 2 1 2

1 2 1 21 1
z z z z
z z z z
+ + =+ + 

 

1 2 1 2

1 2 1 21 1
z z z z
z z z z
+ + =+ + ⋅ ( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 21 1z z z z z z z z + + ⋅ = + +   

                    1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 2 2 1z z z z z z z z z z z z z z z z + + + = + ⋅ + + ⋅   

                    2 2 2 2
1 1 1 11 2 2 1 1 2 2 1z z z zz z z z z z z z + + + = + + + . 

Zaradi uslovot, poslednoto ravenstvo e to~no, pa sleduva ( )1 2 1 2

1 2 1 21 1
z z z z
z z z z
+ +=+ + .  

1.98. Doka`i deka  za sekoi ,z w Î va`i:  

( ) ( )2 2 221 1 zw zzw z w w- - - = + - + . 

Re{enie.  ( )( ) ( )( )2 21 1 1z w z w z wzw zw zw- - = - - - =- - -   

( )( ) ( )( ) 2 2 2 211 1 z w z w z wz wzw zw= - - = + - - =-- -       

2 2 21 2 2zw zw zwz w= + + - - - = ( ) ( )2 21 zw z w+ - + .  
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1.99. Presmetaj 
( )
( ) 2

1
1

n

n

i
i -
+
-

, kade {to n Î . 

Re{enie. ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2
2 2

1 1 1 1 11 1 11 1 11 1

n n n n

n n
i i i i ii i ii i ii i

- - -

- -
+ + + + += + = + == ⋅ + =- - +- -

 

( ) ( ) ( )
2 22

2 1
2 2

2 , 4
2, 4 11 2 21 2 2 ,2 , 4 221
2, 4 3

n n
n

i n k
n ki i ii i i ki n ki
n k

- -
-

- =ìïïï = +ï+ + ï= + = = = Îí = +- ïïï- = +ïïî

 .  

1.100. Neka { }, 0a b +Î Î È  . [to pretstavuva vo kompleksnata ramnina mno-

`estvoto:   

a) { },z z z a bÎ - = ;   b) { },z z z a bÎ - £ ? 

Re{enie. a) Ako 0b=  dobivame 0z a- =  i ottuka z a= , pa vo ovoj slu~aj ba-

ranoto mno`estvo e { }a .  

Sega da pretpostavime deka >0b . Neka 1 2 1 2,z z iz a a ia= + = + . Toga{  

( ) ( ) ( )2 22 21 2 1 2 1 1 1 1 2 2
z az iz a ia z a iz a z a z a-+ - - - +- = = = - + - ,  

pa dobivame ( ) ( )2 2
1 1 2 2z a z a b- + - = , odnosno ( ) ( )2 221 1 2 2z a z a b- + - = . Zna~i vo 

ovoj slu~aj baranoto mno`estvo e kru`nica so centar vo to~kata 1 2a a ia= +  i 

radius b . (Crt. 1) 

 b) Za 0b>  sli~no kako vo a) dobivame ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2z a z a b- + - £ , pa baranoto 

mno`estvo e krugot so centar vo to~kata 1 2a a ia= +  i radius b  (zaedno so 

kru`nicata ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2z a z a b- + - = ) . (Crt. 2)   
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1.101. Neka , ,z t w Î . Doka`i deka z w z t- = -  ako i samo ako rastojanieto 

me|u z  i w  e ednakvo so rastojanieto me|u z  i t . 

Re{enie. Neka 1 2 1 2 1 2, ,z z iz t t it w w iw= + = + = + . Toga{  

z w z t- = -  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2z w z w z t z t- + - = - + -   

pa rastojanieto me|u to~kite ( )1 2,z z  i ( )1 2,w w  e ednakvo na rastojanieto me|u 

to~kite ( )1 2,z z  i ( )1 2,t t , {to treba{e da se doka`e.  

1.102. Ako trite to~ki 1 2 3, ,z z z  od kompleksnata ramnina le`at na edini~nata 

kru`nica 1z =  i 1 2 3 0z z z+ + = , doka`i deka toga{ tie se temiwa na ramnostran 

triagolnik. 

Re{enie. Spored zada~a 1.101. Treba da doka`eme deka  

2 1 2 3 3 1z z z z z z- = - = - . 

Bidej}i  1 2 3, ,z z z  le`at na edini~nata kru`nica, imame deka 1 2 3 1z z z= = = . 

Dol`inite na stranite na triagolnikot se  2 1 ,z z-  2 3z z-  i 3 1z z- . Lesno se 

proveruva deka ( )2
2 3 2 3 2 35 2z z z z z z- += + . Od uslovot 1 2 3 0z z z+ + =  imame deka:  

     222
2 1 2 2 3 2 32z z z z z z z- = + + = + = ( )2 2

2 32 3 2 3 2 3 2 34 2 2 5 2z zz z z z z z z z+ + + = + + . 

Sli~no,  ( )22
3 1 3 2 3 2 3 2 35 2z z z z z z z z z- = + + = + + .  

Zaklu~uvame deka 2 1 2 3 3 1z z z z z z- = - = - , t.e. triagolnikot e ramnostran.  

1.103. Presmetaj: a) ( )30
1 3i+ ;          b) ( )20

2 2i- . 

Re{enie. Trigonometriskiot oblik na  kompleksniot broj z x iy= +  e  

( )cos sinz i=r j+ j , kade {to: 2 2x yr= + , a  

arctg , 0

arctg , 0, 0

arctg , 0, 0

y x
x
y x y
x
y x y
x

ìï >ïïïïïj= +p < ³íïïï -p < <ïïïî

 . 

a) ( )221 3 2r= + = , 3arctg
1 3

pj= = ,  ( )1 3 2 cos sin
3 3

i ip p+ = + .  

Od Moavrovata formula imame:  

( ) ( ) ( )
3030 30 30 3030 301 3 2 cos sin 2 cos sin 2

3 3 3 3
i i ip p p p+ = + = + = . 

b) 2r= , 4
pj=- , ( ) ( )( )2 2 2 cos sin

4 4
i ip p- = - + - .  
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Zaradi Moavrovata formula, dobivame:  

( ) ( ) ( )( )20 20 2020 202 2 2 cos sin 24 4i ip p- = - + - =- .  

1.104. Doka`i deka za sekoi n Î  i aÎ  va`i:  

( ) ( )1 cos sin 2 cos cos sin2 2 2
n n n n ni ia a a+ a+ a = + . 

Re{enie.( )1 cos sin ni+ a+ a = ( )2 2 2 2sin cos cos sin 2sin cos2 2 2 2 2 2
n

ia a a a a a+ + - + =    

( )22cos 2sin cos2 2 2
n

ia a a= + = ( )( )2cos cos sin2 2 2
n

ia a a+ =

 ( )2 cos cos sin2 2 2
n n n nia a a= + , 

{to treba{e da se doka`e. Pritoa,  gi koristevme  identitetite: 

2 2sin cos 12 2
a a+ = ;  2 2cos cos sin2 2

a aa= -   i  sin 2sin cos2 2
a aa= . 

1.105. Presmetaj:  a) 3 1 ;  b) 4 1 ;  v) 1n . 

Re{enie. Neka  ( )cos sinz i=r j+ j  i  nw z= . Toga{,  

( ) ( )( )2 2cos sinn k kw in n n n
j jp p= r + + + , { }0,1,2, , 1k nÎ - . 

Od ( )1 1 cos0 sin0i= +  imame deka za 1z = , 1r=   i 0j= . Zna~i: 

a) 3 2 21 cos sin ; 0,1,23 3
k ki kp p= + = ; 

b) 4 1 cos sin ; 0,1,2,32 2
k ki kp p= + = ; 

v) 2 21 cos sin ; 0,1, , 1n k ki k nn n
p p= + = - .  

1.106. Presmetaj   6 1
3
i
i

-
+

. 

Re{enie. a) ( ) ( )( )1 2 cos sin4 4i ip p- = - + - , bidej}i 2 21 ( 1) 2r= + - =  i 

( )1arctg 1 4
pj= - =- .  Sli~no, ( )3 2 cos sin6 6i ip p+ = + . 

Kone~no,  

( ) ( ) ( ) ( )
6 6 612

cos sin cos sincos sin1 2 144 4 4 6 6
23 2cos sin cos sin cos sin6 6 6 6 6 6

i iii
i i i i

pp p p p p-- - - - --- = = ⋅ =p p p p p p+ + + -
 

      ( ) ( ) ( ) ( )( )6
12
1 cos cos sin sin sin cos sin cos4 6 4 6 4 6 6 42

ip p p p p p p p= - + - + - - - =         

      ( ) ( ) ( ) ( )6 6
12 12
1 1 10 10cos sin cos sin4 6 4 6 24 242 2

i ip p p p p p= - - + - - = - + - =  
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      ( ) ( ) ( ) ( )( )6
12 12
1 5 5 1 5 2 5 2cos sin cos sin12 12 72 6 72 62 2

k ki ip p p p p p= - = + + - + . 

1.107. Re{i ja vo   ravenkata: 4 25 9 0x x+ + = . 

Re{enie.  So smenata 2x t= , ravenkata go dobiva oblikot 2 5 9 0t t+ + = , ~ii 

re{enija se  1,2
5 25 36 5 11

2 2
it -  - - = = . Zna~i, 2 5 11

2
ix - = .  

Neka  11, ,x a ib a b= + Î . Toga{, 2 2 5 112 11 11 2
ia iab b - + - = , od kade 

{to go dobivame sistemot: 

2 2 511 2
112 11 2

a b

ab

ìï - =-ïïíï =ïïî

 ~ii {to re{enija se 1
1
2a = , 2

1
2a =- , 

1 1
4 2b a= = . Baranite re{enija se:  

1
1 11
2 2x i= + ,  2

1 11
2 2x i= - ,   3

1 11
2 2x i=- +   i 4

1 11
2 2x i=- - .  

1.108. Opredeli gi site re{enija na ravenkata ( ) ,n nz a z n+ = Î . 

Re{enie. ( )n nz a z+ = ( ) 1
nz a

z
+ = ( )1 1

na
z + = 1 1na

z + = . Za re{enijata 

na ravenkata imame    

 
2 21 cos sin

k

a k kiz n n
p p- = - - =   

( )22sin 2sin cos 2sin sin cosk k k k k ki in n n n n n
p p p p p p= - = - =  

                     ( )2sin ( ) cos sink k ki in n n
p p p= - + , 0,1, , 1k n= - . 

Sleduva   

( ) ( )cos sin
1 ctg2 2sin2 sin cos sin

k

k kia a a kn nz i nkk k k ii i nn n n

p p- p= = =- +pp p p+
, 0,1, , 1k n= - .  
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 II. Nizi od realni broevi 

 

2.1. Definicija na niza. 

Monotonost i ograni~enost na nizi 

 

Definicija. Sekoe preslikuvawe : na n a  od mno`estvoto prirodni broevi  vo 

mno`estvo realni broevi  ja vikame niza od realni broevi. 

Voobi~aeno e nizite da gi ozna~uvame pokratko so ( ),na n Î  , samo ( )na  ili pak  

1 2, , , ,na a a   .  ^lenot na  se vika n- ti ~len ili op{t ~len na nizata, dodeka n  e 

indeks na ~lenot na . 

Definicija. Za niza ( )na  velime deka monotono raste ako n" ÎN , 1n na a+ ³ . 

Nizata ( )na  strogo monotono raste ako n" ÎN , 1n na a+ > . 

Za niza ( )na  velime deka monotono opa|a ako n" ÎN , 1n na a+ £ . Nizata ( )na  strogo 

monotono opa|a ako n" ÎN , 1n na a+ < . 

Nizite {to rastat ili opa|aat se vikaat monotoni nizi. 

Definicija. Niza ( )na  e ograni~ena od gore ako postoi realen broj  M  takov 

{to na M£ , n" ÎN .  

Ako postoi realen broj m  takov {to na m³ ,  n" ÎN , toga{ velime deka nizata ( )na   e 

ograni~ena od dolu.  

Nakuso velime deka nizata e ograni~ena ako e ograni~ena i od gore i od dolu, t.e. postojat 

realni broevi m  i M  takvi {to nm a M£ £ , n" ÎN . 

 

Zada~i. 

 

2.1. Opredeli gi prvite pet ~lena na slednite nizi zadadeni so nivniot op{t  

~len:  a) 2 1
2 1n
na n
-= + ;          b) ( )11

n

na n= + ;          v) 
e paren broj

e neparen broj

,
1 ,1

n

n n
a

nn

ìïïï=íïï +ïî
; 
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   g)
( )
( )

11
2 1 !

n

na n

--= - ;       d) 1 sin 2n
na n
p= ;         |) 

( )
( )( )

11
1 2

n

n
n

a
n n

+-= + + . 

Re{enie.  a) 1 2 3 4 5
2 1 1 1 2 2 1 3 2 3 1 5 7 9, , , ,52 1 1 3 2 2 1 2 3 1 7 9 11a a a a a⋅ - ⋅ - ⋅ -= = = = = = = =⋅ + ⋅ + ⋅ + . 

     b) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4 5

1 2 3 4 5
53 4 62, , , ,
4 52 3

a a a a a= = = = = . 

                   v) 1 2 3 4 5
1 1 1, 2, , 4,2 4 6a a a a a= = = = = . 

                   g) 1 2 3 4 5
1 1 1 11, , , ,
3! 5! 7! 9!

a a a a a= =- = =- = . 

                   d) 1 2 3 4 5
1 11, 0, , 0, 53a a a a a= = =- = = . 

                   |) 1 2 3 4 5
1 1 3 2 5, , , ,6 6 20 15 42a a a a a= =- = =- = .  

2.2. Opredeli go op{tiot ~len na slednive nizi:  

a) 1,3,5,7,9, ;        b) 1 1 1 11 ,53 7 9, , , ,   ; 

v) 1 1 1 11 4 9 16 25, , , , , ;  g) 3 4 5 6, , , ,52 3 4   ; 

d) 7 10 13 164, , , , ,52 3 4  ;       |) 1 4 9 16, , , ,2 9 28 65- -   ; 

e) 1 1 1 11, , , , ,52 3 4- -  . 

Re{enie. a) 2 1na n= - ;        b) 
1

2 1na n= - ;       v) 2
1

na n
= ;      g) 

1
n
na n
+= ;                         

                  d) 
3 1

n
na n
+= ;       |) 

1 2

3
( 1)

1

n

n
n

a
n

+-
=

+
 ;        e) 

1( 1)n
na n

+-
= ;  .  

2.3. Doka`i deka slednite nizi se monotono raste~ki: 

a) 1n
na n= + ;     b) 

2 1
1n

na n
+= + ;   

 v) 
( ) ( )
( ) ( )

3 3

2 2
1 1
1 1n

n n
a

n n
+ - -=
+ - -

;       g)  na n n= - . 

Re{enie. a)  Za sekoj n Î ,  od  1
1

1 2n n
n na a n n+

+- = -+ +
1 0

( 1)( 2)n n
=- <

+ +
  

sleduva deka 1n na a +< , od kade zaklu~uvame deka nizata monotono raste.   
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b) Za sekoj n Î ,  od  1
2 1 2 3 1 01 2 ( 1)( 2)n n
n na a n n n n+
+ +- = - =- <+ + + +

 sleduva  

deka 1n na a +< ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono raste.   

v) Za sekoj n Î ,
( ) ( )
( ) ( )

3 3 2 2

2 2
1 1 6 2 3 1

4 21 1n
n n n na n nn n
+ - - + += = =
+ - -

.  

Od 1n na a +- =
2 2 23 1 3 6 4 3 3 1 02 2 2 2 ( 1)
n n n n n
n n n n
+ + + - - +- = £+ +

 sleduva deka 1n na a +<  od 

kade zaklu~uvame deka nizata monotono raste.  

g) Za sekoj n Î , ( ) ( )1 1 1 1 1 0n na a n n n n n n+- = - - + - + = + - - <   

bidej}i 
( )( )1 1 11 1

1 1

n n n n
n n

n n n n

+ - + +
+ - = = <

+ + + +
.  

Spored toa, 1n na a +< , od kade zaklu~uvame deka nizata monotono raste.   

2.4. Doka`i deka slednite nizi se monotono opa|a~ki: 

a) 
1

na n= ;   b) 2
1

na n
= ;    

v) 
3 5
6 5n
na n
+= - ;   g) 

3 4
1n

na n
+= + . 

Re{enie. a) Za sekoj n Î ,  od  1
1 1 1 01 ( 1)n na a n n n n+- = - = >+ +

 sleduva deka 

1n na a +>   od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.  

b) Za sekoj n Î ,  od  
( )1 2 2 2 2

1 1 2 1 0
( 1)1n n
na a

n n nn+
+- = - = >
++

 sleduva deka 

1n na a +>   od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.    

v) Za sekoj n Î ,  od  1
3 5 3 8 45 06 5 6 1 (6 5)(6 1)n n
n na a n n n n+
+ +- = - = >- + - +

 sleduva 

deka 1n na a +>   od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.   

g) Za sekoj n Î ,  od  1
3 4 3 7 1 01 2 ( 1)( 2)n n
n na a n n n n+
+ +- = - = >+ + + +

 sleduva 

deka 1n na a +>   od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.  

2.5. Doka`i deka slednite nizi se monotoni.: 

a) 1 3 5 (2 1)na n= + + + + - ;   
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b) 2 4 6 2na n= + + + + ; 

v) 1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 (2 1) (2 1)na n n

= + + + +⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ +
 ; 

g) 1 1 1 1
1 4 4 7 7 10 (3 2) (3 2)na n n

= + + + +⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ +
 ; 

d) 
2 5 8 (3 1)
1 6 11 (5 4)n

n
a

n
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -

=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -


 ;    

|) 
1 5 9 (4 3)
2 6 10 (4 2)n

n
a

n
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -

=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -


 ; 

e) 
1 3 5 (2 1)

3 !n n
n

a
n

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -
=


;    

`) 
2

!
n

na n
= . 

Re{enie. a) Za sekoj n Î ,  od  ( )1 1 3 5 (2 1)n na a n+- = + + + + - -  

( ) ( )1 3 5 (2 1) (2 1) 2 1 0n n n- + + + + - + + =- + <  sleduva deka 1n na a +<  od 

kade zaklu~uvame deka nizata monotono raste.  

b) Za sekoj n Î ,  od ( ) ( )( )1 2 4 6 2 2 4 6 2 2n na a n n+- = + + + + - + + + + + =   

( )2 2 0n=- + <  sleduva deka 1n na a +<  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono  

raste.     

v)  Za sekoj n Î , od  1n na a +- = ( )1 1 1
1 3 3 5 (2 1) (2 1)n n

+ + + -⋅ ⋅ - ⋅ +
  

( )1 1 1 1
1 3 3 5 (2 1) (2 1) (2 1) (2 3)n n n n

+ + + +- =⋅ ⋅ - ⋅ + + ⋅ +


( )( )
1 0

2 1 2 3n n
- <+ +   

sleduva deka 1n na a +< ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono raste.  

        g) Za sekoj n Î , od     

( ) ( )1
1 1 1 1 1 1

1 4 4 7 1 4 4 7(3 2) (3 1) (3 1) (3 4)n na a n n n n+ + + + + + +- = - =⋅ ⋅ ⋅ ⋅- ⋅ + + ⋅ +
 

( )( )
1 0

3 1 3 4n n
=- <+ +  sleduva deka 1n na a +< ,  od kade zaklu~uvame deka nizata 

monotono raste.   
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d) Za sekoj n Î , od 
1

2 5 8 (3 1)
1 6 11 (5 4)

2 5 8 (3 1)(3 2)
1 6 11 (5 4)(5 1)

5 1 13 2
n
n

n
n n
n n

n
a n
a n+

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ - +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ - +

-
+= = ³+







 sleduva deka  

1n na a +³ ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.   

|) Za sekoj n Î , od 
1

1 5 9 (4 3)
2 6 10 (4 2)

1 5 9 (4 3)(4 1)
2 6 10 (4 2)(4 2)

4 2 14 1
n
n

n
n

n n
n n

a n
a n+

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ - +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ - +

+= = ³+







 sleduva deka 

1n na a +³ ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.   

e) Za sekoj n Î , od 

1
1

1 3 5 (2 1)
3 !

1 3 5 (2 1)(2 1)
3 ( 1)!

3 3 12 1
nn

n
n

n
a nn
a nn n

n+
+

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ - +
+

+= = ³+



  sleduva deka 

1n na a +³ ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.  

`) Za sekoj n Î ,   od    11

2
1! 122

( 1)!

n

n
nn

a nn
a

n
++

+= = ³

+

   sleduva deka 1n na a +³ ,  od 

kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.  

2.6. Ispitaj  dali se monotoni slednive nizi: 

a) 1na n n= + - ;  b) 2
1 1 11 3 33 nna = + + + + ;  

v) 2nna = ;   g) 5nna = ;   

d) 
3

3nn
na = ;   |) 

3 !n
nn
na n= ; 

e) ( )1 nna = - ;   `) ( )cosna n= p . 

Re{enie. a) Za sekoj n Î ,   od  

( )
( )

( )
( )

( )
( )1

1 1 2 11
2 1 2 1 2 1 1

n
n

a n n n n n nn n
a n n n n n n n n+

+ - + + + + ++ -= = =
+ - + + - + + + + + +

 

2 1 1
1

n n
n n
+ + += ³
+ +

 (bidej}i 2n n+ ³ ),    

sleduva deka 1n na a +³ ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.  

b) Za sekoj n Î , od  
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( ) ( )1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 11 13 3 3 33 3 3n nn n na a + +- = + + + + - + + + + =  1

1 0
3n+

- <  

sleduva deka 1n na a +< ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono raste.  

v) Za sekoj n Î , od 11

2 1 122
n

n
nn

a
a ++

= = £ , sleduva deka 1n na a +£ ,  od kade  

zaklu~uvame deka nizata monotono raste.  

g) Za sekoj n Î , od 
( 1)

11

5 5 1
5

n n nn
nn

a
a

+
++

= = ³ , sleduva deka 1n na a +³ ,  od kade 

zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a.  

d) Za sekoj n Î ,   od ( )
3

33

3 31
1
1

3 13 3 11 1( ) ( 1)
3

nn
n

n

n
a n
a nn n+

+

= = = ³- ++ +
, pa za 3n³  

sleduva deka 1n na a +³ ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono opa|a po~nuvaj-

}i od tretiot ~len.  

|) Za sekojn Î , od ( )11
1

3 !
1 11 13 33 ( 1)!

( 1)

n
nnn

nn
n

n
a en
a nn

n

++
+

= = + £ <
+

+

, sleduva deka  

1n na a +£ ,  od kade zaklu~uvame deka nizata monotono raste.  

e) Op{tiot ~len na nizata e  
e paren broj

e neparen broj

1,
1,n

n
a n

ìïï=í-ïïî
. Toga{ razlikata  

e paren broj

e neparen broj1

2,
2,n n

n
a a n-

ìïï- =í-ïïî
 alternativno go menuva znakot od kade 

zaklu~uvame deka nizata ne e monotona. 

`) Op{tiot ~len na nizata e 
e paren broj

e neparen broj

1,
1,n

n
a n

ìïï=í-ïïî
. Toga{ razlikata   

e paren broj

e neparen broj1

2,
2,n n

n
a a n-

ìïï- =í-ïïî
 alternativno go menuva znakot od kade 

zaklu~uvame deka nizata ne e monotona.   

2.7. Ispitaj  dali se monotoni slednive nizi: 
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a)  
!

(2 1)!!n
na
n

=
+

;  b) ( )11
n

na n= + ;   v) ( ) 111
n

na n
+

= + .

  

Re{enie. a) ]e doka`eme deka za sekoj n Î , koli~nikot 1n

n

a
a
+  e pomal od 1 .   

( )1 1 !(2 1)!! 1 2 1 12 3 2 3(2 3)!! !
n

n

a n n n n
a n nn n
+ + + + += = < <+ ++

. Zna~i, 1n na a+ < , t.e. nizata monotono 

opa|a. 

b)  
( )

( )
11

1 11 1
2 211 1 11

n n

n
nn

na n n
a n n

n nn

++

+æ ö+ ÷ç ÷ç= = =÷ç ÷+ +ç ÷ç ÷÷ç+ è ø+ ++ 2

1 1
2( 2)

( 1)

n
n
nn n

n

+⋅ +æ ö+ ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç +è ø

.   

Od Bernulievoto neravenstvo:  (1 ) 1 , 1nh nh h+ ³ + >-  i od 
( )21

1 1
n

− > −
+

 

dobivame 22 2
( 2) 11 1( 1)( 1) ( 1)

n nn n n
nn n

æ ö+ æ ö÷ç ÷-ç= ³ -÷ ÷ç ç ÷ç÷÷ç +è ø+ +è ø
. 

Taka, 

( )

3 2

3 21
2

1 1 3 3 1 12 3 3 21
1

n
n

a n n n n
a n n n n n

n
+

+ + + +£ = <+ + + +-
+

,  od kade zaklu~uvame deka  

nizata monotono raste. 

v) Koristej}i go Bernulievoto neravenstvo, imame 

( )
( )

1
1

21

11 1 11 2( 2)11 1

n
n

n
nn

a nn
a nn n

n

+
+

++

+ æ ö +÷ç= = + >÷ç ÷ç ++è ø+ +

 

3 2

3 2
1 1 4 4 11 12( 2) 4 4

n n n n n
nn n n n n

æ ö+ + + + +÷ç> + ⋅ = >÷ç ÷ç ++ + +è ø
. 

Zna~i, 1n na a +> , pa nizata monotono opa|a.  

2.8. Ispitaj ja monotonosta na slednite nizi  zadadeni so rekurentnite for-

muli: 

a) 1a c= ,  1n na c a+ = + ,  0c> ;  

b) 1 2
aa = ,  

2

1 2
n

n
a a

a +
+

= ,  0 1a< £ ; 
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v) 1 0a ¹ ,  1 2
n n

n

ba a
a +

+
= ,  0b³ . 

Re{enie. a) na c c c c= + + + . So principot na matemati~ka indukcija  

}e doka`eme deka nizata e monotono raste~ka. Jasno e deka 2 1a c c a= + > . Pod 

pretpostavka deka 1n na a -> , imame 1 1n n n na c a c a a+ -= + > + = .  

b) So principot na matemati~ka indukcija }e doka`eme deka nizata e mono-

tono raste~ka. Za 2n=  imame 
( )2

2 1
2

2 2 2

a
a aa a= + > = . Pod pretpostavka  deka  

1n na a -> , bidej}i  0na >  za sekoj n Î , imame 

( )( )2 2
1 11

1 02 2
n n n nn n

n n
a a a aa a a a

a a - --
+

+ -+ - -
- = = > . 

Zna~i, 1n na a+ >  za sekoj n Î , pa nizata monotono raste. 

v) ]e razgleduvame tri slu~ai vo zavisnost od  b  i  1a . 

( )i  Ako 0b = , toga{ 1
12n n

a
a -= . Bidej}i  

1

1

1

1
2 2 1

2

nn
n

n

a
a
a a

-

+
= = > ,  sleduva deka  

vo ovoj slu~aj nizata monotono opa|a. 

( )ii  (ii) Ako  0b>  i  1 0a > , toga{  jasno e deka  i   0na > , n" Î .  

Za 1n >   imame 

1n na a+ - ( )2 1
2 2

n nn
nn

ba aa b aa
+ -

= = - =
21

2
n

n

b a
a

æ ö- ÷ç =÷ç ÷÷çè ø
 

( )( )1
2 n n
n
b a b aa= =+ - ( )( )1 2 24 n n

n
b a b aa + - =  

( )( )1 1

1 24 n n nn

bb a b a aa - -
= + - - =  

( )( )2
1 1

1

1 24 n n n
n n

b a a a b ba a - -
-

-= + - + = ( )( )21
1

1 04 n n
n n

b a a ba a -
-

- £+ - . 

Zna~i, po~nuvaj}i od vtoriot ~len nizata monotono opa|a. 

( )iii  Ako  0b>  i  1 0a < , toga{  jasno e deka  i   0na < , n" Î . Za 1n >   

imame  
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1n na a+ - ( )2 1
2 2

n nn
nn

ba aa b aa
+ -

= = - = ( )21
2

n
n

b a
a
- =  

( )( )1
2 n n
n
b a b aa= - + = ( )( )1 2 24 n n

n
b a b aa - + =  

( )( )1 1

1 24 n n nn

bb a b a aa - -
= - + + =  

( )( )2
1 1

1

1 24 n n n
n n

b a a a b ba a - -
-

= - + + =              

( )( )21
1

1 04 n n
n n

b a a ba a -
-

= - + ³ . 

Zna~i, po~nuvaj}i od vtoriot ~len nizata monotono raste.  

2.9. Doka`i deka slednite nizi se ograni~eni: 

a) 1
na n= ;          b) ( )1 nna = - ;           

v) 
( 1)n

na n
-

= ;            g) 2
1

na n
= ;          

d) 
1

n
na n
-= ;            |) 

2 1
2 2n
na n
+= + ;          

e) 
3 1
4 1n
na n
-= + ;            `) 

2

2
2 1
2n
na
n
+=

+
. 

Re{enie. a) Za sekoj 
1, 1nan nÎ = £ , od kade {to sleduva deka nizata e 

ograni~ena.  

b) Za sekoj ( ), 1 1n
nan Î = - = , pa nizata e ograni~ena.  

v) Za sekoj 
( 1) 1, 1

n

nan n n
-

Î = = £ , od kade {to sleduva deka nizata e 

ograni~ena.   

g) Za sekoj 2
1, 1nan
n

Î = £ , od kade {to sleduva deka nizata e ograni~ena.  

d) Za sekoj 
11, 1 1n

nan nn
-Î = = - < , pa sleduva ograni~enost na nizata.  

|) Za sekoj 
2 1 1, 1 12 2 2 2n
nan n n
+Î = = - <+ + , od kade {to sleduva deka nizata 

e ograni~ena.   
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e) Za sekoj n Î , 
3 1 21 14 1 4 1n
n na
n n
- += = - <+ + , bidej}i  

2 14 1
n
n
+ <+ , od kade {to 

sleduva deka nizata e ograni~ena.  

`) Za sekoj 
22

22
11, 1 21
22n

nnan
nn

--Î = £ + £+
++

 , od kade {to sleduva deka 

nizata e ograni~ena.  

2.10. Doka`i deka slednite nizi se neograni~eni: 

a) ( )1 nna n= - ;   b) 2
na n n= - . 

Re{enie. a) Za proizvolen realen broj  0M >  imame  

[ ] ( )[ ] [ ] [ ]1
1 11 ( 1)M

M MMMa +
+= = + >- + ,  

od kade {to sleduva deka nizata e neograni~ena.  

b) Za proizvolen realen broj  0M >  imame  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1
22( 1) ( 1) 3 2M MM M M Ma + = + - + ³ + + > ,  

od kade {to sleduva deka nizata e neograni~ena.  

2.11. Ispitaj koja od slednite nizi e ograni~ena, a koja e neograni~ena: 

a) 
1

2na n
=

+
;                  b) 

2
1
1n

na
n
-=
+

;   v)
( )2
2

1
4 8n

n
a

n n
+=

+ +
;

 g) 3nna = ;                  d)  na n= ;                               |)
( )2 1

sin 2n
n

a
+ p= ; 

e) 
sin

n
na n= ;                  `) sinn

na n n= + ;                 z)  
2

2 1
n

nna = + . 

Re{enie.  a) Za sekoj 
1

1
2nan ,

n
Î = <

+
 , od kade {to sleduva deka nizata 

e ograni~ena.  

b) Za sekoj 
2

1 1
1

n
nan ,
n
-Î = <
+

 , od {to sleduva deka nizata e ograni~ena.  

v)Za sekoj
( )2

2
1

4 8
1n

nan ,
n n

+
+ +

Î = < , od {to sleduva deka nizata e ograni~ena.  

g) Za sekoj 33nnan ,Î = £ , od kade {to sleduva deka nizata e ograni~ena. 

d)  Za proizvolen  realen  broj 0M > , [ ]( ) [ ]( ) [ ]2 2
1 11M MMMa

+ = = + >+ , od  
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kade sleduva deka nizata e neograni~ena.  

|) Za sekoj 
(2 1)

sin 12n
nan ,
+ p

Î = £ , od kade {to sleduva deka nizata e 

ograni~ena.  

e) Za sekoj 
sin 1 1n
nan , n nÎ = £ £ , od {to sleduva deka nizata e ograni~ena.   

`) Za 1n = , 1
1 11 sin1a = <+ , a za sekoj { }\ 1n Î  

11 2sin sin 1 1n
n n na

n n n n n n= = £ = + £+ + - - , 

od kade {to sleduva deka nizata e ograni~ena.  

z) Za sekoj 
12 112 1 1 2

n
n n

n

an ,Î = = £+ +
 , od kade {to sleduva deka nizata e 

ograni~ena.  

2.12. Ispitaj koja od slednite nizi e ograni~ena, a koja e neograni~ena: 

a) 0.1, 0.11, 0.111,  ;     b) 0.4, 0.41, 0.411, 0.4111,  ; 

v) ( )1na n n= + ,    g) 1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)na n n

= + + + +⋅ ⋅ ⋅ - +
 . 

Re{enie: a) Za sekoj 2 3
1 1 1 1, 10 1010 10n nan Î = =+ + + + 

11 110
9 9
n-
< , od ka-

de {to sleduva deka nizata e ograni~ena.   

b) Za sekoj 2 3
4 1 1 1, 10 1010 10 nnn aÎ = + + + + = 

2
114 1 3710

10 10 9 90
n--

+ < , od ka-

de {to sleduva deka nizata e ograni~ena.   

v) Neka 0M > ,  e proizvolen realen broj. Toga{  

[ ] [ ] [ ]1 ( 1)( 1 1)M MM Ma + = + + + > , 

od kade {to sleduva deka nizata e neograni~ena.  

g)  Za sekoj 
1 1 1 1

, 11 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1) 2 1n
nan n n n

+ + + +Î = = £⋅ ⋅ ⋅ - + +
 , 

od kade {to sleduva deka nizata e ograni~ena.  
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2.2. Grani~na vrednost na niza.  

Osobini na konvergentnite nizi 

 

Definicija: Velime deka brojot 0a  e grani~na vrednost (limes) na nizata ( )na  koga 

n  te`i kon beskone~nost ako na sekoj proizvolno mal pozitiven broj e  mo`eme da mu 

pridru`ime priroden broj 0n  takov {to site ~lenovi na nizata so indeks pogolem ili 

ednakov na 0n , pripa|aat vo intervalot( )0 0,a a-e +e , t.e.  

0 0 00, : , nn n n n a a"e> $ Î " Î ³  - <e  . 

Koristime oznaka: 0lim nn
a a

µ
= .  

Ako nizata nema opredelena grani~na vrednost, toga{ velime deka taa e divergentna.  

Ako nizite ( )na  i ( )nb  konvergiraat kon realni broevi, toga{ va`i 

 ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b

¥ ¥ ¥
+ = + ; 

 ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b

¥ ¥ ¥
= ⋅ ; 

 ( )lim limn nn n
ca c a

¥ ¥
= , cÎ ; 

 

lim
lim

lim

nn n

n n nn

aa

b b
¥

¥
¥

= , 0nb ¹  i lim 0nn
b

¥
¹ . 

 

Zada~i: 

 

2.13. Doka`i  deka  slednite nizi  imaat granica  ednakva  na  nula: 

a) 
1

na n= ;    b) 
1 , 0n ka k
n

= > ;  

v) 
( )1 n

na n
-= ;             g) 

( 1)n
n ka

n
-

= ; 

d) 1
2 1na n= + ;    |) 

1
2nna = ;   

e) 
cos

n
na n= ;             `) 

1
3na n

=
+

. 



2.2 Grani~na vrednost na niza. Osobini na konvergentnite nizi 

 91

Re{enie. a) Neka 0e>  e proizvolen. Toga{ imame 
1 10na a n n- = - = . 

Brojot 0n  go izbirame kako najmal priroden broj koj e re{enie na neravenkata 

1
n <e . Ottuka imame 

1n> e . Spored toa najmaliot priroden broj koj e re{enie na 

poslednata neravenka e 0
1 1n é ù= +ê úeë û . Zna~i za 0n n³  }e va`i 

0

1 1
n n£ <e . Spored 

toa, za proizvolen 0e>  postoi 0
1 1n é ù= + Îê úeë û   taka {to za sekoj  0n n³  va`i 

0

1 11 0na a n nn
- = = £ <e- , pa nizata konvergira kon nula. 

b) Neka 0e>  e proizvolen. Imame 
1 10n k k

a a
n n

- = - = . Od neravenkata  

1
kn
<e  dobivame 

1kn > e . Ottuka 
1kn> e  pa, najmaliot priroden broj koj e 

re{enie na poslednata neravenka e 0
1 1kn é ù= +ê úeë û

. Toga{ za sekoj 0n n³  va`i  

( ) ( )0
1 11 1
kk

kk k kn n é ù³ ³ + > =ê ú e eeë û
,  

pa 
0

1 1
k kn n
£ <e . Zna~i izbirame 0

1 1kn é ù= +ê úeë û
. Spored toa za proizvolen 0e>  

postoi 0
1 1kn é ù= + Îê úeë û

  taka {to za sekoj  0n n³  va`i  

0

1 1 10n k k k
a a

n n n
- = - = £ <e ,  

pa nizata konvergira kon nula.  

v) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame 0
1 1n é ù= +ê úeë û . Toga{ za sekoj 0n n³ ,  

( 1) 10
n

na a n n
-- = - = <e . 

g) Za proizvolen 0e>  izbirame 0
1 1kn

é ù
= +ê úeë û . Toga{ za sekoj 0n n³ ,  

( 1) 10
k

n k k
a a

n n
-- = - = <e . 

d) Za proizvolen 0e>  imame 
11 0 2 12 1na a
nn

- = =- ++ . Re{avaj}i ja nera-

venkata 
1

2 1n <e+  dobivame 
1
2n -e> e , pa { }0

1max 1,12n -eé ù= +ê úeë û
 (ako 1e>  toga{  
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1 12
-eé ù +ê úeë û

ne e priroden broj) . Za sekoj 0n n³  }e va`i 0
1
2n n -e³ > e , odnosno  

1
2 1n <e+ , zaradi prethodnata diskusija.  

Kako i prethodno, za proizvolen 0e>  postoi { }0
1max 1,12n -eé ù= + Îê úeë û

  taka 

{to za sekoj 0n n³ va`i
0

11 0 2 12 1na a
nn

- = £ <e- ++ ,pa nizata konvergira kon 

nula.  

|) Neka 0e>  e proizvolen. Re{avaj}i ja neravenkata 
1
2n <e  dobivame deka  

2logn>- e , pa izbirame { }0 2
logmax 1, 1n -é ù= +ë ûe . Toga{ za sekoj 0n n³ , }e va`i 

0
12 2n n³ > e , t.e. 

1
2n <e .  

Zna~i, za sekoj 0e>  postoi { }0 2
logmax 1, 1n -é ù= +ë ûe  taka {to za sekoj  

0n n³  va`i 
0

1 1 102 2 2n n n na a- = - = £ <e , pa nizata konvergira kon nula.  

e) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame 0

1 1n é ù= +ê úeë û . Toga{ za sekoj 0n n³ ,  

cos 10n
na a n n- = - £ <e . 

`) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame { }0

2

2
1 3max 1,1n é ù- e= +ê úeë û

. Toga{ za 

sekoj 0n n³ ,   

1 10
3 3

na a
n n

- -= = <e
+ +

.  

2.14. Doka`i  deka nizata : 

a) 1n
na n= +  konvergira kon brojot 1; 

b) 3 1
n

na n
+=  konvergira kon brojot 3; 

v) 12na n= -  konvergira kon brojot 2; 

g) 11 10nna = -  konvergira kon brojot 1. 

Re{enie.  a) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame { }0
1max 1,1n -eé ù= +ê úeë û . Toga{ 

za sekoj 0n n³ , 
111 1n

na a
n n

- -= = <e+ + .  
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b) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame 0
1 1n é ù= +ê úeë û . Toga{ za sekoj 0n n³ , 

3 1 13n
na a n n
+- = - = <e .  

v) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame 0
1 1n é ù= +ê úeë û . Toga{ za sekoj 0n n³ ,  

1 12 2na a n n- = - - = <e . 

g) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame [ ]{ }0 lg 1,1maxn - e += . 

Toga{ za sekoj 0n n³ ,  
1 11 110 10n n na a- = - - = <e . 

2.15.  Doka`i deka 

a) 2 1lim 21n
n
n¥

+ =+ ;       b) 
2 1lim 12 1n
n
n¥
- =+ ;      

v) 
1lim 12n

n
n¥
+ =+ ;       g) 

4 3 2lim 6 5 3n
n
n¥
+ =+ . 

Re{enie.  a) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame { }0
1max 1,1n -eé ù= +ê úeë û . Toga{  

za sekoj  0n n³ , 
2 1 121 1n
na a
n n

+- = - = <e+ + . 

b) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame { }0
2max 1,1
2

n -eé ù= +ê úeë û
. Toga{ za sekoj 

0n n³ , 
2 1 212 1 2 1n
na a
n n
-- = - = <e+ + . 

v) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame 0
1 2 1n - eé ù= +ê úeë û .  

Toga{ za sekoj 0n n³ , 
1 112 2n

na a
n n
+- = - = <e+ + . 

g) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame { }0
1 5max 1,1

6
n - eé ù= +ê úeë û

.  

Toga{ za sekoj 0n n³ , 
4 3 2 1
6 5 3 6 5n
na a n n
+- = - = <e+ + .  

2.16. Doka`i  deka slednite nizi se divergentni: 

a) ( )1 nna = - ;    b) ( )1 nna n= - ;        

v) ( )1 1 nn
na = + - ;  g) ( ) 11 nna n= - + . 

Re{enie. a) 
1,
1,n

n
a n

ìïï=í-ïïî

e paren broj

e neparen broj
. Neka a  e proizvolen realen broj i  
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1
2e= . Za proizvolen  priroden broj 0n , ako izbereme 0n n=  ili 0 1n n= +  

sleduva 
1
2na a- ³ = e .    

b) Bidej}i 
,
,n

n n
a n n

ìïï=í-ïïî

e paren broj

e neparen broj
, za proizvolen realen broj a  i  

1
2e=  

postojat beskone~no mnogu ~lenovi na nizata nadvor od intervalot ( )1 1,2 2a a- + . 

Toa zna~i deka za proizvolen priroden broj 0n , ako izbereme 0n n=  ili 

0 1n n= +  sleduva 
1
2na a- ³ = e .   

v) Bidej}i 
2 ,
0 ,n

n
a n

ìïï=íïïî

e paren broj

e neparen broj
 za proizvolen realen broj a  i  

1
2e=  

postojat beskone~no mnogu ~lenovi na nizata nadvor od intervalot ( )1 1,2 2a a- + . 

Toa zna~i deka za proizvolen priroden broj 0n , ako izbereme 0n n=  ili 

0 1n n= +  sleduva 
1
2na a- ³ = e .   

g) Ako n  e paren broj, toga{ 
11 1na n= + > . Ako n  e neparen broj, toga{ 

11 0na n=- + < . Spored toa,  za proizvolen realen broj a  i  
1
2e=  postojat 

beskone~no mnogu ~lenovi na nizata nadvor od intervalot ( )1 1,2 2a a- + . Toa zna~i 

deka za proizvolen priroden broj 0n , ako izbereme 0n n=  ili 0 1n n= +  sleduva 

1
2na a- ³ = e . 

2.17. Dadena e niztata 
1
3n

na n
+= + . Doka`i deka lim 1nn

a
¥

= , a potoa opredeli go 

0n  ako:    

a) 0,1e= ;    b) 0,01e = ;  v) 0,001e = . 

Re{enie. Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame { }0
2 3max ,1n - eé ù= ê úeë û . Toga{ za  

sekoj 0n n³ , 
1 213 3n

na a
n n
+- = - = <e+ + .  
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a) Od prethodnoto sleduva deka 0n  }e bide najmaliot priroden broj koj e re-

{enie na neravenkata  
2

3n <e+ . Zemaj}i 0,1e =  poslednata neravenka e ekviva-

lentna so neravenkata 20 3n< + , t.e. 17n> , pa 0 18n = .   

b) Sli~no kako vo a) od 
2 1

3 100n <+  dobivame 200 3n< + , odnosno 0 198n = ;   

v) 0 1998n = .  

2.18. Opredeli  go op{tiot ~len  na  na nizata  0,9; 0,99; 0,999; . Doka`i deka 

lim 1nn
a

¥
= . Po~nuvaj}i od koe n  e ispolneto 1 0,0001na - < ? 

Re{enie.  Imame 1
9 1110 10a = = - , 2 2

99 11100 10
a = = - , 3 3

11
10

a = - , itn. Zna~i 

11 10nna = -  i lim 1nn
a

¥
=  (Vidi ja zada~ata 2.14. pod g)). Sega ja re{avame neraven- 

kata 4
1 11 110 10n- - <e= , odnosno 410 10n >  od kade {to dobivame 0 5n = .  

2.19. Dadena e nizata 2 2 2
1 2

n
na

n n n
= + + + .   

a) Doka`i  deka  
1lim 2nn

a
¥

= ;   

b) Po~nuvaj}i od koe n  e ispolneto 
1 0,0012na - < ? 

Re{enie. a) Neka e  e proizvolen pozitiven realen broj. Imame 
( )

2
1 .

2n
n na
n
+=   

Izbirame 0
1 12n é ù= +ê úeë û

. Toga{ za sekoj 0n n³ , 
( )

2 2
1 1 1

2 22 2n
n n na a nn n

+- = - = = <e .  

b) 0 3
1 11 1 500 1 5012 2 10

n
-

é ùé ù= + = + = + =ê úê úeë û ⋅ë û
.  

2.20. Dadena e nizata 
1

3 4n
na n
+= + .  

a) Doka`i  deka 
1lim 3nn

a
¥

= .  

b) Po~nuvaj}i od koe n  beskone~no mnogu ~lenovi na nizata se nao|aat vo 

intervalot  ( )1 1 1 1,3 100 3 100- + ? 
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Re{enie.  a) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame { }0
1 4max 1,1
9 3

n é ù= +-ê úeë û
. 

Toga{ za sekoj 0n n³ , 
1 1 1

3 4 3 3(3 4)n
na a n n
+- = - = <e+ + .  

b) Sli~no kako vo zada~ata 2.19. pod b) dobivame deka 0 10n = . 

2.21. Dadena e nizata 
2

2
4 1
3 2n
na
n

+=
+

.  

a) Doka`i deka 
4lim 3nn

a
¥

= .  

b) Po~nuvaj}i od koe n  beskone~no mnogu ~lenovi na nizata se nao|aat vo 

intervalot  ( )4 1 4 1,3 100 3 100- + .  

Re{enie. a) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame 0

5 6 19n
é ù- eê ú= +eê úë û

. Toga{ za 

sekoj 0n n³ , 2
5

3(3 2)na a
n

- = <e
+

.    

b) 0 6n = .  

2.22. Doka`i deka: 

a) 
1lim 0
!n n¥
= ;           b) 

1lim 0an n¥
= , 0a> ;   

v) lim 1n
n

a
¥

= , 0a> ;   g) lim 1n
n

n
¥

= ;     

d) lim 0
!
a

n
n
n¥

= , a Î ;       |) lim 0n
n
q

¥
= , | | 1q < ;  

e) lim 0b n
n
n q

¥
= , | | 1,q b< Î ;      `) 1lim 0

!nn n¥
= ;     

     z) lim 0,
!
n

n

a a
n¥

= Î .                          y) lim nn
a a

¥
=  lim na a

n
e e

¥
= .  

 i) 1) lim nn
a a

¥
=  lim ln lnnn

a a
¥

= , za 0na >  i 0a> ; 

     2) lim 0nn
a

¥
=  lim ln nn

a
¥

=-¥ , za 0na > ; 

     3) lim nn
a

¥
=¥ lim ln nn

a
¥

=¥ , za 0na > ; 

 j) lim nn
a a

¥
=  i lim nn

b b
¥

=   lim nb b
nn
a a

¥
= , za 0na >  i 0a> .  
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Re{enie. a) I na~in: Prvo }e doka`eme deka za 2n>  va`i 1! 2nn -> . 

Navistina, za 3n=  imame 3 13! 6 2 4-= > = . Da pretpostavime deka tvrdeweto e 

to~no za prirodniot broj n . Toga{ za 1n+  imame  

i.p. 1 1 ( 1) 1( 1)! !( 1) 2 ( 1) 2 2 2n n nn n n n- - + -+ = + > + > ⋅ = , 

pa tvrdeweto va`i za sekoj priroden broj n .   

Sega, neka 0e>  e proizvolen. Imame 1
1 11 0 !! 2nnn -= <- . Da ja re{ime 

neravenkata 1
1

2n-
<e . Taa e ekvivalentna so 1 12n- > e , odnosno 2( 1) logn- >- e , t.e. 

21 logn> - e . Sega da izbereme 0 2max{[1 log ] 1,1}n = - e + . Za 0n n³  }e va`i  

01 1
1 1

2 2
n n- -£ <e . 

Zna~i, za proizvolen 0e>  postoi 0 2max{[1 log ] 1,1}n = - e + Î  taka {to za 

sekoj 0n n³  va`i 1
1 11 0 !! 2nnn -= < <e- , pa sleduva 

1lim 0
!n n¥
= . 

 II na~in: Va`i neravenstvoto !n n³  za sekoj priroden broj n . Za 0e>  

postoi 0n Î  taka {to 
0

1
n <e . Sega neka 0n n³ . Toga{ 

0

1 1 11 0 !! n nnn
= < £ <e- , 

pa 
1lim 0
!n n¥
= . 

b) Neka 0e>  e proizvolen. Toga{ 
11 0 aa nn

=- .  

Imame ( )
1

1 1 1 aa
a n nn <e >  >e e . Neka ( )

1

0 1 1an
é ù

= +ê ú
ê úeë û

. Toga{ za 0n n³  imame 

0

1 11 0 a aa n nn
= £ <e- , pa sleduva deka 

1lim 0an n¥
= . 

v)  1) 1a> . Da ozna~ime 1 0b a= - > . Ja formirame nizata 1 1n
nc b= + - . 

Bidej}i 1 1b+ >  dobivame deka 0nc >  za sekoj n Î . Od neravenstvoto na 

Bernuli imame 1 (1 ) 1n
n nb c nc+ = + > + , odnosno n

bc n< .  

Sega neka 0e>  e proizvolen. Postoi priroden broj 0n  takov {to 
0

b
n <e . Za 

0n n³  dobivame 
1

0
| 1| 1 1 1 1 1

a nn n
n n

b ba a b c c n n
>- = - = + - = + - = < £ <e , pa 

lim 1n
n

a
¥

=  za 1a> . 

2) 1a < . Toga{ 
1 1a > , pa od prethodnoto sleduva  
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1 1 11 lim lim lim
n

n nn n
n

a a a¥ ¥
¥

= = = , t.e. lim 1n
n

a
¥

= . 

3) 1a= . Toga{ 1n a = , pa tvrdeweto e trivijalno. 

g) Za prirodniot broj 1n>  va`i 1n n > . Ja formirame nizata 1 0n
nd n= - ³ . 

]e doka`eme deka lim 0nn
d

¥
= . Za 1n>  va`i  

2 3 2 2( 1)
1 (1 ) 1 ...1 2 2 2 2

n n
n n n n n n n

n n n n n n
n d n d d d d d d

æ ö æ ö æ ö æ ö +÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç= +  = + = + + + + > =÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø
.  

Zna~i 
2

1nd n< + .  

Neka 0e> . Da ja re{ime neravenkata 
2

1n <e- .  

Imame 
2

2 2
2

2 2 2( 1) 21 1 n nn n
+e<e <e  - e >  >- - e

. Zaradi 2 22+e > e  dobiva-

me 
2

2
2 1+e >
e

. Da izbereme 
2

0 2
2 1 1n é ù+ e= + >ê úeë û

. Toga{ za 0n n³  va`i  

0

2 2| 0| 1 1n nd d n n- = < < <e- - , pa lim 0nn
d

¥
= . 

Kone~no ( )( )lim lim 1 lim( 1) 1 lim 11n n
n nn n n n

n d dn
¥ ¥ ¥ ¥

= + = + = + =- . 

d) Ako 0a<  toga{ 0a- >  i 
10

!
a

a
a

n n nn -£ £ = . Od  b) va`i 
1lim 0an n-¥

= , pa 

sleduva lim 0
!
a

n
n
n¥

= . 

Neka 0a>  i 0e>  e proizvolen. Toga{ postoi priroden broj k a> . Neka 

0 2 1n k= +  i neka 0n n³ . Toga{ 0 2 1 2n n k k³ = + > , pa 2
nk< . Za sekoj {1,..., }i kÎ   

va`i 2 2 2
n n nn k i n i i- + > - + = + > . Koristej}i go prethodnoto dobivame  

( )

0 !! 1 2 ... ( ) ( 1) ... ( )! ( 1) ...
2

( )!( )! 2

a k ka

k k

k

n n nn
nn n k n k n n k n k n

n
n n kn k

= < = <- ⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ - + ⋅ ⋅ - ⋅ - + ⋅ ⋅

< =
--

 

Koristej}i go a) i stavaj}i m n k= -  imame 
2 1lim 2 lim 0

!( )!
k

k
n m mn k¥ ¥

= ⋅ =
- , pa 

postoi 1n Î , taka {to za 1n n³  va`i 
2

( )!
k

n k
<e

- . Sega za 2 0 1max{ , }n n n=  i 

2n n³  }e va`i 
20 !! ( )!

a ka nn
nn n k

= < <e- - , pa sleduva lim 0
!
a

n
n
n¥

=  za 0a> .  
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Za 0a=  zada~ata se sveduva na a). 

|) Ako 0q =  tvrdeweto e trivijalno. Zatoa da pretpostavime deka 0q ¹ . 

Neka 0e>  e proizvolen. Imame 
ln| | 0 ln| | ln | | ln

ln | |
q

nq n q n
q

< e<e < e  > . Da izbereme  

{ }0
ln

max 1,1ln | |n q
eé ù= +ê úê úë û

 i neka 0n n³ . Toga{ 
ln

ln | |
n

q
e> , pa od prethodnoto 

sleduva  

| 0 | | |n nq q- = <e , odnosno lim 0n
n
q

¥
= . 

e) Neka 0b< . Toga{ 0b- > , pa od b) sleduva 
1lim lim 0b
bn n

n
n-¥ ¥

= = . Isto taka 

od |) imame lim 0n
n
q

¥
=  za | | 1q < , pa i nivniot proizvod }e ima limes 0. 

Neka 0b>  i 0e>  e proizvolen. Toga{ postoi priroden broj k b>  i neka 

0 2 1n k= + . Za 0n n³  va`i 0 2 1 2n n k k³ = + > , t.e. 2
nk< . Bidej}i | | 1q <  postoi 

0h>  taka {to 
1| | 1q h= + . Sega imame  

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2 !(1 ) 1 ... ...1 2 ( )! !
1 2 ...( 1)( 2)...( ) 2 2 2

! !
1 2 ...2 2 2 2 .

! !

n k n k k

k k

k

k k

n nn n nh h h h h h hk k n k k
n n nn n n kn k n k n k k

h h
k k

n n n nk
h h

k k

æ ö æ öæ ö æ ö ÷ ÷÷ ÷ ç çç ç+ = + + + + + + > = =÷ ÷÷ ÷ ç çç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç -è ø è ø è ø è ø
- + - + - +- + - + - +

= > =

+ + +
= >

 

Kone~no 

( )
2 !| 0 | | |

(1 )
2 !

b b b k k
b n b n

n k k k
n n n kn q n q
h n h h

k

-
- = = < =

+
. Zaradi 0b k- <  va`i  

lim 0b k
n
n -

¥
=  i u{te h  i k  se konstanti, pa i 

2 !lim 0
b k k

kn
n k
h
-

¥
= . Zna~i za 0e>  

postoi 1n Î  taka {to za 1n n³  va`i 
2 !0

b k k

k
n k
h

-
< <e . Neka 2 0 1max{ , }n n n=  i 

2n n³ . Toga{ za n  va`at site prethodni oceni pa dobivame  

2 !| 0 | | |
b k k

b n b n
k

n kn q n q
h

-
- = < <e . 

`) Prvo }e doka`eme so pomo{ na PMI deka za sekoj priroden broj n  va`i 

neravenstvoto ( )! 3
nnn > . Za 1n=  imame ( )1 111 33

> = , pa neravenstvoto e to~no. Da 

pretpostavime deka neravenstvoto va`i za prirodniot broj n , t.e. ( )! 3
nnn > .  
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Toga{    

( ) ( ) ( )
11 31( 1)! !( 1) ( 1) ( 1)3 313

nnn n

n
n nnn n n n nn

++++ = + > + = + =+   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 111 1 13 3 .13 3 311

n n nn

n
nn n n
n

n

+ + ++ + += = >+
+

 

Vo posledniot ~ekor iskoristivme deka nizata ( )11
n

n+  e monotono raste~ka 

i ( )1lim 1
n

n
en¥

=+ , pa za sekoj n Î  va`i ( )1 31
n
en £ <+ . Zna~i tvrdeweto va`i za 

sekoj priroden broj. 

Sega, 

( )
1 1 30

!
3

n n
n

nnn
£ < =  i zaradi 

3lim 0
n n¥

= , dobivame deka i 
1lim 0

!nn n¥
= . 

z) Postoi 0n Î , taka {to 0 2 an > . Toga{ 
0

1
2

a
n < , i za sekoj 0k n³  va`i  

0

1
2

a a
nk £ < . Sega, neka 0e>  i 0n  e izbran taka {to 0 2 an > . Za 0n n³  }e 

va`i    
( )( ) ( )( ) ( ) 0 00 0 0

0

0 00 0 0 0
0 ...1 2! ! ! 1 2 ... !

n i nn n n n n n

n n

a a a a a aa a
nn nn n n n n n n

+ >-

-

- = = ⋅ = <+ ++ + 
 pati

 

( ) 0 00 0

0 0

2 11
2! !2

n n nn n
n

a a
n n

-
< = ⋅               (1) 

Bidej}i 
00

0

2 1lim 02!
nn

nn
a
n¥

⋅ = , za dadenoto e  postoi 1n Î , taka {to za 1n n³  va`i  

0 0

0

2 1
! 2

n n

n
a
n

⋅ <e .            (2) 

Sega, neka { }0 12 ,max n nn = . Za 2n n³  va`at i (1) i (2) pa dobivame   

0 0

0

2 10
! ! 2

n nn

n
a a
n n

- < ⋅ <e , t.e. lim 0
!
n

n

a
n¥

= .   

y) Va`i 
1

lim 1n
n

e
¥

=  i 
1

1
1lim lim 1n

n n
n

e

e

-

¥ ¥
= = . Zaradi lim nn

a a
¥

=  sleduva deka za 

sekoj k Î  postoi ( )0 0n n k= Î  taka {to za sekoj 0n n³  va`i 
1

na a
k

- < , t.e. 

1 1
na a

k k
- < - < . 
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Neka 0e>  e proizvolen. Zaradi 
1

lim 1k
k

e
¥

=  i 
1

lim 1k
k

e
-

¥
=  sleduva deka 

postojat 1 2,k k Î  taka {to za sekoj 1k k³  va`i 
1

1k
a

e
e
e- <  i za sekoj 2k k³  va`i 

1
1k

a
e

e

- e- < . 

Neka { }0 1 2max ,k k k=  i neka 0k k³ .  

Toga{ va`i 
1

1ke - < , 
1

1ke
-

- <  i postoi ( )0 0n n k= Î  taka {to za sekoj 

0n n³  va`i 
1

na a
k

- < , t.e. 
1 1

na a
k k

- < - < . 

Neka 0n n³ . Imame ( )1n na a aa ae e e e -- = -  i 
1 1

1 1 1na ak ke e e
- -- < - < - , t.e. 

( ) ( ) ( )1 1
1 1 1na aa a ak ke e e e e e

- -- < - < - .  

Zna~i, ako 0na a- < , va`i ( ) ( )
1

1 1 0na aa ake e e e
- -- < - < , a ako 0na a- >  va`i 

( ) ( )1
0 1 1na aa a ke e e e-< - < - . Spored toa  

( ) { }1 1max1 1 , 1n
aa aa a ak k a
ee e e e e e e

-- e< < = e- - -
. 

Sleduva deka lim na a
n

e e
¥

= . 

i) 1) Prvo }e go doka`eme tvrdeweto za 1a = . 

Neka 0e>  e proizvolen. Bidej}i lim 1nn
a

¥
= , 1ee >  i 1e-e <  sleduva deka  

postoi 1n Î  taka {to za sekoj 1n n³  va`i na ee<  i  

postoi 2n Î  taka {to za sekoj 2n n³  va`i na e-e>  . 

Neka { }0 1 2max ,n n n=  i neka 0n n³ .  Toga{ va`i na e-e>  i na e-e> , t.e. ln na >-e  

i ln na <e . Sleduva deka ln na-e< <e , t.e. ln na <e . 

 Zna~i, ln ln ln ln1 lnn n na a a a- = - = <e , za sekoj 0n n³ , pa sleduva 

tvrdeweto. 

Sega, neka 1a ¹ . Toga{ lim 1n

n

a

a¥
= , pa od prethodnoto sleduva deka  
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  ( )0 lim ln lim ln lnn
nn n

a
a a

a¥ ¥
= = - ,  

t.e. lim ln lnnn
a a

¥
= . 

2) Neka 0M <  e proizvolen. Toga{ zaradi lim 0nn
a

¥
=  i 0na >  sleduva deka postoi 

0n Î  taka {to za sekoj 0n n³  va`i 0 M
na e< < . 

Taka, za 0n Î  imame ln ln M
na e M< = , pa sleduva deka lim ln nn

a
¥

=-¥  

3) Sli~no kako 2) 

j) 
( )ѕ) и)lim ln lim lim lnln ln lnlim lim lim

bn n n n nn n n n n n n
b a b ab a b a b a b

nn n n
a e e e e e a¥ ¥ ¥

¥ ¥ ¥
= = = = = = . 

Opredeli gi  slednite granici:  (2.23. - 2.62.) 

2.23. 
2

2
3 5 1lim
5 1n
n n
n n¥

+ -
+ -

. 

Re{enie. 
( )
( )

( )
( )

2
2 2 2

2
2

2 2

5 1 5 13 lim 33 5 1 3lim lim 51 1 1 15 1 5 lim 5

n

n n

n

n n nn n n n
n n n n nn n

¥

¥ ¥

¥

+ - + -+ - = = =
+ - + - + -

.  

2.24. 
2

2
3 5 4lim

2n
n n
n¥
+ +
+

. 

Re{enie. 
( )
( )

( )
( )

2
2 2 2

2
2

2 2

5 4 5 43 lim 33 5 4lim lim 3
2 22 1 lim 1

n

n n

n

n n nn n n n
n n

n n

¥

¥ ¥

¥

+ + + ++ + = = =
+ + +

.  

2.25. 
2

3
1lim
1n

n
n¥

+
+

. 

Re{enie. 
( )
( )

( )
( )

2
2 2 2

3
3

3 2

1 5 41 lim 31 1 3lim lim lim 0 011 21 1 lim 1

n

n n n

n

n nn n n
nn n

n n

¥

¥ ¥ ¥

¥

+ + ++ = = ⋅ = ⋅ =
+ + +

.  

2.26. 
2

3
4 4 3lim
2 3 4n
n n
n n¥

- +
+ +

. 

Re{enie.
( )
( )

( )
( )

2
2 2 2

3
3

2 3 2 3

4 3 4 34 lim 44 4 3 1lim lim lim 0
3 4 3 42 3 4 2 lim 2

n

n n n

n

n n nn n n n
nn n n

n n n n

¥

¥ ¥ ¥

¥

- + - +- + = = ⋅ =
+ + + + + +

 

2.27. 
3 2

3 2
5 2 4 1lim
7 3 4 2n
n n n
n n n¥

- + -
+ - +

. 
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Re{enie. 
( )
( )

3
3 2 2 3

3 2
3

2 3

2 4 155 2 4 1 5lim lim 73 4 27 3 4 2 7
n n

n nn n n n n
n n n n n n n

¥ ¥

- + -- + - = =
+ - + + - +

.  

2.28. ( )
32

2
3 2lim
4 2 7n
n n
n n¥

+ -
+ +

. 

Re{enie. ( ) ( )
( ) ( )

3
23 32 2

2
2

2

1 23
3 2 3 27lim lim 4 642 74 2 7 4

n n

n nn n n
n n n n n

¥ ¥

æ ö÷ç + - ÷ç+ - ÷ç ÷= = =ç ÷ç ÷+ + ç ÷+ + ÷ç ÷çè ø÷

.  

Pritoa iskoristivme deka  

( ) ( )( )( ) ( )33lim lim lim lim lim limn n n n n n n nn n n n n n
a a a a a a a a

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
= = =  

pri uslov nizata na  da konvergira. 

2.29. ( )
103 2

3 2
2 2 1lim

4 7 3 4n
n n

n n n¥
+ +

+ ++ +
. 

Re{enie. ( ) ( )
10 103 2 3 2

3 2 3 2 10
2 2 1 2 2 1 1lim lim

4 7 3 4 4 7 3 4 2n n
n n n n

n n n n n n¥ ¥
+ + + += =

+ ++ + + ++ +
. 

2.30. ( )( )( )
3

1 3 2 5 7
lim
n

n n n
n¥

+ + -
. 

Re{enie. ( )( )( ) ( )( )( )3

3 3

1 2 71 3 51 3 2 5 7
lim lim
n n

n n n nn n n
n n¥ ¥

+ + -+ + - = =  

( ) ( ) ( )1 2 7lim 1 lim 3 lim 5 1 3 5 15
n n nn n n¥ ¥ ¥

= + + - = ⋅ ⋅ = .  

2.31. ( )3 2

2lim 12n
n n

nn¥
- -+

. 

Re{enie. ( ) ( )
3 2 23 2

2 2

( 1) ( 2)
lim lim12 2 ( 1)n n

n n n nn n
nn n n¥ ¥

- - +
- = =-+ + -

   

              
3 2

3 2
2lim 1
2 2n

n n
n n n¥

- -= =-
- + -

.  

2.32. ( )26lim 23 5n
n nn¥

-- . 

Re{enie. ( )2 2 26 6 6 10 10lim 2 lim3 5 3 5 3n n
n n n nnn n¥ ¥

- +- = =- - .  

2.33. 
2 2

2 2
( 1) ( 1)

lim
( 2) ( 2)n

n n
n n¥

+ - -
+ - -

. 
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Re{enie. 
2 2

2 2
( 1) ( 1) 4 1lim lim 8 2( 2) ( 2)n n

n n n
nn n¥ ¥

+ - -
= =

+ - -
. 

2.34. 
! ( 1)!

lim
( 2)!n

n n
n¥

+ +
+

. 

Re{enie. 
! ( 1)! !(1 1)

lim lim
( 2)! !( 2)( 1)n n

n n n n
n n n n¥ ¥

+ + + +
=

+ + +
1lim 01n n¥

= =+ .  

2.35. lim
1n
n

n n¥ + +
. 

Re{enie. 
( ) ( )

1lim lim
1 1 11 1 lim 1 1

n n

n

n n
n n n n n

¥ ¥

¥

= =
+ + + + + +

. 

Zaradi 
11 1n+ >  dobivame 

1 11 1 1n n< + < + . Od ( )1lim 1 1
n n¥

+ =  sleduva deka i 

1lim 1 1
n n¥

+ = , pa 
1lim 21n

n
n n¥

=
+ +

. 

2.36. 
2

3 3 2

4lim
3n

n n
n n¥

+
-

. 

Re{enie. 
2

3 3 2 3 3

44 lim 114lim lim
3 33 1 lim 1

n
n n

n

n nn n n
n n n n n

¥
¥ ¥

¥

+++ = =
- - -

. 

Sega, od 
4 41 1 1n n< + < +  i ( )4lim 1 1

n n¥
+ =  dobivame 

4lim 1 1
n n¥

+ = .  

Analogno, 
30 1 1n< - <  za 4n³ , pa 33 31 1 1n n- < - < . Od ( )3lim 1 1

n n¥
- =  sleduva  

3 3lim 1 1
n n¥

- = . Spored toa, 
2

3 3 2

4lim 1
3n

n n
n n¥

+ =
-

.  

2.37. ( )lim 1
n

n n
¥

+ - . 

Re{enie. ( ) ( ) 1lim 1 lim 1
1n n

n nn n n n
n n¥ ¥
+ ++ - = + - =
+ +

 

                    
1lim 0
1n

n n
n n¥
+ -= =
+ +

.  

2.38. ( )lim 2 3 2 1
n

n n
¥

+ - - . 

Re{enie. ( ) ( ) 2 3 2 1lim 2 3 2 1 lim 2 3 2 1
2 3 2 1n n
n nn n n n
n n¥ ¥
+ + -+ - - = + - - =
+ + -

 

     

2 3 (2 1) 4lim lim 0
2 3 2 1 2 3 2 1n n

n n
n n n n¥ ¥

+ - -
= = =

+ + - + + -
.  
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2.39. ( )lim ( 1)( 2)
n

n n n
¥

+ + - . 

Re{enie. 

( ) ( )( )
( )

( 1)( 2) ( 1)( 2)
lim ( 1)( 2) lim

( 1)( 2)n n

n n n n n n
n n n

n n n¥ ¥

+ + - + + +
+ + - = =

+ + +
 

( ) ( )
( )2

23( 1)( 2) 3 2lim lim lim
1 2( 1)( 2) ( 1)( 2) (1 )(1 ) 1

n n n

n nn n n n
n n n n n n n n n

¥ ¥ ¥

++ + - += = = =
æ ö+ + + + + + ÷ç + + + ÷ç ÷çè ø

         

( )( )

23 lim 3
21 21 lim 1 lim 1

n

n n

n

n n

¥

¥ ¥

+
= =

+ + +
. 

2.40. ( )2 2lim 3 1 1
n

n n n n
¥

+ - - + + . 

Re{enie. ( ) ( ) ( )
( )

2 2
2 2

2 2

3 1 1
lim 3 1 1 lim

3 1 1n n

n n n n
n n n n

n n n n¥ ¥

+ - - + +
+ - - + + = =

+ - + + +
 

2 2
2 2

22 lim2 2lim 1
3 1 1 13 1 1 1 lim lim 1 lim lim

n
n

n n n n

nn
n n n n

n nn n

¥
¥

¥ ¥ ¥ ¥

--= = =
+ - + + + + - + + +

. 

2.41. ( )2 2lim 1 1
n

n n n n
¥

+ + - - + . 

Re{enie. ( )2 2
2 2

2lim 1 1 lim 1
1 1n n
nn n n n

n n n n¥ ¥
+ + - - + = =

+ + + - +
. 

2.42. ( )3 3lim 1
n

n n
¥

+ - . 

Re{enie. ( )
( )

3 3
2 33 3 3 2

1lim 1 lim
1 1n n
n nn n

n n n n¥ ¥
+ -+ - = =

+ + + +
 

( ) ( )
3 2 22

3 3 32 33

1 1 1lim lim 0
1 11 1 1 lim 1 lim 11 1 1

n n

n n

n
n n nn n

¥ ¥

¥ ¥

= = ⋅ =
æ ö÷ç ÷ + + + ++ + + +ç ÷÷çè ø

. 

2.43. ( )3 2 3lim
n

n n n
¥

- + . 

Re{enie. ( )
( )

23 2 3
2 33 2 3 2 3 2

lim lim
n n

nn n n
n n n n n n

¥ ¥
- + = =

- - - +
 

( )
2

33

1 1lim 31 11 1 1
n

n n
¥

= =
- - - +

.  



II. Nizi od realni broevi 

 106

2.44. 2lim 1 2
n

nn¥ + . 

Re{enie. 2 1 1lim lim 11 2 1 11 lim 12 2

n

nn n
n nn

¥ ¥
¥

= = =+ + +
. 

2.45. 
11 3lim 2 3

n

nn

+

¥
-
+ . 

Re{enie. 
1

1 13 lim 31 3 3 3lim lim 32 3 2 21 lim 13 3

n n nn
nn n

n nn

+ ¥
¥ ¥

¥

- -- = = =-+ + +
. 

2.46. 
12 4lim 1 2

n

nn

+

¥
-

+ . 

Re{enie. 
1

4 42 2 lim2 4 2 2lim lim 21 2 1 11 lim 12 2

n n nn
nn n

n nn

+ ¥
¥ ¥

¥

- -- = = =+ + +
. 

2.47. 1 1
2 5lim

2 5
n n

n nn + +¥
+
+

. 

Re{enie. 
( )
( )

( )
( )1 1

2 21 lim 15 52 5 1lim lim 52 5 2 22 5 2 lim 55 5

n n

n n n
n nn nn n

n

¥
+ +¥ ¥

¥

+ ++ = = =
+ + +

. 

2.48. 
1 2

1
5 7lim
5 7
n n

n nn

+ +

+¥
+
+

. 

Re{enie. 
( )
( )

( )
( )

2 2
1 2

1

5 55 7 5 lim 77 75 7lim lim 7
5 55 7 7 lim 77 7

n n

n n n
n nn nn n

n

+ + ¥
+¥ ¥

¥

⋅ + ++ = = =
+ + +

. 

2.49. 2

2

1 1 1
2 22
1 1 1
3 33

1
lim

1
n

n n¥

+ + + +
+ + + +




. 

Re{enie. 
( ) ( )
( ) ( )

2

2

11 11 1 1
22 22 22

1 1 1 11 1
3 3 33 33

1 1 1 lim1 3 3lim lim 4 41 1 lim1 1

n nn n
n nn nn n

¥
¥ ¥

¥

- - -+ + + +
= = =

+ + + + -- -




. 

2.50. 2
1 2 3lim

n
n

n¥
+ + + +

. 

Re{enie. ( )
2 2

11 2 3 1lim lim 22n n

n nn
n n¥ ¥

++ + + + = =
. 

2.51. 
2 2 2 2

3
1 2 3lim

n
n

n¥
+ + + +

. 

Re{enie. 
2 2 2 2

3 3
( 1)(2 1)1 2 3 1lim lim 36n n

n n nn
n n¥ ¥

+ ++ + + + = =
. 
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2.52.
2 2 2 2

2 2 2 2
1 3 5 (2 1)

lim
2 4 6 (2 )n

n
n¥

+ + + + -
+ + + +


 . 

Re{enie. 
2 2 2 2

2 2 2 2

(2 1)(2 1)
1 3 5 (2 1) 3lim lim

2 ( 1)(2 1)2 4 6 (2 )
3

n n

n n n
n

n n nn¥ ¥

- +
+ + + + -

= =
+ ++ + + +


  

 

( )( )
( )( )

1 13

1 13

1 12 lim 2 lim
lim 1

1 12 1 lim 2 lim

(2 )(2 )
2 (1 )(2 )

n n
n

n n

n n

n n

n n

n n

n
n

¥ ¥
¥

¥ ¥

- +
= = =

+ +

- +
+ +

. 

2.53.
( )

3 3 3 3

2 2 2 2
1 2 3lim
1 2 3n

n
n n¥

+ + + +
+ + + +




. 

Re{enie. 
( )

2 2
3 3 3 3

2 2 2 2

( 1)
1 2 3 4lim lim

( 1)(2 1)1 2 3
6

n n

n n
n

n n nn n n
¥ ¥

+
+ + + + = =

+ ++ + + +



 

( )
( )( )

2
4

4

21

1 1

11 lim3 3 3lim2 2 41 11 lim 2 lim

(1 )
(1 )(2 )

n
n

n n

n

n n

n

n n

n
n

¥
¥

¥ ¥

+
= = =

+ +

+
+ +

 

2.54. ( )( ) ( )2
11 1lim 11 14 9 ( 1)n n¥

-- - +
 . 

Re{enie. ( )( ) 2
1 1 1lim 1 1 14 9 ( 1)n n¥

æ ö÷ç- - - =÷ç ÷÷ç +è ø
  

( )

( )

22 2 2 2

2 2 2 2 2
1 12 1 3 1 4 1 1lim ...

2 3 4 1n
nn

n n¥
+ -- - - -= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
+

 

( )2 1
lim
n¥

-
=

( )2 1+
22

( )3 1-
⋅

( )3 1+
23

( )4 1-
⋅

( )4 1+
24

( )1
...
n-

⋅ ⋅
( )1n+
2n

n⋅ ( )

( )2
2

1
n
n

+
+

=  

2 1lim 2 2 2n
n
n¥
+= =+ . 

2.55. ( )2lim 1
n

n n¥
+ . 

Re{enie. ( )
2

22 2 21 12lim lim 1 lim 11
2 2

n n
n

n n n
en nn

⋅

¥ ¥ ¥

æ ö÷æ ö æ öç ÷÷ ÷= + = + =çç ç+ ÷÷ ÷çç ç ÷÷ ÷çç ç÷ ÷ç ç ÷÷çè ø è øè ø
. 

2.56. ( )21lim 1
n

n n¥ + . 

Re{enie. 
2

21 1 1lim lim lim1 1 1
n n n

n n n
e

n n n¥ ¥ ¥

æ öæ öæ ö æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ ÷ç çç ç ç= =+ + +÷ ÷÷ ÷ ÷ç çç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ç ç çç çè ø è ø è øè øè ø
. 
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2.57. ( )1lim 1 1

n

n n¥
+ + . 

Re{enie. ( ) ( )
1 11 1lim 1 lim 11 1

n n

n nn n

+ -

¥ ¥
+ = + =+ +  

( ) ( ) ( )
( )

1

1 1

1

1lim 1 11 1lim 1 11 1 11lim 1 1

n

n n

n

n

n e en n
n

+
+ - ¥

-¥

¥

+æ ö +÷ç= + + = = =÷ç ÷çè ø+ +
+ +

 

2.58. 1lim 1 ,
n

n
k

n k¥

æ ö÷ç + Î÷ç ÷çè ø+
 . 

Re{enie. Bidej}i nizata 
11

n k

nb n k

+æ ö÷ç= + ÷ç ÷çè ø+
 e dobiena od nizata  

11
n

na n

æ ö÷ç= + ÷ç ÷çè ø
 

so izostavuvawe na prvite k  ~lenovi sleduva deka lim limn nn n
b a e

¥ ¥
= = , pa imame 

( ) ( ) ( )
( )

1lim 11 1lim 1 lim 1
11lim 1

n k

n n k k n
k kn n

n

n k e en k n k
n k

+
+ - ¥

¥ ¥

¥

+ ++ = + = = =+ +
+ +

. 

2.59. 
21lim 1

n

n n¥

æ ö÷ç + ÷ç ÷çè ø .  

Re{enie. 
задача ј)

1
2.222 1

2
211lim lim 11

n n

n n
e

nn¥ ¥

æ öæ ö ÷æ ö ç ÷÷ç÷ çç = + =÷+ ÷÷ ççç ÷ ÷ç÷ç è øçè ø ÷÷çè ø
. 

 

(2.60-2.62)   Presmetaj lim nn
a

¥
, kade  

2.60.  a) ( )
1 1 1...1 2 2 3 1na n n

= + + +⋅ ⋅ + ;  

          b) 3
1 2 2 3 ... ( 1)

n
n n

a
n

⋅ + ⋅ + + +
= ; 

Re{enie. a) Za sekoj priroden broj k  va`i 
1 1 1

1( 1) k kk k
= - ++

, pa  

11 2na = - 1
2+ 1

3- 1
3+ 1

4- 1... 1n+ + -
1
n- 1
n+ 1 111 1n n- = -+ + . 

Zna~i 
1lim 1 lim 1 0 11nn n

a n¥ ¥
= - = - =+ .  
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b) Od  

3 3

1 2 2

3 3
3 2

3 3

1 2 2 3 ... ( 1) 1(1 1) 2(2 1) ... ( 1)

( 1)(2 1) ( 1)
(1 2 ... ) (1 2 ... ) 6 2

( 1)2 3
6 2

n

n n n n
a

n n
n n n n n

n n

n n
n nn n n

n n

⋅ + ⋅ + + + + + + + + +
= = =

+ + +
++ + + + + + +

= = =
++ += +

 

dobivame deka 
1lim 3nn

a
¥

= .  

2.61. ( )( )( ) ( )1
2

11 1 1 11 1 1 ...3 6 3na n n
æ ö÷-ç ÷= - - - ç + ÷ç ÷÷çè ø

;          

Re{enie. Za sekoj priroden broj k  va`i   

( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

2 21 2 1 21 2 1 11
1 1 1 1 1

2

k k k kk k k k
k k k k k k k k k k

+ - - ++ - - + -- = = = =
+ + + + +

, 

pa imame 
1 4

na
⋅=

2
2

3
⋅

⋅
5⋅

3 4⋅
3⋅ 6⋅
4 5⋅

4⋅ 7⋅
5 6⋅

( )2
...
n-⋅ ⋅

( )1n+
( )1n- n

( )1n-⋅
( )

( )
2

1
n

n n
+

+
2

3
n
n
+= . Spored 

toa 
1lim 3nn

a
¥

= .  

2.62. 2 3
3 5 2 1...2 22 2 nn

na 1 -= + + + +  

Re{enie. 

 ( )2 3 2 3
1 1 3 5 2 1 1 3 5 2 1... ...2 2 2 2 2 2 22 2 2 2nn n n n

n na a a 1 - 1 -= - = + + + + - =+ + + +  

2 3 2 3 4 1

12 2 3 3

1

2 3 1 1 1

1

3 5 2 1 3 5 2 1
... ...

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 13 5 3 2 1 2 3...
2 22 2 2 2 2 2

1
1

1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 12...
2 2 2 2 12 2 2 2 21

2
3 1 2

2 2

n n

nn n

n

n n n

n

n n

nn n

n n

+

+

-

- + +

-

1 - 1 -
= + + + + - - - - - =

æ ö æ ö æ ö -1 - -÷ ÷ ÷ç ç ç= + + + + - =÷ ÷ ÷- - -ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷è ø è ø è ø

-
- -

= + + + + + - = + ⋅ - =
-

= - -
1 1 1

1 3 1 1 1
22 2 2 2

n

n n n

n
n

+ - +

æ ö- ÷ç= - + - ÷ç ÷÷çè ø

 

Od zada~a 2.22. pod |)  sleduva deka 1 1
1 1lim lim 0

2 2n nn n+ -¥ ¥
= = , a od zada~a 2.22.  

pod e) deka ( )1lim 0
2

n

n
n

¥
= . Spored toa 1 3lim 2 2nn

a
¥

= , pa lim 3nn
a

¥
= . 

2.63. Opredeli gi granicite na nizite: 
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a) 0,3; 0,33; 0,333; 0,3333; , 

b) 0,4; 0,43; 0,433; 0,4333;, 

v) 0,5; 0,51; 0,511; 0,5111; , 

g) 0,31; 0,312; 0,3122; 0,31222; . 

Re{enie. a) Od ( ) ( )
2 1

11 103 3 3 3 1 1 3110 10 10 10 10 110 10 1 10

n

nn na -

-
= + + = + + =

-
    

sleduva  deka 
3 10 1lim 10 9 3nn

a
¥

= = . 

b) Od ( )2 2 2
4 3 3 4 3 1 1110 10 10 1010 10 10nn na -= + + = + + + = 

( )
2

2

11 104 3
10 110 1 10

n-
-

+
-

   

sleduva  deka 2
4 3 1 13lim 10 9 3010

10
nn
a

¥
= + ⋅ = . 

v)Od ( )2 2 2
5 1 1 5 1 1 1110 10 10 1010 10 10nn na -= + + = + + + = 

( )
1

2

11 105 1
10 110 1 10

n-
-

+
-

  

sleduva  deka 2
5 1 1 46lim 10 9 9010

10
nn
a

¥
= + = . 

g) Od  

( )2 3 2 3 3
31 2 2 31 2 1 1110 1010 10 10 10 10nn na -= + + = + + + = 

( )
3

2 3

11 1031 2
110 10 1 10

n-
-

+
-

   

sleduva  deka 2 3
31 2 1 281lim 9 90010 10

10
nn
a

¥
= + = .  

2.64. Dali se konvergentni nizite: 

a) 1
na n= ; 

b) 5n
na n= + ; 

 v) 2 1
3 1n
na n
-= + ; 

g) 1 1 1 1 ;1 2 3na n nn n n= + + + + ++ + +   
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d) 2
1 1 11 3 33 nna = + + + + ; 

|) 2
1 1 1

3 1 3 13 1 nna = + + ++ ++
  ; 

e) 0,3; 0,31; 0,311; 0,3111; ; 

`) 0,42; 0,423; 0,4233; 0,42333; . 

Re{enie. a) Od 1
1 1 1 01 ( 1)n na a n n n n+- = - = >+ +

 sleduva deka nizata e mono-

tona. Osven toa, od 
1 1 1,na nn n= = £ " Î  sleduva deka nizata e ograni~ena. 

Spored  toa, nizata e konvergentna. 

b) Od 1
1 5 05 6 ( 5)( 6)n n

n na a n n n n+
+ -- = - = <+ + + +

 sleduva deka nizata e monoto-

na. Osven toa, od 1,5 5n
n na nn n= = < " Î+ +   sleduva deka nizata e ograni~ena. 

Spored  toa, nizata e konvergentna. 

v) Od 1
2 1 2 1 5 03 1 3 4 (3 1)(3 4)n n
n na a n n n n+
- + -- = - = <+ + + +

 sleduva deka nizata e 

monotona. Osven toa, od 
2 1 21 1,3 1 3 1n
n na nn n
- += = - < " Î+ +   sleduva deka nizata e 

ograni~ena. Spored  toa, taa e konvergentna. 

g) Od 1
1 1 1 1 01 2 1 2 2 (2 1)(2 2)n na a n n n n n+- = - - =- <+ + + + +

 sleduva deka 

nizata e monotona. Osven toa, od  

1 1 1 1 1,11 2 3n
na nn n nn n n= £ < " Î+ + + + + ++ + +   

sleduva deka nizata e ograni~ena. Spored  toa, taa e konvergentna. 

d) Od 1 1
1 0

3n n na a + +- =- <  sleduva deka nizata e monotona. Osven toa, od 

( ) 11
3

2 1
3

11 1 1 31 ,3 3 23 1

n

nna n
+-

= + + + + = £ " Î
-

   sleduva deka nizata e ograni~ena. 

Spored  toa, taa e konvergentna. 

|) Od 1 1
1 0

3 1n n na a + +- =- <
+

 sleduva deka nizata e monotona. Osven toa, od   

( )1
3

2 2 1
3

11 1 1 1 1 1 313 1 3 1 3 3 23 1 3 1

n

n nna
-

= + + + £ + + + + = £+ ++ -
  , n" Î , sleduva  
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deka nizata e ograni~ena. Spored  toa, taa e konvergentna 

e)  
1 1

2 2

111 13 1 1 3 1 310 10
10 10 10 1 10 9010 10 1 10

n n
nna

- -- -
= + + + = + = +

-
 .  

Od 
1

1 1

1 11 13 3 110 10 010 90 10 90 10
n n

n n na a
-

+ +

- -
- = + - - =- <  sleduva deka nizata e mono- 

tona. Osven toa, od 
1

113 2810 ,10 90 9
n

na n
--

= + £ " Î  sleduva deka nizata e ograni-

~ena. Spored  toa, taa e konvergentna. 

`) 
2

2 3 2 3

114 2 3 3 4 2 3 10
10 10 10 110 10 10 10 1 10

n
nna

--
= + + + + = + + =

-


2
2

114 2 10
10 30010

n--
+ + . 

Od 
2 1

1 1

1 11 1 310 10 0300 300 10
n n

n n na a
- -

+ +

- -
- = - =- <  sleduva deka nizata e monotona. 

Osven toa, od 
2

2

114 2 12710
10 300 30010

n
na

--
= + + £  sleduva deka nizata e ograni~ena. 

Spored  toa, taa e konvergentna.   

2.65. Doka`i deka slednite nizi se konvergentni i opredeli gi nivnite 

granici: 

a)  
!

(2 1)!!n
na
n

=
+ ;  b) ( ) 111

n

na n
+

= + . 

Re{enie. a) Nizata monotono opa|a (zada~a 2.7. pod a)) i e ograni~ena od dolu 

so 0 , pa spored toa  taa e konvergentna. Neka  1lim limn nn n
a a a+¥ ¥
= = . Bidej}i  

1
1

2 3n n
na an+
+= + , imame 1

1 1lim lim lim2 3 2n nn n n
na a a an+¥ ¥ ¥
+= = =+ , {to zna~i deka 0a= . 

b)  Vo zada~ata 2.7. doka`avme deka nizata monotono opa|a. Taa e ograni~ena 

od dolu, na primer, so 0 , pa sleduva deka  e konvergentna.  

( ) ( ) ( )11 1 1lim lim lim 11 1 1
n n

n n n
e en n n

+

¥ ¥ ¥
= = ⋅ =+ + + .  

2.66. Ispitaj ja konvergencijata na slednite nizi  zadadeni so rekurentnite 

formuli: 

a) 1 2a =  ; 1 2n na a+ = + ;  

b) 1
1
2a =  ;

2

1
1

2
n

n
a

a +
+

= ; 
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v) 1 1a = ;
2

1
1

2
n

n
n

a
a a+

+
= . 

Re{enie. a) So principot na matemati~kata indukcija }e doka`eme deka 

nizata e monotono raste~ka  i e ograni~ena od gore. Jasno e deka 

2 12 2 2a a= + > = . Pod pretpostavka deka 1n na a -> , imame 

1 12 2n n n na a a a+ -= + > + = . 

Zna~i, nizata e monotono raste~ka. Taa e ograni~ena od gore so 2 1+ . Na-

vistina, jasno e deka 1 2 2 1a = < + . Pod pretpostavka deka 2 1na < + , imame:  

( )21 2 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1n na a+ = + < + + < + + = + = + . Zna~i, nizata e kon-

vergentna, t.e. postoi realen broj a  takov, {to  lim nn
a a

¥
=  i 1lim nn

a a -¥
= . Grani-

cata a  ja opredeluvame od  relacijata  2
12n na a -= + . Toga{, 2

1lim 2 limn nn n
a a -¥ ¥

= + , 

t.e. 2 2a a= + . Re{enijata na poslednata ravenka se 1a=-  i 2a= .  ^lenovite na 

nizata se pozitivni broevi, pa grani~nata vrednost ne mo`e da bide negativen 

broj. Zna~i, 2a=  e grani~nata vrednost na dadenata  niza.  

b) So principot na matemati~ka indukcija }e doka`eme deka nizata e mono- 

tono raste~ka i  ograni~ena od gore. Za 1n=   imame  
( )2

2 1

1
1 12
2 2 2a a= + > = . Pod 

pretpostavka  deka 1n na a ->  i koristej}i deka 0na >  za sekoj n Î , imame  

( )( )2 2
1 11

1
1 1

02 2
n n n nn n

n n
a a a aa a

a a - --
+

+ -+ - -
- = = > . 

Zna~i, 1n na a+ > za sekojn Î , pa nizata monotono raste. Nizata e ograni~ena od 

gore so na primer 1 . Navistina, 1

1 12a = < . Ako 1na < , toga{  

2

1
1 1 1 12 2 2

n
n

a
a +

+
= < + = . 

Spored toa, nizata konvergira, pa postoi  a Î  takov {to lim nn
a a

¥
=  i  isto taka 

1lim nn
a a -¥
= . Od uslovot, imame 

21
2
aa += . Zna~i, baranata grani~na vrednost e 

1a= . 

v) Jasno e deka 0na > , n" Î , t.e. nizata e ograni~ena od dolu. Za 1n>  imame 

1n na a+ -
2 2 21 2 1

2 2
n n n

n n

a a a
a a

+ - -
= = =  ( )( )1 1 12 n n

n
a aa + - = ( )( )1 1 2 24 n n

n
a aa + - =  
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( )( )2
1

1

1 11 24
n

n
nn

aa aa
-

-

+= + =- ( )( )2
1 1

1

1 1 2 14 n n n
n n

a a aa a - -
-

- + - + =
 

( )( )21
1

1 1 1 04 n n
n n

a aa a -
-

-= + - £ . 

Zna~i, po~nuvaj}i od vtoriot ~len nizata monotono opa|a. Nizata e  

konvergentna, pa postoi a Î  takov {to lim nn
a a

¥
=  i 1lim nn

a a +¥
= . Brojot a  mo-

`e da se dobie od rekurentnata vrska. Taka dobivame 1a= . 

2.67. Doka`i deka slednite nizi se konvergentni i opredeli gi nivnite 

granici: 

a) 
1 ( 1)n

na n
+ -

= ;    b) 
( 1)n

na a n
-

= + ;        

v) 
( 1)

1

n

na n
-

= + ;           g) 2
sin !

1n
n na
n

=
+

, 

Re{enie. a) Od 
1 ( 1) 20

n

n n
+ -

£ £  i  
2lim 0

n n¥
=  sleduva deka 

1 ( 1)
lim 0

n

n n¥

+ -
= . 

b) Od 
( 1)1 1n

a a an n n
-

- £ + £ +  i  ( )1lim
n

aa n¥
=-   i  ( )1lim

n
aa n¥

=+  sleduva deka  

( )( 1)lim
n

n
aa n¥

- =+ . 

v) Od 
( 1)1 1

1 1 1

n

n n n
-

- £ £+ + +  i 
1 1lim lim 01 1n nn n¥ ¥

- = =+ + , sleduva deka  

( 1)
lim 01

n

n n¥

-
=+ . 

g) Od 2 2 2
sin !

1 1 1
n n n n
n n n

- £ £
+ + +

 i  2 2lim lim 0
1 1n n
n n

n n¥ ¥
- = =
+ +

, sleduva deka  

2
sin !lim 0

1n
n n
n¥

=
+

.  

2.68. Ako nizata ( )na  konvergira kon  a ,  doka`i deka i nizata od nejzinite 

aritmeti~ki sredini  ( ) ( )1 2 nn
a a a

n
+ + +s =    isto taka konvergira kon  a .  

Re{enie.  Neka  0e>  e proizvolen. Od uslovot lim nn
a a

¥
= , sleduva deka  

postoi priroden broj 1n , takov {to za sekoj 1n n³  va`i 2na a e- < .  Od druga 

strana,  

postoi 2n Î ,  takov {to za sekoj 2n n³  va`i 

1

1
2

i
i

n
a a

n
=

-
e<

å
.   
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Neka { }1 20 ,max n nn = . Toga{ za 0n n³  imame:  

1 11 1n n n n
n

a a a a a a a a a
a an n

+ + + + - + + - + + -
s - = - = £

   
     

( ) ( ) 1
1 11 1

1 1
2 2nn n
n na aa a a an n na a +
-e e- -- -£ + + + + + < + ⋅ < e  .   

Sleduva deka lim nn
a

¥
s = , {to treba{e da se doka`e.  

Sprotivnoto tvrdewe ne mora da bide sekoga{ to~no. Na primer, nizata 

( 1)nna = - , n Î , ne konvergira, a nizata od nejzinite aritmeti~ki sredini ( )ns , 

n Î   konvergira kon  0 .   

2.69. Doka`i deka ako  za nizata ( )na  va`i  ( )1lim n nn
a aa +¥

- = , toga{  

lim n
n

a
an¥

= . 

Re{enie.  Da ozna~ime so  1 1b a= ,  1 1n n nb aa+ += - . Od uslovot na zada~ata 

imame lim nn
b a

¥
= . Toga{, spored zada~ata 2.68. i nizata od aritmeti~kite sredini 

na nizata ( )nb , t.e nizata  

1 2 1 2 1 1n n n n
n
b b b a a a a a

n n n
a -+ + + + - + + -

s = = =
 

 

konvergira kon a .  

 

2.70. Presmetaj lim nn
a

¥
, kade  

a) 
2 2 2

1 1 1...
1 2

na
n n n n

= + + +
+ + +

;     b) ( )
( )1

13

n

n
na n

-

= -  

Re{enie. a) Va`at neravenstvata  

2 2 2 2 2 2 2 21 1, 1 2, 1 3,..., 1n n n n n n n n n+ £ + + £ + + £ + + £ + , 

odnosno  
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
, ,...,

1 1 1 2 1n n n n n n n
³ ³ ³

+ + + + + +
,  

pa so sobirawe na ovie n  neravenstva dobivame  

2 2 2 2

1 1 1 1
...

1 1 2
n

n a
n n n n n

³ + + + =
+ + + +

. 

Od druga strana  

2 2 2 2 2 2 2 21 , 2 , 3 ,...,n n n n n n n n n n n n n+ £ + + £ + + £ + + £ + , 
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odnosno  
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1, ,...,
1 2n n n n n n n n n n
³ ³ ³

+ + + + + +
.  

Ako gi sobereme i ovie n  neravenstva dobivame 
2

1
na n

n n
³

+
. Zna~i, imame

  
2 2 1n
n na
n n n

£ £
+ +

. 

Bidej}i 
2 2

lim lim 1
1n n

n n
n n n¥ ¥

= =
+ +

 sleduva deka i lim 1nn
a

¥
= . 

b) Op{tiot ~len na nizata go zapi{uvame vo oblikot    

( )
( )

e neparen

e paren

1

1

13 ,

13 ,

n

n
n

nna

nn

-ìïïï -ïï=íïï -ïïïî

. Toga{ va`i  
13 1n
n- >  i 

1 1
13n n

<
-

 od kade {to 

sleduva ( ) ( )
1 1

1 13 1 3
n n

n n
-

- < < - , za sekoj n Î . Natamu 
12 3 3n£ - < , pa  

( )
1

113 3
n

nn- <  i ( )
1

113 3
n

n
n

-
-- > , za sekoj n Î .  

Kone~no  ( ) ( )
1 1

1 11 13 3 3 3
n n

n nn n
-

- < - < - < , odnosno 
1 1

3 3n nna
- < < . 

Koristej}i deka  
1 1lim 3 lim 1

3
n

nn n
-

¥ ¥
= =  i 

1
lim 3 lim 3 1nn
n n¥ ¥

= =  (zada~a 2.22. pod v)), 

pa lim 1nn
a

¥
= . 

2.71. Doka`i deka nizata  

   ...n
n c

a c c c c
-

= + + + +
pati 

, 0c>   

konvergira i najdi ja nejzinata granica. 

Re{enie. Od zada~a 2.8. pod a) sleduva deka nizata monotono raste. So PMI 

}e doka`eme deka nizata e ograni~ena od gore so 1c + .Za 1n= , 1 1a c c= < + , 

pa tvrdeweto e to~no. Da pretpostavime deka tvrdeweto va`i za prirodniot broj 

n , t.e. va`i 1na c< + . Toga{ za 1n+  imame  

( )
i.p. 2

1 ... 1 2 1 1 1n
na

a c c c c c c c c c c+ = + + + + < + + < + + = + = + . 

Zna~i nizata e ograni~ena. Spored toa ( )na  konvergira, odnosno postoi 

lim nn
a a

¥
= . Toga{ i 1lim nn

a a+¥
= .  
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Za nizata va`i 1n na c a+ = + , odnosno 2
1 0n na a c+ - - = . Ottuka  

( )2
1lim 0n nn

a a c+¥
- - = , t.e. 2 0a a c- - = . Re{enijata na poslednata ravenka se  

1
1 1 4

2
ca + +=  i 2

1 1 4
2
ca - += .  

No 1 4 1c+ > , pa 2 0a < . Zaradi 0c>  dobivame 0na >  za sekoj n Î , pa i 

lim 0nn
a

¥
³ . Zna~i 2a  ne e granicata na nizata. Ostanuva 

1 1 4lim 2nn
ca

¥
+ += . 

2.72. Doka`i deka nizite  

a) ( )1
1
2n n n

ba a a+ = + , { }1 \ 0a Î , 0b³ ; 

b) ( )( )1 11
1 1 , 0, 0, \{2}n n m

n

ba m a a b mm a+ -= - + > > Î  

konvergiraat i najdi gi nivnite granici. 

Re{enie. a) Neka  1 0a > . Zaradi 0b³  sleduva deka site ~lenovi na nizata se 

pozitivni. Natamu od neravenstvoto ( )
2

0n n

ba a- ³  dobivame 2 0n n

ba b a- + ³ , 

odnosno ( )1
2 n n

ba ba+ ³ . Zna~i ,na b n³ " Î , pa nizata e ograni~ena od dolu.  

Bidej}i ( ) 2

1
1 1 02 2

na b
n

n n n nn n

b aba a a aa a
³

+
-

- = - - = ⋅ £  nizata monotono opa|a. 

Spored toa taa e konvergentna, t.e. postoi 1lim limn nn n
a a a +¥ ¥

= = . Od rekurentnata 

formula dobivame 2
12 n n na a a b+ = + , odnosno 2

12 0n n na a a b+- + = . Ottuka 

2 22 0a a b- + = , odnosno a b=  ili a b=- . No granica na niza so pozitivni 

~lenovi ne mo`e da bide negativen broj, pa lim nn
a b

¥
= . 

Slu~ajot 1 0a < se razgleduva analogno. Vo toj slu~aj dobivame deka site ~lenovi 

na nizata se negativni, nizata e monotono raste~ka, ograni~ena od gore so b-  i 

na krajot lim nn
a b

¥
=- .    

b) Bidej}i 1 0a >  sleduva deka site ~lenovi od nizata se pozitivni. Od 

neravenstvoto me|u aritmeti~kata i geometriskata sredina (zada~a 1.51.) dobi-

vame  

( ) pati1

1
1

1 1

...
m

n n n m
mn mmn n m

n

ba a a
a ba a bm a

-

-
-

+ -

+ + + +
= ³ =



, za sekoj n Î . 
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Zna~i nizata ( )na  e ograni~ena od dolu. Koristej}i go prethodnoto dobivame  

( )( ) ( )1 1 1 1
1 1 01

m
n

n n n n nm m m
n n n

b ab ba a a a amm ma a ma+ - - -
-

- = + - = - = £-
 

pa nizata e i 

monotono opa|a~ka. Spored toa postoi lim nn
a a

¥
= .  

Od ( )( )1 1
1 1n n m

n

ba m am a+ -= - +  dobivame deka ( )( )1
1 1 m

ba m am a -= - + , t.e. 1ma b- = .  

Bidej}i ~lenovite na nizata se pozitivni sleduva ma b= . 

2.73. Doka`i deka ako postoi lim nn
a a

¥
=  toga{ postoi i lim nn

a
¥

 i  

lim nn
a a

¥
= . 

a) Obratnoto tvrdewe ne mora da va`i;  

b) Ako 0a=  toga{ va`i i obratnoto tvrdewe. 

Re{enie. Prvo }e go doka`eme neravenstvoto  

        n na a aa -- £ , za sekojn Î        (1) 

Navistina, nn n a aa a a a a-= - + £ + , odnosno   

n na a aa -- £ .                       (2) 

Od druga strana, n n n na a a a a a a= - + £ - + , odnosno  

n na a aa -- £ .                       (3) 

Od (2) i (3) sleduva n n na a a a aa- -- £ - £  so {to (1) e doka`ano. 

Sega neka 0e> . Zaradi lim nn
a a

¥
=  postoi 0n Î  taka {to za sekoj 0n n³  

va`i na a- <e . Sega imame 
(1)

nn a aaa -- £ <e , pa lim nn
a a

¥
= . 

b) Za nizata ( )1 nna = -  va`i lim lim 1 1nn n
a

¥ ¥
= = , no nizata ( )na  divergira. 

v) Neka lim 0nn
a

¥
=  i 0e>  e proizvolno. Postoi 0n Î  taka {to za 0n n³  

va`i 0na - <e .  

Toga{ za 0n n³ , va`i 0 0n n nn a a aa - = = = - <e , pa lim 0nn
a

¥
= .   

2.74. Neka nizite ( )na  i ( )nb  se definirani na sledniov na~in:  

a) 1 1 1 1, , , 2
n n

n n n n
a b

a a b b a a b b+ +
+

= = = =  i , 0a b> ; 

b) 1 1 1 1
2

, , ,2
n n n n

n n
n n

a b a b
a a b b a b a b+ +

+
= = = = +  i , 0a b> . 

Doka`i deka lim limn nn n
a b

¥ ¥
= . 
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Re{enie. a) Zaradi , 0a b>  sleduva deka 0na >  i 0nb >  za sekoj n Î . Za 

pozitivnite realni broevi x  i y  va`i  

( )2 0 2 0 2
x yx y x y xy xy +- ³  + - ³  £ , 

pa za sekoj 1n>  }e va`i 1 1
1 1 2

n n
n n n n

a b
a a b b- -

- -
+

= £ = . Koristej}i go posledno 

vo neravenstvo dobivame 1n n n n n na a b a a a+ = ³ =  i 1 2 2
n n n n

n n
a b b b

b b+
+ +

= £ = .  

Zna~i nizata ( )na  e monotono raste~ka a nizata ( )nb  e monotono opa|a~ka. Ottu-

ka 1 1n na a b b£ £ £ , pa nizite se ograni~eni. Zna~i postojat lim nn
a A

¥
=  i 

lim nn
b B

¥
= . Od ravenstvoto 1 2

n n
n

a b
b +

+
=  dobivame 2

A BB += , odnosno A B= . 

b) Od , 0a b>  sleduva deka , 0n na b >  za sekoj n Î .  

Natamu, od zada~ite 1.52. i 1.51. dobivame deka  

1 1
2

1 1 2
n n

n n n n

n n

a b
b a b a

a b
+ +

+
= £ £ =

+

1.52. 1.51.
 za sekoj n Î . 

Od 1 02 2
n n n n

n n n
a b b a

a a a+
+ -

- = - = £  za { }\ 1n Î  sleduva deka nizata ( )na   e 

monotono opa|a~ka. 

Od n nb a£  za \{1}n Î  sleduva deka 2n n na b a+ £ , pa 1 2 2
12

n n n

nn n n

b a a
ab a b

+ = ³ =+ , 

pa nizata ( )nb  e monotono raste~ka. 

Ottuka 2 2n nb b a a£ £ £  za sekoj 2n³ , pa nizite se ograni~eni. Zna~i postojat 

lim nn
a A

¥
=  i lim nn

b B
¥

= .  Od ravenstvoto 1 2
n n

n
a b

a +
+

=  dobivame deka 2
A BA += , t.e. 

A B= . 

Koristej}i ja definicijata na nizite dobivame
  

1 1 1 1
1 1 3 3 2 2 1 1

1 1

2 2
...2 2

n n n n
n n n n

n n

a b a b a b a b
a b a b a b a b a b aba b a b+ +

+ +
= ⋅ = = = = = ⋅ = =+ + , 

pa od A B=  sleduva 2A ab= , t.e. A B ab= = .  

2.75. Neka nizata ( )na  e definirana na sledniov na~in:  

1 2
1 2, , 2

n n
n
a a

a a a b a - -+
= = =  za 2n> .  

Presmetaj lim nn
a

¥
. 
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Re{enie.  Za sekoj { }1,2\k Î  va`i  

1 2 2 1 1 2
1 12 2 2

k k k k k k
k k k

a a a a a a
a a a- - - - - -

- -
+ - -

- = - = =- . 

Zna~i,  2 1a a b a- = - , ( )32 1
3 2 3 212 2

a a b aa a -
- -- =- = - ,  

( )( ) ( )
3 23 43 2

4 3 4 2
21 1 12 2 2

b a
a a b aa a

-
-

-
- -- =- = - - = - ,  

( )( ) ( )
4 24 54 3

5 4 5 2
21 1 12 2 2

b a
a a b aa a

-
-

-
- -- =- = - - = - .  

Da pretpostavime deka ( )1 21
2
n

n n n
b aa a - -
-- = - .  

Toga{ ( )( ) ( )
( )

2 11
1 1 2

21 1 12 2 2
nn nn n

n n n

b a
a a b aa a

- +-
+ + -

-
- -- =- = - - = - . Zna~i za sekoj 

n Î  va`i ( )1 21
2
n

n n n
b aa a - -
-- = - .  

Natamu  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )

1 2 1 3 2 4 3 1

2

2
1

1

1

...

... 12 4 2
1 1 11 ... 12 4 2

11 2 12 131 21 2

n n n
n
n

n
n

n
n

n

a a a a a a a a a a
b a b a b aa b a

a b a

a b a a b a

-

-

-
-

-

-

= + - + - + - + - =
- - -= + - - + + + - =

= + - - + + + - =

- - -= + - = + - -
- -

 

pa ( )2 2lim 3 3nn
b aa a b a

¥
+= + - = .   

 2.76. Neka ( )na  e konvergentna niza od pozitivni realni broevi i 

lim nn
a a

¥
= . Doka`i deka 1 2lim ...n nn

a a a a
¥

= . 

Re{enie. Neka 0a ¹ . Od zada~ite 1.51. i 1.52.  dobivame  

1 2
1 2

1 2

...
...1 1 1...

nn n

n

a a an a a a n
a a a

+ + +
£ £

+ + +

1.52. 1.51.
. 

Neka lim nn
a a

¥
= . Toga{ i 

1 1lim
n na a¥

=  ( 0a ¹ ). Od zada~a 2.68. va`i  

1 2 1 2 1 2

1 1 1lim lim1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... ... ...
lim

n n

n n n
n

n a
a a a a a a a a a a

n n

¥ ¥

¥

= = = =
+ + + + + + + + +

2.68.
 



2.2 Grani~na vrednost na niza. Osobini na konvergentnite nizi 

 121

i 1 2 ...
lim n
n

a a a
an¥

+ + +
=2.68.

.  

Zna~i, i 1 2lim ...n nn
a a a a

¥
= . 

Ako 0a = , toga{ i 1 2 ...
lim 0n
n

a a a
n¥

+ + +
=2.68.

. Od zada~ata 1.51. dobivame 

1 2
1 2

...
0 ... nn n

a a a
a a a n

+ + +
£ £

1.51.
, pa sleduva 1 2lim ... 0n nn

a a a
¥

= .   

2.77. Neka ( )na e niza od pozitivni realni broevi i neka postoi 
1

lim n
n n

a
aa¥ -

= . 

Toga{ i 
1

lim lim nn nn n n

a
a a¥ ¥ -

= . Doka`i! 

Re{enie. To~no e 1 2 1 2 3
11 2 1 1 2 1

...
......

n n nn nn n n n

a a a a a a a
a aa a a a a a

-
- -

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . Natamu nizata 

1 1 1
, n
n n

a
b a b a -

= =  za 1n> , spored pretpostavkata e konvergentna pa sleduva 

2 3
1 1 2 1 1

lim lim ... limn nnn nn n nn n

a a a a
a a a a a a¥ ¥ ¥- -

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  (vidi ja zada~ata 2.76.).   

2.78. Doka`i deka lim
!nn
n e
n¥

= . 

Re{enie. To~no e 
!!

n
n

n
n n

nn
= . Da ozna~ime 

!
n

n
na
n

= .  

Toga{    
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )1 11

1 1 11

1 1 1! 11 11 1 1
1 !

n
n nn n

n
n n nn

n
a n n nn
a n nn n n n

n

- --

- - --

- += = = = = +- -- - -
-

,  

pa 
1

lim n
n n

a
ea¥ -

= . Zna~i ispolneti se uslovite od zada~ata 2.77. pa  

1
lim lim lim lim

!!

n
nn n nnn n n n n

an n a eann¥ ¥ ¥ ¥ -
= = = = .   

2.79. Doka`i deka  

a) lim nn
a e

¥
= , kade 

0

1 1 1 1 11 ...
! 1! 2! 3! !

n

n
i

a
i n=

= = + + + + +å ; 

b) 
0

1 10
! !

k

i
e

i k k=
£ - £ ⋅å , za sekoj k Î ; 

v) brojot e  e iracionalen. 

Re{enie. Koristej}i ja binomnata formula dobivame  

( ) ( )2 3
1 1 1 1 11 ...0 1 2 3
n

n

n n nn n
nn n nn n

æ ö æ ö æ öæ ö ÷ ÷ ÷÷ ç ç çç+ = + + + + + =÷ ÷ ÷÷ ç ç çç ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø
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( ) ( )( ) ( )( )
2 3

1 1 1 2 1 1 2  ... 2 1 11 1 ...
2! 3! ! n

n n n n n n n n
nnn n

- - - - - ⋅= + + ⋅ + ⋅ + + ⋅ =  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 1 1 2 1
2 1 1 1 ... 1 1 ... 1

2! 3! !

1 1 1 1
1 ...

1! 2! 3! ! n

n

n n n n n n n

a
n

< < < < < <

æ ö æ öæ ö æ öæ ö æ ö-÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷= + - + - - + + - - - <ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç çè ø è øè ø è øè ø è ø

< + + + + + =

     
 

Sega, neka k  e proizvolen fiksen priroden broj i neka n Î  e takov {to 

k n< . Toga{  

2 3

2

1 1 1 1 1 1
1 ... ...

0 1 2 3

1 1
0 1 2 3

n

k n

n n n n n n

k nn n n n n n

n n n n

n n

æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ öæ ö ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ç ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷+ = + + + + + + ³ç ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷÷ ç ç ç ç ç ç÷ç ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷è ø ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç çè ø è ø è ø è ø è ø è ø
æ ö æ ö æ ö æ÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç³ + + +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

3

2 3

1 1
...

1 1 1 2 1 1 2  ... - 1 1
1 1 ...

2! 3! !

k

k

n

kn n

n n n n n n n n n k

kn n n

ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ =÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
- - - - - +

= + + ⋅ + ⋅ + + ⋅ =

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 2 1 1 2 12 1 1 1 ... 1 1 ... 1
2! 3! !

k
n n n n n nk

-= + - + - - + + - - -  

Ottuka sleduva deka i  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 2 1 1 2 1lim 1 lim 2 1 1 1 ... 1 1 ... 1
2! 3! !

n

n n
k

n n n n n n nk¥ ¥
-+ ³ + - + - - + + - - -  

odnosno 
1 1 12 ...
2! 3! !

e
k

³ + + + + , za sekoj priroden broj k .  

Zna~i dobivme ( )11
n

na en+ < £  i imaj}i predvid deka ( )1lim 1
n

n
en¥

+ =  dobiva-

me deka lim nn
a e

¥
= . 

b) Neka k Î  i n k> . Od binomnata formula dobivame  

( )
0 1

1 1 11
k nn

i i
i i k

n n
i in n n= = +

æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ = +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è øå å        (1) 

 Natamu imame 

( )
( )( )( ) ( )( )

( )

1 1 1

1

1

! 1

1 ! 1 1 2 3 ... 1 1

!! !

1 1 2 3 1
1 1 1 ... 1

!
1 2 3

1 1 1

n n n

i i i
i k i k i k

n

i k

k k

n n n n n n n i
i in n nn i i

i

i n n n n

n n n

= + = + = +

= +

+

æ ö - - - - -÷ç ÷ç = ⋅ = ⋅ =÷ç ÷ç ÷ç -è ø
æ öæ öæ ö æ ö-÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷= - - - - =ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè øè øè ø è ø

æ öæ öæ÷ ÷ç ç ç÷ ÷= - - -ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè øè øè

å å å

å

( )( )! 1 2

... 1

1 1 2 3 1
1 1 1 ... 1

k k k

k

n
k

n n n n+ +

ö æ ö÷ ÷ç÷ ÷- +ç ç÷ ÷÷ ÷ç çø è ø
æ öæ öæ ö æ ö+÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷+ - - - - +ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè øè øè ø è ø

 



2.2 Grani~na vrednost na niza. Osobini na konvergentnite nizi 

 123

( )( )( )( )( )( ) ( )
( ) ( )( )( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )


( ) ( )( )
( )

( )( )
1 21 1 1

1 2 3 11 1 1 ... 1

1 1 2 3 2... 1 1 1 ... 1 ...
! 1 2 3

1 1 2 3 1... 1 1 1 ... 1
! 1 ...

1 1 1 11 1 1
! 1 1 2

k k

k
n n n n

k
n n n nk k k k

n
n n n nk k k n k

k k k
k k n n nk k

< ³ + < ³ +

-- - - -

++ - - - - +
+ + +

-+ - - - - =
+ + -

+= - + - -
+ + +  

( )( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

1

2

1
1

1 11 1 ... 1

...

1 1 1 1 1... ...
! 11 2 ... 1 1

11
11 1 1 1 1

! 1 1 ! 11 1
1

n k

n k

k
n k

k k n
n n n k kk k n k k

k
k k k k

k

-

<

-

<
³ +

-

+ -- - -

é
+ê

ê
êêë

ù æ ö÷ç+ < + + + =ú ÷ç + ÷÷ç+ + ú è ø+ +
úúû

-
+= ⋅ ⋅ < ⋅ ⋅

+ +- -
+





1 (2)
1 !

1
k k

k

=
⋅

+

Isto taka 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 2 ... 1 1 1 2 11 1 ... 1

! !i i

n n i n i n i i
i n n ni in n
æ ö - - - - - -÷ç = ⋅ = - - -÷ç ÷çè ø

 za se- 

koj 0 i k£ £ , pa i 
1 1lim

!in

n
i in¥

æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø
.  

Ottuka sleduva 
0 0

1 1lim
!

k k

in
i i

n
i in¥

= =

æ ö÷ç =÷ç ÷çè øå å .        (3) 

U{te   ( )
0 1

1 1 11 0
k nn

i i
i i k

n n
i in n n= = +

æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ - = >÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è øå å       (4) 

Kone~no, imame  ( )(4) (2)

0 1

1 1 1 10 1
!

k nn

i i
i i k

n n
i in k kn n= = +

æ ö æ ö÷ ÷ç ç< + - = <÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç ⋅è ø è øå å      (5) 

pa ( )
0

1 1 10 lim 1 lim
!

kn

in n
i

n
in k kn¥ ¥

=

æ ö÷ç£ + - £÷ç ÷ç ⋅è øå . Koristej}i deka ( )1lim 1
n

n
en¥

+ =  i (3) 

dobivame  
0

1 10
! !

k

i
e

i k k=
£ - £ ⋅å                         (6) 

v) Da pretpostavime sprotivno, t.e. e Î . Neka 
pe q= , kade ,p q Î  i 1q> . 

Prvo vo (6) od b) da stavime k q= , pa }e dobieme ( )1 1 1 10 1 ...
1! 2! ! !

e
q q q

£ - + + + + £ ⋅ . 

Ottuka, mno`ej}i so !q q⋅  dobivame ( )! ! !0 ! ! ... 1
1! 2! !
q q qe q q q q

q
£ ⋅ ⋅ - + + + + £ . Imaj}i 

predvid deka 
pe q= , imame ( )! ! !0 ! ! ... 1

1! 2! !
q q qp q q q

q
£ ⋅ - + + + + £ , odnosno  

( ) ( )! ! !0 1 ! ! ... 1
1! 2! !
q q qq p q q

q
æ ö÷ç£ ⋅ - - + + + + £÷ç ÷çè ø

                               (7) 
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Sega ( )1 !p q⋅ - Î  i 
! ! !1 ...

1! 2! !
q q q

q
+ + + + Î  pa ( ) ( )! ! !1 ! 1 ...

1! 2! !
q q qp q

q
⋅ - - + + + + Î . No 

zaradi 1q>  od (7) sleduva deka ( ) ( )! ! !1 ! ! ... 0
1! 2! !
q q qp q q

q
⋅ - - + + + + = . Ottuka  

( ) ( ) ( ) ( )( )! ! ! 1 1 10 1 ! ! ... 1 ! 1 ...
1! 2! ! 1! 2! !
q q qp q q q p q

q q
= ⋅ - - + + + + = - - + + + + , 

 pa ( )1 1 11 ... 0
1! 2! !

p q
q

- + + + + = , odnosno 
1 1 11 ...
1! 2! !

p
qq

+ + + + = .   

Zna~i dobivme deka postoi s Î , taka {to 
1 1 11 ...
1! 2! !sa e

s
= + + + + = .   

Nizata ( )na , kade 
1 1 11 ...
1! 2! !na n

= + + + +  e strogo raste~ka i od a) imame 

lim nn
a e

¥
= . ]e doka`eme deka na e¹  za sekoj n Î . Navistina, neka postoi t Î  

taka {to ta e= . Toga{  

( ) ( ) ( )1
1 1 1 1 1 1 1 11 ... 1 ... 0
1! 2! ! 1! 2! !1 ! 1 !ta e

t tt t+e= - = + + + + + - + + + + = >+ +
. 

 Neka 0n Î  e proizvolen. Toga{ za { }0,max 1n tn = +  va`i 0n n³  i  

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 11 ... ... 1 ...
1! 2! ! ! 1! 2! !1 !

1 1 1...
!1 ! 1 !

na e
t n tt

nt t

- = + + + + + + + - + + + + =+
= + + ³ =e+ +

 

Dobivme kontradikcija so lim nn
a e

¥
= . Zna~i ne mo`e da se slu~i  

1 1 11 ...
1! 2! !

p
qq

+ + + + = ,  

pa pretpostavkata e Î  ne e dobra. Zna~i \eÎ  . 

Zabele{ka 1: Zaklu~okot na e¹  za sekoj n Î   mo`e da se izvede i od toa 

{to na e<  za sekoj n Î   (vidi a)) i mno`estvoto { }1 1 11 ...
1! 2! !

n
n

+ + + + Î  nema 

najgolem element. 

 Zabele{ka 2: Zaradi v) vo b) ne va`i ravenstvo, t.e. 
0

1 10
! !

k

i
e

i k k=
< - < ⋅å , za se-

koj k Î . 

2.80. Najdi lim nn
a

¥
 ako 2 32 3 ... n

na q q q nq= + + + +  i 1q < . 

Re{enie. Od ( )2 3 2 32 3 ... 2 3 ...n n
n na qa q q q nq q q q q nq- = + + + + - + + + + =  
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( ) 1 2
2 3 1 11 1... 1 1

n n n
n n nq q n q nqq q q q nq q nqq q

+ +
+ +- - + += + + + + - = - =- -  

imame 
( )

( )

1 2

2
1
1

n n

n
q n q nqa

q

+ +- + +=
-

. Zaradi zada~ata 2.22. pod e) sleduva deka 

( ) 1 2lim 1 lim 0n n
n n

n q nq+ +
¥ ¥

+ = = . Zna~i postoi lim nn
a

¥
 i u{te 

( )2
lim

1nn

qa
q¥

=
-

. 

2.81. Neka 1 2 1 2, ,..., , , ,...,k kp p p a a a  se pozitivni realni broevi i  

1 1 2 2 ...n n nn
n k ka p a p a p a= + + + .  

Dali postoi lim nn
a

¥
 i ako postoi najdi go. 

Re{enie. Neka { }1 2, ,...,max ks a a aa = .  

Toga{ ( )1 1 2 2 1 2 1 2... ... ...n n n n n n n
k s s k s k skp a p a p a p a p a p a p p p a+ + + £ + + + = + + +  

i 1 1 2 2 ...n n n n
k s skp a p a p a p a+ + + ³ .  

Zna~i,  ( )1 1 2 2 1 2... ...n n n n n
s s k k skp a p a p a p a p p p a£ + + + £ + + + , pa i  

1 1 2 2 1 2... ...n n nnn n
s s k s kka p p a p a p a a p p p£ + + + £ + + + . 

Od zada~a 2.22. pod v) sleduva lim 1n
sn
p

¥
=  i 1 2lim ... 1n

kn
p p p

¥
+ + + = . Dobivme 

deka 1 2 ...n n
s s n s ka p a a p p p£ £ + + +  i ( ) ( )1 2lim lim ...n n

s s s k sn n
a p a p p p a

¥ ¥
= + + + = , 

pa postoi lim nn
a

¥
 i { }1 2, ,...,lim max kn sn

a a aa a
¥

= = . 

2.82. Presmetaj lim nn
a

¥
, kade  

a) 3
1 1

n i

n
i j

ja
n= =

=åå ;   b) 
2

3
3

1
1 1

n

n
k

ka
n=

æ ö÷ç= + - ÷ç ÷÷çè øå . 

Re{: a) ( )
3

1

1 1 2 ...
n

n
i

a i
n =

= + + + =å  

( ) ( )
( )( ) ( )( )

2
2

3 3 3
1 1 1 1

3

11 1 1
2 2 2 2

1 2 1 11
6 22

n n n n

i i i i

i i i i i i
n n n

n n n n n
n

= = = =

æ ö+ ÷ç= = + = + =÷ç ÷÷çè ø

+ + += +

å å å å
1.26.
1.28.

 

Ottuka sleduva deka 
1lim
6nn

a
¥

=  

b) Za sekoj k , 1 k n£ £  va`i  
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )( )

( )( )

33 3 33 2 3 2 3 2 32
3

3

2 23333 33 2 3 3 2 3 3 2 3

2 233 33 2 3 3 2 3

3 333 3 2 3

23 33 2 3 2 2

2

23 33 2 3 2 2

1 1 1

.

n k n k n n k nk
n n nn

n k n n k n n k n

n n k n n k n

n k n

n n k n n k n
k

n n k n n k n

+ + - + -+ - = - = = =

+ - + + + +
= =

+ + + +
+ -= =

+ + + +

=
+ + + +

 

Sega, koristej}i deka 0k>  dobivame  

( )( ) ( )( )
2 2 2 2

3
3 32 233 333 2 3 2 2 3 3 2

1 1
3

k k k k
n nn n k n n k n n n n n n

+ - = < =
+ + + + + +

.  

Zaradi k n£  va`i  

( )( ) ( )( )
2 2 2

3
3 2 23 33 33 2 3 2 2 3 2 3 2 2

1 1k k k
n n n k n n k n n n n n n n n

+ - = ³
+ + + + + + + +

.  

Zna~i 
( )( )

2 2

323 33 2 3 2 21 1 3

n n

n n n
k k

k kb a c
nn n n n n n n= =

= £ £ =
+ + + +

å å .  

Koristej}i ja zada~ata 1.28. imame  

( )( ) ( )( )2
2

3 3 3 3
1 1

1 2 1 1 2 11 1
63 3 3 18

n n

n
k k

n n n n n nkc k
n n n n= =

+ + + += = = ⋅ =å å   i  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )

2
2

2 23 33 33 2 3 2 2 3 2 3 2 21 1

23 33 2 3 2 2

1

1 2 1

6

n n

n
k k

kb k
n n n n n n n n n n n n n n
n n n

n n n n n n n

= =
= = =

+ + + + + + + +
+ +=

+ + + +

å å
 

Ottuka, 
1lim
9nn

c
¥

=  i  

( )( )
( )

( )( )
( )2

6 5 4 3 2
3 3

6 3
33

1 11 2 2
6 32 1 16 1 1 1

1 11 2 1lim lim lim 926 1
nn n n

n n

n nn

n nb
n n n n n

n n
¥ ¥ ¥

+ +
⋅

+ + + + +

+ +
= = = =

+ + ++ +

 Kone~no, dobivme n n nb a c£ £  i 
1lim lim
9n nn n

b c
¥ ¥

= = , od kade {to sleduva 

deka i 
1lim
9nn

a
¥

= . 

2.83. Neka 1na ¹  za sekoj  n Î  i lim 1nn
a

¥
= . Presmetaj lim nn

b
¥

, kade  

2 ...
1

k
n n n

n
n

a a a k
b

a
+ + + -

=
-

, k Î . 
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Re{enie.  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 3

2 1 2

2 1 2

1 1 1 ... 1
1

1 1 1 1 ... ... 1
1

1 1 1 ... ... 1

k
n n n n

n
n

k k
n n n n n n

n
k k

n n n n n

a a a a
b

a
a a a a a a

a
a a a a a

- -

- -

- + - + - + + -
= =

-
- + + + + + + + + + +

= =
-

= + + + + + + + + + +

 

Zaradi lim 1nn
a

¥
=  sleduva deka i 2 3 1lim lim ... lim 1k

n n nn n n
a a a -

¥ ¥ ¥
= = = = , pa  

( )1lim 1 2 3 ...
2nn

k kb k
¥

+= + + + + = . 

2.84. Doka`i deka ( )( )lim 1 0p p
n

n n
¥

+ - = , za 1p< . 

Re{enie. Koristime deka  

( ) ( ) ( )( )1
11 10 1 1 1 1 1

p p
p p p p pn n n n n

n n

<
-

æ ö÷ç ÷< + - = + - < + - =ç ÷çè ø . 

Od 1 0p- <  i zada~a 2.22. pod b) sleduva 1lim 0p
n
n -

¥
= , pa i  

( )( )lim 1 0p p
n

n n
¥

+ - = . 

2.85. Za x -daden realen broj, presmetaj  lim nn
a

¥
, kade 

[ ] [ ] [ ]2 2

3
2 ...

n
x x n xa

n
+ + += . 

( [ ]x  ozna~uva cel del od x ) 

Re{enie. Koristej}i deka va`i [ ]2 221 ,k x k x kk x- £ £ " Î , dobivame 

[ ] [ ] [ ]2 2 2 22 21 2 1 ... 1 ... 2 ...2x x n x x x x n xx n x- + - + + - £ + + + £ + + +  , t.e. 

( ) ( )32 2 2 21 2 ... 1 2 ...nx n n a xn n- £ £+ + + + + + . 

Koristej}i deka  
( )( )2 2 1 2 11 2 ... ,6
n n nn n+ ++ + + = " Î , dobivame deka 

( )( ) ( )( )
3 2 3

1 2 1 1 2 11
6 6n

n nn n n nx a x
n n n

+ + + +- £ £ . 

Zaradi toa {to 
( )( )( )3 2

1 2 1 1 1lim 36n

n n n
x x

n n¥

+ + - =  i 
( )( )

3
1 2 1 1lim 36n

n n n
x

n¥

+ + = ,  dobi-

vame deka 
1lim 3nn

a x
¥

= . 
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2.3. Fundamentalni nizi 

 

2.86. Doka`i deka nizata so op{t ~len 2
cos1 cos2 cos...3 33 nn

na = + + +  e konver-

gentna. 

Re{enie. ]e doka`eme deka nizata e fundamentalna niza, od kade sleduva 

deka e konvergentna. 

Neka 0e> e proizvolno. Bidej}i ( )1lim 03

n

n¥
= , sleduva deka postoi 0n Î  

taka {to va`i 0
1 10 ,3 3n n n n- = <e " ³ . 

Neka ,n p Î i 0n n³ .  

Toga{ 

 n p na a+ - =     

( ) ( )
2 1 2

coscos 1cos1 cos2 cos cos1 cos2 cos... ... ...3 3 3 333 3 3n nn pn
n pnn n
++
++= =+ + + + + + - - - -  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

cos coscos 1 cos 1 1 1... ... ...
3 3 33 3 3n p n p n pn n n
n p n pn n
+ + ++ + +
+ ++ += + + £ + + £ + + =  

( )1 1 1

111 1 1 31 ... 13 3 3 1 3

p
n p n+ - +

-
= + + = =

-

1

1

111 1 13
2 2 3 33
3

pp
n nn

³

+

-
< < <e⋅ . 

Doka`avme deka: 00, n"e> $ Î  taka {to 0,n n p" ³ " Î  va`i n p na a+ - < e , 

t.e. nizata e fundamentalna.  

2.87. Doka`i deka nizata so op{t ~len 
( )
( )

111 1 ...1 2 2 3 1

n

na n n

--= - + +⋅ ⋅ ⋅ +  e konver-

gentna. 

Re{enie. ]e doka`eme deka nizata e fundamentalna niza, od kade sleduva 

deka e konvergentna. 
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Neka 0e> e proizvolno. Izbirame priroden broj 0
1 1n é ù= +ê úeë û . (izborot na 0n  

e jasen po napravenata ocenka na izrazot n p na a+ - ) 

Neka ,n p Î i 0n n³ . Toga{ 

n p na a+ - =
( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )

1 11
1 2 1 1 2 2 3

1 1 1... ...
n n n

n n n n n n

- +
+ + + + +⋅ + + + + +

- - -
 

            
( )

( )( )
( )
( )

1 11... 1 2 11
1 1...
n p n

n p n nn p

+ - -
+ - - -+ ⋅ ++ +

- - =
 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

1 11 1 1
...

1 2 2 3 1

n n n p

n n n n n p n p

+ + -- - -= £+ + ++ + + + + + +
 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

111 11 ...
1 2 2 3 1

n n pn

n n n n n p n p

+ -+- --£ + + + =+ + + + + + +
 

      
( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1...
1 2 2 3 1n n n n n p n p

= + + + =+ + + + + + +
 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1...1 2 2 3 1n pn n n n n p= - + - + + - =++ + + + + +  

0

1 1 1 1 1
1 1 1 n nn n p n= - < < £ <e+ + + + . 

Doka`avme deka: 00, n"e> $ Î  taka {to 0,n n p" ³ " Î  va`i n p na a+ - <e , 

t.e. nizata e fundamentalna.  

2.88. Doka`i deka nizata so op{t ~len  

( )[ ] ( )
1 1 1...1 4 4 7 1 3 1 1 3na n n

= + + +⋅ ⋅ + - ⋅ +
 

e konvergentna! 

Re{enie. ]e doka`eme deka nizata e fundamentalna, od kade sleduva deka e 

konvergentna. 

Pri re{avawe na zada~ata }e go koristime ravenstvoto 

( )[ ] ( ) ( )
1 1 1 1

3 1 31 3 11 3 1 1 3 nnn n
é ù= -ê ú++ -+ - ⋅ + ë û

, koe e to~no za site n Î  (proverkata 

na ravenstvoto se ostava na ~itatelot). 
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Neka 0e> e proizvolno dadeno. Izbirame priroden broj 0
1 1n é ù= +ê úeë û . 

Neka ,n p Î  i 0n n³ .Toga{ 

n p na a+ - =  

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]1 3 1 3 1 1 3 21 3 1 1 3 1 1 3
1 1 1...n n nn n p n p= + + + =+ ⋅ + + ⋅ + ++ + + + - ⋅ + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1...3 1 3 1 3 1 1 3 1 1 3 2 1 3 1 1 3n n n n n p n p= - + - + + - =+ + + + + + + + + - + +  

( ) ( ) 0

1 1 1 1 1 1 1 1 113 1 3 3 1 3 1 31 3 1 3 n nn n nn p n p
é ù= - = - £ ⋅ £ £ <eê ú+ + ++ + + +ë û

. 

Doka`avme deka: 00, n"e> $ Î  taka {to 0,n n p" ³ " Î  va`i n p na a+ - <e , 

t.e. nizata e fundamentalna.  

2.89. Doka`i deka nizata so op{t ~len 
1 11 ...2na n= + + +  ne e konvergentna! 

Re{enie. ]e doka`eme deka nizata ne e fundamentalna niza, od kade sleduva 

deka ne e konvergentna. Zna~i, treba da najdeme realen broj 0e> , taka da za sekoj 

priroden broj 0n  postojat prirodni broevi 0, ( )n p n n³ takvi da n p na a+ - ³e . 

Izborot na , ,n pe  stanuva jasen, otkako }e napravime ocenka na izrazot 

n p na a+ - . 

Za ,n p Î , imame 

n p na a+ - = 1 1 1 1 1 1... ...1 2 1 2n p n pn n n n+ + + = + + + >+ ++ + + +  

1 1 1... p
n p n p n p n p> + + + =+ + + + . 

Za sekoj priroden broj 0n ,  stavaj}i  0p n n= =  i 
1
2e= , dobivame deka 

1
2 2n p n

p na a
n p n+ - > = = =e+ , {to treba{e i da se doka`e.  

2.90. Doka`i deka nizata ( )na , kade, 
( )2 2 2

1 2 ...
2 3 1n

na
n

= + + +
+

, ne e konver- 

gentna! 
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Re{enie. ]e doka`eme deka nizata ne e fundamentalna niza, od kade sleduva 

deka ne e konvergentna. 

Da napravime ocenka na izrazot n p na a+ - . 

Za ,n p Î , imame 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2... ...
2 3 31 1
1 2 1 2

2
n p n

n p n pn n n na a
n n nn p n pn

+ - = + + + = + + + >
+ ++ + + +

+ + ++ + + ++
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]2 2 2 2... 21

11
1 2 1 ...
1 1

n pn n n pnn
n pn p n p n p

+> + + + + + >+
+ ++ + + + + +

++ ++ = +

( )
( ) ( ) ( )[ ]

( )

( )2 2
11 1 1 ... 1

1 1
p nn n n

n p n p
+> + + + + + + =

+ + + +
. 

Za sekoj priroden broj 0n ,  stavaj}i  0p n n= =  i 
1
5e= , dobivame deka 

( )
( )

2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2
0 0 0 00 0

1 1
54 4 1 5 51

n p n
n n n n n n

a a
n n n nn n

+
+ + +

- > = > > =e
+ + ++ +

, {to treba{e i da se 

doka`e.  
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2.4. Podnizi. Limes superior i limes inferior 

 

 

2.91.  Ako nizata ( )na  e razlo`ena na kone~no mnogu podnizi (sekoj ~len na 

nizata ( )na  e ~len na edna i samo edna podniza) koi konvergiraat kon ist broj, 

doka`i deka vo toj slu~aj nizata konvergira. 

Re{enie:  Neka nizata ( )na  e razlo`ena na podnizite ( )1
k k
b

Î
,( )2
k k
b

Î
, . . . 

,( )mk k
b

Î
 koi konvergiraat kon  brojot a . Nizata ( )na  e ograni~ena. Ako taa ne 

konvergira, toga{  postoi u{te edna to~ka na natrupuvawe na nizata, neka e toa 

to~kata b  (b a¹ ). Toa zna~i deka postoi podniza ( )k kna Î
 na nizata ( )na  koja 

konvergira kon brojot b . Barem edna od podnizite ( )ik kb Î
, { }1,2, ,i mÎ   sodr`i 

beskone~no mnogu ~lenovi od nizata ( )k kna Î
, t.e. sodr`i podniza koja 

konvergira kon b . Toa e nevozmo`no, bidej}i sekoja podniza na nizata ( )ik kb Î
 

konvergira kon  brojot a . 

2.92. Doka`i deka ako podnizite ( )2k ka Î , ( )2 1k ka - Î  i ( )7k ka Î  na nizata ( )na  

konvergiraat, toga{ i nizata ( )na  konvergira. 

Re{enie:  Prvo }e doka`eme deka podnizite ( )2k ka Î , ( )2 1k ka - Î  i ( )7k ka Î  

konvergiraat kon ist broj. Navistina, neka nizata ( )7k ka Î  konvergira kon 

brojot a . Toga{ i podnizite ( )14k ka Î  i ( )( )7 2 1k k
a - Î

 , {to se podnizi i na nizite 

( )2k ka Î  i  ( )2 1k ka - Î  soodvetno, konvergiraat kon a . Zna~i, i nizite ( )2k ka Î i  

( )2 1k ka - Î   konvergiraat kon brojot a .  
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Bidej}i nizata ( )na  e razlo`ena na podnizite ( )2k ka Î  i ( )2 1k ka - Î  koi 

konvergiraat kon ist broj , od zada~ata 2.91. sleduva deka nizata ( )na  

konvergira. 

2.93. Doka`i deka ako podnizite ( )2k ka Î , ( )2 1k ka - Î  i ( )3k ka Î  na nizata ( )na   

konvergiraat, toga{ i nizata ( )na  konvergira.  

Re{enie: Isto kako zada~a 2.92.  

2.94. Ako ( ) 1k kna ¥
=

 e podniza na nizata ( )na , doka`i deka va`i 

liminf liminf limsup limsup
k k

n nn nn k nk
a a a a

¥ ¥ ¥¥
£ £ £ . 

 

Re{enie. Direktno od definicijata.  

2.95. Nizata ( )na  konvergira ako i samo ako  

liminf limsup limn n nnn n
a a a

¥¥ ¥
= = . 

Re{enie. Nizata ( )na  konvergira, ako i samo ako sekoja nejzina podniza 

konvergira kon ista grani~na vrednost.  

2.96.  Neka ( )na  e niza vo  . Doka`i deka ako 0 liminf nn
a a

¥
= , toga{ va`i : 

( )i   0a a" < ,  0n$ Î  takov {to  za  0n n>  imame na a>  i 

( )ii  0a a¢" > ,  n" Î ,  n n¢$ >  taka {to na a¢ ¢< . 

Obratno, ako za nekoj 0 { } { }a Î = È ¥ È -¥   va`at ( )i  i ( )ii , toga{ 

0 liminf nn
a a

¥
= . 

Re{enie.  Neka  0 liminf nn
a a

¥
=  i  ( )i  ne e ispolneto. Toga{, za nekoe 0a a<  }e 

postoi  podniza ( )kna  vo [ ],a-¥ , pa }e dobieme:  

0 liminf liminf
kn nn n

a a a a
¥ ¥

= £ £ . Kontradikcija so 0a a< . 
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Neka  ( )ii  ne  e ispolneto. Toga{ za nekoe 0a a¢>  , postoi 0n Î  takov {to za 

sekoj 0n n¢> , 0na a a¢ ¢³ >  Toa zna~i deka najmnogu kone~no mnogu ~lenovi od 

nizata (eventualno 
01 2, , , na a a ) se vo intervalot ( )0 0,a a-e +e    za  0

2
a a¢+

e=   t.e. 

ne postoi podniza koja konvergira kon 0a . Kontradikcija. 

Za obratnoto, neka za 0a Î  va`at ( )i  i ( )ii .  ]e doka`eme deka toga{ 

0 liminf nn
a a

¥
= . Prvo }e doka`eme deka postoi podniza na nizata ( )na  koja  

konvergira kon 0a . Neka 0e>  e dadeno. Od ( )ii  imame deka za sekoj priroden broj  

k , postoi k kn >  takov {to 0kn
a a< +e . Zaradi ( )i , postoi 0k Î  takov {to za 

0kn k> , imame 0kn
a a> -e .  

Zna~i, 0 00, , kk n k"e> $ Î " >  imame 0 0kn
a aa-e< < +e , t.e. 0 lim

kk na a
¥

= . Ne-

ka pretpostavime sega deka postojat 0 0b a<  i podniza ( )kna ¢  od nizata ( )na  takvi 

{to 0 lim
kk nb a

¥
¢= .  Da izbereme 0 0

2
a b-

e= . Toga{ zaradi ( )i , postoi 0k Î  takov 

{to za 0kn k>  }e va`i  0 0 0 0
0 02 2kn
a b a b

a ba - +
> - = >¢ , {to mu protivre~i na 

0 lim
kk nb a

¥
= ¢ . Zna~i, ako 0b  e grani~na vrednost na podniza od nizata ( )na , toga{  

0 0b a³ . Taka dobivme deka  0 liminf nn
a a

¥
= .  

2.97. Neka ( )na  e niza vo  . Doka`i deka ako 0 limsup n
n

a a
¥

= , toga{ va`i : 

( )i  0a a" > ,  0n$ Î  takov {to  za  0n n>  imame na a<  i 

( )ii 0a a¢" < ,  n" Î ,  n n¢$ >  taka {to na a¢ ¢> . 

 

Obratno, ako za nekoe 0a Î  va`at ( )i  i ( )ii , toga{ 0 limsup n
n

a a
¥

= . 

Re{enie: Sli~no kako na zada~ata 2.96.  

2.98. Doka`i deka od n na b£  za sekoj n Î ,  sleduva  



2.4. Podnizi. Limes superior i limes inferior 

 135

liminf liminfn nn n
a b

¥ ¥
£  i  limsup limsupn n

n n
a b

¥ ¥
£ . 

Re{enie.  Neka 0 liminf nn
a a

¥
= Î  i 0 liminf nn

b b
¥

= Î .   

Neka ( )
1k k

nb
¥

=
 e podniza na nizata ( )nb  koja konvergira kon 0b  i ( )

1k k
na

¥

=
 e 

soodvetnata podniza na nizata ( )na (gi zadr`uva indeksite). Neka ( )
1k

n
k

a
¥

=
¢  e 

konvergentna podniza na nizata ( )
1k k

na
¥

=
, lim

kk na a
¥

¢ ¢=  i ( )
1k k

nb
¥

=
¢  e soodvetnata pod-

niza na ( )
1k k

nb
¥

=
. Toga{, imame:  

00 lim lim lim
k k kk k kn n na a a b b b

¥ ¥ ¥
¢ ¢ ¢£ = £ = = . 

Sli~no se doka`uva i vtoroto neravenstvo.  

2.99. Doka`i deka va`at slednite formuli: 

a) { }{ }liminf sup inf |n kn
a a k n n

¥
= ³ Î ; 

b) { }{ }limsup inf sup |n k
n

a a k n n
¥

= ³ Î . 

Re{enie. Na sekoja niza ( )na  vo   pridru`uvame niza od  mno`estva 

{ }|n kA a k n= ³ Í . Definirame infn nb A=  i supn nc A= . Nizata ( )nA  monotono 

opa|a, t.e 1 2 nA A AÊ Ê Ê Ê  , pa zaradi toa, nizata ( )nb  monotono raste, dodeka 

nizata ( )nc  monotono opa|a.  

a) Jasno e deka n nb a£ , pa i liminf liminfn nn n
b a

¥ ¥
£ . Bidej}i nizata ( )nb  monotono 

raste, taa e konvergentna, pa { }liminf lim sup | liminfn n n nnn n
b b b n a

¥¥ ¥
= = Î £ . 

Go dobivme neravenstvoto: { }sup | liminfn nn
b n a

¥
Î £ . Od druga strana, za sekoj  

liminf nn
a a

¥
<  postoi 0n Î  takov {to za 0n n>  imame infn nb A a= ³ .  

Od  { }
0

sup |n nb n b aÎ ³ ³ , go dobivame i obratnoto neravenstvo:  

{ }sup | liminfn nn
b n a

¥
Î ³ . 
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Doka`avme deka { }{ }liminf sup inf |n kn
a a k n n

¥
= ³ Î . 

b) Bidej}i nizata ( )nc  monotono opa|a (pa e konvergentna), i  n na c£ , 

dobivame  { }limsup limsup lim inf |n n n nnn n
a c c c n

¥¥ ¥
£ = = Î .  Go dobivme neravenstvo-

to: { }inf | liminfn nn
c n a

¥
Î ³ . Od druga strana, za sekoj limsup n

n
a a

¥
>  postoi 0n Î  

takov {to za 0n n>  imame supn nc A a= £ .  

Od { }
0

inf |n nc n c aÎ £ £ , go dobivame i obratnoto neravenstvo:  

{ }inf | limsupn n
n

c n a
¥

Î £ . 

Doka`avme: { }{ }limsup inf sup |n k
n

a a k n n
¥

= ³ Î .  

2.100. Ako ( )na  e niza od realni broevi, doka`i deka  

( )limsup liminfn nnn
a a

¥¥
=- - . 

 

Re{enie. I na~in: Od ravenstvata { }{ }limsup inf sup | |n k
n

a a k n n
¥

= ³ Î ,  

{ }{ }liminf sup inf | |n kn
a a k n n

¥
= ³ Î  i sup inf( )A A=- -   dobivame: 

{ }{ }limsup inf sup | |n k
n

a a k n n
¥

= ³ Î { }{ }inf inf | |ka k n n= - - ³ Î =  

{ }{ }sup inf | | liminf( )k nn
a k n n a

¥
=- - ³ Î =- - .  

II na~in: Neka limsup n
n

b a
¥

= , bÎ . Toga{  spored zada~ata 2.97. va`i:  

( )i  0n$ Î , 0n n" > , na b< +e      i      

( )ii  n" Î , n n¢$ > , na b¢ > -e . 

Od ovde sleduva deka:   

( )i  0n$ Î , 0n n" > , na b- >- -e   i   

( )ii  n" Î , n n¢$ > , na b¢- <- +e .  
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Zna~i ispolneti se ulovite na zada~ata 2.96, pa sleduva deka liminf( )nn
b a

¥
- = - , 

{to treba{e da se doka`e.  

2.101. Ako ( )na  e niza od realni broevi, doka`i deka 
1 1liminf

limsupn nn
n

a a¥
¥

= . 

Re{enie. Sli~no kako na zada~ata 2.100.  

2.102. Odredi  liminf nn
a

¥
  i   limsup n

n
a

¥
  na slednite nizi: 

a) ( )1 nna = - ;   

b) 
( )1 1 ( 1)

2

n n

na n
n

- + -
= + ;   

v) 
2sin

1 3n
n na
n

p=
+

. 

Re{enie. a) Nizata ( )na  e razlo`ena na dve podnizi:  

2 1,ka k= Î i 2 1 1,ka k- =- Î . 

Bidej}i 2lim 1kk
a

¥
=   i    2 1lim 1kk

a -¥
=- , dobivame deka  

liminf 1nn
a

¥
=-    i   limsup 1n

n
a

¥
= . 

b) Nizata ( )na  e razlo`ena na dve podnizi:  

2
1 2 ,
2ka k k
k

= + Î  i 2 1
1 ,

2 1ka k
k- =- Î
-

 .  

Bidej}i 2lim kk
a

¥
=+¥   i    2 1lim 0kk

a -¥
= , dobivame deka  

liminf 0nn
a

¥
=  i limsup n

n
a

¥
=+¥ . 

v) Nizata ( )na  e razlo`ena na tri podnizi:  

3
3 sin2 0

3 1k
ka k
k

= p=
+

, 

3 1
3 1 2 3 1 3sin(2 )

3 3 3 2k
k ka k
k k-
- p -= p- =- ⋅   i 

   3 2
3 2 4 3 2 3sin(2 )
3 1 3 3 1 2k
k ka k
k k-
- p -= p- = ⋅
- -

, k Î .  
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Bidej}i 3lim 0kk
a

¥
= , 3 1

3lim
2kk

a -¥
=-  i 3 2

3lim
2kk

a -¥
= , dobivame deka  

3liminf
2nn

a
¥

=-    i   
3limsup
2n

n
a

¥
= . 

2.103. Neka ( )na  e nizata ~ii ~lenovi se site racionalni broevi od [ ]0,1 .  

Odredi liminf nn
a

¥
 i limsup n
n

a
¥

. 

Re{enie. 1 0a = , 2 1a = , 3
1
2

a = , 4
1
3

a = , 5
2
3

a = , 6
1
4

a = , 7
3
4

a = , 8
1
5

a = , 9
2
5

a = , 

10
3
5

a = , 11
4
5

a = , 12
1
6

a = , 13
5
6

a = ,  . . . 

Neka x  e proizvolen realen broj od segmentot [ ]0,1 . Bidej}i mno`estvoto 

racionalni broevi e sekade gusto vo mno`estvoto realni broevi ([1] str. 37), 

postoi niza racionalni broevi (podniza od  ( )na ) koja konvergira kon x . Ako 

[ ]0,1x Ï , toga{ postoi okolina na x  koja ne sodr`i nitu eden ~len od nizata ( )na .  

Taka, [ ]liminf inf 0,1 0nn
a

¥
= =  i [ ]limsup sup 0,1 1n

n
a

¥
= = .  

2.104. Neka ( )na  i ( )nb  se nizi od realni broevi.  

a) Doka`i deka ( )liminf liminf liminf liminf limsupn n n n n nn n n n n
a b a b a b

¥ ¥ ¥ ¥ ¥
+ £ + £ + ; 

b) Najdi primer koga vo a) ne va`at ravenstva. 

Re{enie. Neka ( )k k kn na b
Î

+


 e podniza od ( )n na b+  takva {to  

( ) ( )lim liminf
k k n nk n n na b a b

¥ ¥+ = +
 

i neka ( )m mkn
a

Î
 e podniza od ( )k kna Î

 takva {to  

lim liminf
km m
nkn k

a a
¥ ¥

= .  

Toga{   

lim inf lim inf lim inf lim inf lim lim inf

lim lim inf
k k kn n m

m

m

m m

n n nk

k k

nn n k k k

n nm

a b a b a b

a b
¥

¥

¥ ¥ ¥ ¥ ¥

¥

+ £ + = + £

£ +

2.94. 2.94.

 



2.4. Podnizi. Limes superior i limes inferior 

 139

Nizata ( )k k kn na b
Î

+


 e konvergentna, a ( )m m mk kn na b
Î

+


 e nejzina podniza, pa i 

taa konvergira. Bidej}i ( )m mkn
a

Î
 konvergira, sleduva deka i ( )m mkn

b
Î

 

konvergira.  

Spored toa   

( ) ( ) ( )

lim inf lim inf lim lim inf lim lim

lim lim lim inf

km

k k

n n nm m m

n nm k

m m m

m m n n

k k k

k k

n n nn n m

n n
n

a b a b a b

a b a b a b

¥ ¥ ¥

¥ ¥

¥ ¥ ¥

¥

+ £ + = + =

+= = + = +
 

i so toa e doka`ano neravenstvoto 

( )liminf liminf liminfn n n nn n n
a b a b

¥ ¥ ¥
+ £ + .       (1) 

Zaradi ( )liminf limsupn nn n
b b

¥ ¥
- =-  (vidi zada~a 2.100.) imame  

( ) ( ) ( )
( )

(1)

lim inf lim sup lim inf lim inf

lim inf lim inf

n n n n n n

n n n n

n n nn

n n

a b b a b b

a b b a
¥ ¥ ¥¥

¥ ¥

+ - = + + - £

£ + - =
 

odnosno ( )liminf liminf limsupn n n nn n n
a b a b

¥ ¥ ¥
+ £ + , so {to i vtoroto neravenstvo e 

doka`ano. 

b) Da gi razgledame nizite ( )
( )1
2 2sin1 2

n n

n
na

+
p= ⋅-  i  ( )

( )1
2 21 cos 2

n n

n
nb

+
p= - ⋅ .  

Imame   ( )
( )1
2

1
n n

n na b
+

+ = - , ( )limsup limsup limsup 1n n n n
n n n

b a a b
¥ ¥ ¥

= = + = ,  

( )liminf liminf liminf 1n n n nn n n
b a a b

¥ ¥ ¥
= = + =- ,  

pa ( )liminf liminf 2 1 liminf 0 liminf limsupn n n n n nn n n n n
a b a b a b

¥ ¥ ¥ ¥ ¥
+ =- <- = + < = + ,  

odnosno ne va`at ravenstva vo a).  

2.105. Ako postoi lim nn
b

¥
, toga{ za sekoja niza ( )nb  va`i  

( )liminf liminf limn n n nnn n
a b a b

¥¥ ¥
+ = + . 

Re{enie. Od zada~a 2.104. imame  
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( )lim inf lim lim inf lim inf lim inf

lim inf lim sup lim inf lim
n n n n n nn

n n n nn

n n n n

n nn

a b a b a b

a b a b
¥

¥

¥ ¥ ¥ ¥

¥ ¥¥

+ = + £ + £

£ + = +
 

pa sekade va`i ravenstvo. Zna~i ( )liminf liminf limn n n nnn n
a b a b

¥¥ ¥
+ = + .  

2.106. Neka ( )na  i ( )nb  se nizi od realni broevi takvi {to , 0n na b ³  za sekoj 

n Î . Doka`i deka ( )liminf liminf liminf liminf limsupn n n n n nn n n n n
a b a b a b

¥ ¥ ¥ ¥ ¥
⋅ £ £ ⋅ . 

Re{enie. Go doka`uvame prvoto neravenstvo. Ako liminf 0nn
a

¥
=  toga{ va`i 

ravenstvo. Zatoa neka liminf 0nn
a

¥
> . Toga{ postoi 0n Î  taka {to 0na >  za sekoj 

0n n³ . Zatoa ne se gubi od op{tosta ako pretpostavime deka 0na >  za sekoj 

n Î (prvite 0 1n -  ~lenovi ne vlijaat na limesite). Neka ( )k kn nba  e podniza od 

( )n na b  takva {to lim liminf n nk kn n n n
a b a b

¥ ¥
=  i ( )mnka  e podniza od ( )kna  takva {to  

lim liminf
km m
nk
ank

a
¥ ¥

= .  Toga{  

liminf liminf liminf liminf lim liminf lim liminfn n k k k k k km mm m m
n n nn n nn n mk k k

a b a b a b a b
¥ ¥¥ ¥ ¥¥ ¥ ¥

£ = £ . 

Nizata ( )m mk kn na b  e podniza od konvergentnata niza ( )k kn nba , pa i taa konver-

gira. Isto taka i ( )mnka  konvergira, pa i ( )
1

m mm m
k kk k
n nn n
a bb a
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç ÷è ø

 konvergira 

kako proizvod na dve konvergentni nizi. Od seto ova dobivame  

lim inf lim inf lim lim inf lim lim

lim lim lim inf
n n m m m

n nm k

k k k km m m m

k k k km m
n n

n n n nn n m

n n n

a b a b a b

a b a b a b
¥ ¥ ¥

¥ ¥

¥ ¥ ¥

¥

⋅ £ ⋅ = ⋅ =

= ⋅ = ⋅ = ⋅
    (1) 

so {to e doka`ano prvoto neravenstvo.  

Sega, ako limsup 0n
n

b
¥

=  zaradi 0nb ³  }e sleduva deka i liminf 0nn
b

¥
=  pa }e va`i 

ravenstvo vo vtoroto neravenstvo. Zatoa neka limsup 0n
n

b
¥

> . Neka ( )knb  e podniza  

od ( )nb  takva {to limsup limn k knn
b b

¥¥
= . Sli~no kako pogore mo`eme da smetame  
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deka 0
kn
b >  za sekoj k Î . Zaradi konvergencijata na ( )knb  sleduva deka  i  

1

kn
b
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

  

konvergira. Od zada~a 2.101. va`i 
1 1liminf

limsup
k k

k n n
k

b b¥
¥

= .  

Toga{  ( ) ( )1 1liminf liminflimsup limsup
k

n n n n
n nn n

n k

a b a bb b¥ ¥
¥ ¥

£ =  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )(1)

1 1liminf liminf lim liminf

1 1liminf liminflim limsup

1 1liminf liminf liminf liminf

n n n nk
k k

n n n n
nkk

n n n n n
n n

n nk n n

n nn n

n n n n

a b a bb b

a b a bb b

a b a b ab b

¥

¥

¥ ¥¥

¥ ¥
¥

¥ ¥ ¥ ¥

= = =

= = =

= £ =

 

i so toa e doka`ano i vtoroto neravenstvo.  

2.107. Ako 0na >  za sekoj nÎ  i  

1limsup limsup 1n
nn n

a
a¥ ¥

⋅ = ,        (1) 

toga{ ( )na  konvergira. 

Re{enie. Od zada~a 2.101. va`i 
1 1limsup

liminfn nn n
a a¥ ¥

= .  

Ottuka sleduva 
(1) 1 1limsup liminf

1 1limsup
liminf

n n

n n

nn
n n

a a

a a
¥¥

¥ ¥

= = = , pa ( )na  konvergira.  

 



142 

 

 

III. Funkcii od edna promenliva 

 

3.1. Definicija na funkcija i nekoi va`ni poimi 

 

Definicija. Neka E  i F  se dve neprazni podmno`estva od mno`estvoto  realni 

broevi. Sekoe preslikuvawe :f E F  se narekuva realna funkcija od edna realna 

promenliva.  

Velime deka ( )f x  e vrednost na funkcijata f  vo to~kata x . Elementot x EÎ  go 

narekuvame nezavisno promenliva vrednost ili argument za funkcijata f , a ( )f x  zavisno 

promenliva.  

Velime deka E  e domen ili definiciona oblast (ozna~uvame i  so fD ) , a  F  e kodomen na 

funkcijata :f E F . 

Podmno`estvoto ( ){ }:f x x EÎ  od mno`estvoto F  e kodomen ili mno`estvo  vrednosti na 

f  i go ozna~uvame so fR . 

Velime deka  funkcijata e zadadena ako se dadeni: definicionata oblast fD , slikata na 

funkcijata fR  i praviloto so koe za dadeni vrednosti na x  se dobivaat vrednostite  

( )f x . 

Ako funkcijata f  e zadadena so formula i definicionata oblast ne e specificirana, 

toga{ smetame deka definicionata oblast fD  se sostoi od site realni broevi x ÎR  za 

koi formulata ima smisol. Isto taka, zemame fF R= . 

Ako funkcijata f  e zadadena so formula, toga{ najprvo ja odreduvame definicionata 

oblast. 

Za funkciite f  i g  velime deka se ednakvi, i pi{uvame f g= , ako i samo ako se 

ispolneti slednite uslovi: a) f  i g  se definirani na isto mno`estvo E , t.e. imaat isti 

domeni ;  b) f  i g  imaat isti kodomeni; v)   ( ) ( )f x g x=  za sekoe x EÎ . Ako barem eden od 

uslovite a),b),v) ne e ispolnet, toga{ funkciite f  i g  ne se ednakvi i pi{uvame f g¹ . 
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Definicija. Grafik na funkcija e mno`estvoto od podredeni dvojki 

( ){ }, ( ) :f fG x f x x D= Î . To~kata ( , ( ))M x f x  e element na grafikot na funkcijata, x  e 

prva koordinata, a ( )f x  vtora koordinata na grafikot na funkcijata. 

Zna~i,  grafikot na funkcijata e podmno`estvo od ´R R  i  se sostoi od site  to~ki  so 

koordinati ( ), ( )x f x , fx DÎ . 

Definicija. Neka funkcijata :f E F  e injekcija. Toga{ za sekoj element od 

mno`estvoto vrednosti na funkcijata  fy RÎ    postoi edinstven x EÎ  takov {to 

( )f x y= . Definirame funkcija 1 : f ff R D-   taka {to na elementot y  mu go 

pridru`uvame edinstveniot element  fx D EÎ =  koj so f  odi vo y , t.e. 1( )x f y-= . 

Ovaka definirana funkcija  1 : f ff R D E-  =  se vika inverzna na funkcijata f .. 

Definicija.  Velime deka funkcijata :f E F  e parna ako  

1) f fx D x DÎ - Î  i 

2) ( ) ( ), ff x f x x D- = " Î  

Definicija. Velime deka funkcijata :f E F  e  neparna ako  

1) f fx D x DÎ - Î  i 

2) ( ) ( ), ff x f x x D- =- " Î  

Definicija. Za funkcijata :f E F   velime deka e periodi~na ako postoi realen broj 

0w¹  takov {to da va`i: ,f fx D x D" Î +wÎ   i  ( ) ( )f x f x+w = . Najmaliot  pozitiven 

broj (ako postoi) w  so ova svojstvo se vika period na funkcijata.  

Definicija. Za realniot broj a  velime deka e nula na funkcijata :f E F  ako  e 

ispolneto ( ) 0f a = .  

Neka 1E   e podmno`estvo od domenot  na funkcijata :f E F . 

Definicija.  Velime deka funkcijata :f E F  monotono raste na mno`estvoto 1E  ako   

( ) ( )1 2 1 1 2 1 2, :x x E x x f x f x" Î <  £  

Strogo  monotono raste na mno`estvoto 1E    ako  

( ) ( )1 2 1 1 2 1 2, :x x E x x f x f x" Î <  <   

funkcijata :f E F  monotono opa|a  na mno`estvoto 1E  ako   

( ) ( )1 2 1 1 2 1 2, :x x E x x f x f x" Î <  ³  
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i strogo monotono opa|a  ako   1 2 1,x x E" Î , 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x<  > . 

Definicija. Velime deka  funkcijata f  e ograni~ena od gore ako postoi realen  broj M  

takov {to ( ) , ff x M x D£ " Î . 

Ako postoi realen  broj m  takov {to ( ) , ff x m x D³ " Î , toga{ velime deka  funkcijata 

f  e ograni~ena od dolu. 

Nakuso velime deka funkcijata e ograni~ena ako e ograni~ena i od gore i od dolu, t.e. ako 

postojat realni broevi m  i M  takvi {to ( ) , fm f x M x D£ £ " Î . 

Funkcijata e neograni~ena ako ne  e ograni~ena t.e  ako za sekoj pozitiven realen broj a  

postoi fx DÎ  takov {to ( )f x a> . 

Definicija. Za dve  funkcii  :f E F  i  :g F G ,  funkcijata :g f E G  zadadena 

so: ( )( ) ( )( )g f x g f x=
def.

,  x EÎ   ja vikame slo`ena funkcija  ili kompozicija na 

funkciite f  i g .  

 

Zada~i: 

 

3.1. Dali se ednakvi funkciite :f E F   i  :g G H  ako: 

    a) ( ) [ )2, 0,f x x E F= = = ¥ ,  ( ) [ ), 0,g x x G H= = = ¥ ;  

    b) ( ) 2,f x x E F= = = ,        ( ) ,g x x G H= = = ; 

    v) ( ) 2,f x x E F= = = ,   ( ) [ ), , 0,g x x G H= = = ¥ ; 

    g) ( ) 2 2cos sin ,f x x x E F= - = = ,   ( ) ( )cos ,2g x G Hx= = = . 

Re{enie.  a) Da, zaradi ( ) 2f x x x x= = =  za 0x ³ ;  b) Ne, bidej}i imaat 

razli~no pravilo;  v)  Ne, bidej}i imaat razli~ni kodomeni;  g) Da.  

 

Opredeli gi definicionite oblasti na slednite funkcii: (zada~i 3.2.-3.9.) 

 

3.2.  a)  ( ) 2 1f x x x= + + ;   b)  ( ) 2 1f x x= - ;  

        v) ( )
3

2
1

6 8
xf x

x x
-=

- +
;         g) ( )

2

2 3
xf x x= - .  
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Re{enie. a) Analiti~kiot izraz ima smisla za sekoj realen broj. Spored toa 

fD = ;  

b) fD = ;  

v) Analiti~kiot izraz ima smisla za site realni broevi za koi va`i 

2 6 8 0x x- + ¹ . Od 2 6 8 0x x- + =  ako i samo ako 2x =    ili  4x = ,  sleduva deka  

( ) ( ) ( ),2 2,4 4,fD = -¥ È È ¥ ;   

g) Analiti~kiot izraz ima smisla za site realni  broevi za koi va`i 

2 3 0x - ¹ . Od 2 3 0x - =  ako i samo ako 
3
2x =-    ili  

3
2x = ,  sleduva deka  

( ) ( ) ( )3 3 3 3, , ,2 2 2 2fD = -¥- È - È ¥ .  

3.3.   a) ( ) 1f x x= + ;  b) ( ) 2f x x= - ; 

         v)  ( ) 4 2f x x= - ;  g)  ( )
2

1
1

f x
x

=
-

. 

Re{enie.  a) Izrazot  ima smisla za site realni broevi za koi va`i 1 0x + ³ . 

Ova mo`e da se zapi{e vo oblikot { }| 1 0fD x x= + ³ , t.e. [ )1,fD = - ¥ ;   

b) Analiti~kiot izraz ima smisla za site realni broevi za koi va`i 

2 0x- ³ . Spored toa { } { }2| 0 0fD x x= £ = ; 

v) { } ( ]|2 0 ,2fD x x= Î - ³ = -¥ ;    

g) { } ( )2|1 0 1,1fD x x= - > = - .  

3.4.  a) ( ) 12xf x -= ;        b) ( ) 13xf x += ;    

   v) ( )
1
2
x

xf x
e

-= ;        g) ( ) 2 2xf x = - . 

Re{enie. a) fD = ;  

b)  Od 13 0x+ >  za sekoj realen broj x , sleduva deka analiti~kiot izraz ima  

smisla za sekoj realen broj. Spored toa, fD = .  

v) { }\ 0fD = ;  

g)  Analiti~kiot izraz ima smisla za site realni broevi za koi va`i  

2 2 0x- ³ , odnosno  1x £ . Spored toa, ( ],1fD = -¥ .  
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3.5.   a) ( ) 2lgf x x= ;   b)  ( ) ( )lg 3 4f x x= + ; 

         v) ( ) lg 1f x x= + ;  g) ( ) ( )25lg 4
x xf x -= . 

Re{enie. a) Analiti~kiot izraz ima smisla za site realni broevi za koi 

va`i 2 0x > . Spored toa { }\ 0fD = ; 

b) { } ( )4|3 4 0 ,3fD x x= + > = - ¥ ;       

v) { } { }| 1 0 \ 1fD x x= + > = - ;  

g) Analiti~kiot izraz ima smisla za site realni broevi za koi va`i 

( )25lg 0
4
x x- ³ , odnosno 

25 14
x x- ³ . Spored toa [ ]1,4fD = .  

3.6.  a)   ( ) 4 3 1f x x x= - + + ;   b)   ( ) ( )2 1lg 16 1 sinf x x x= - + - . 

Re{enie.  a) Analiti~kiot izraz ima smisla za site realni broevi za koi 

va`i 3 0x- ³  i  1 0x + ³ . Spored toa [ ]1,3fD = - .    

b) { 2|16 0fD x x= - >  i }sin 1x ¹ . Spored toa ( ) ( )4, ,42 2fD
p p= - È .   

3.7. ( )
( )( ) 2

2
2 3lg 2 3 10

6
x xf x x x
x x
- -é ù= - - +ê ú- -ë û

. 

Re{enie. Izrazot ima smisla za site realni broevi za koi va`i   

2 6 0x x- - ¹ , 
( )( )

2
2 3 0

6
x x
x x
- - >
- -

 i 22 3 10 0x x- + ³ . Bidej}i diskriminantata na ra-

venkata 22 3 10 0x x- + = e  9 80 71 0D= - =- <  i koeficientot pred 2x  e 2 0> , 

sleduva deka 22 3 10 0x x- + ³ , za site realni broevi x . Od druga strana 

( )( )2 6 2 3 0x x x x- - = + - ¹ , za { }\ 2,3x Î -  i za 3x ¹ , 
( )( )

2
2 3 2

26
x x x

xx x
- - -= +- -

, od kade 

sleduva 
( )( )

2
2 3 0

6
x x
x x
- - >
- -

 ako i samo ako ( )( )2 2 0x x- + > , t.e. ( ) ( ), 2 2,x Î -¥- È ¥ . 

Kone~no, ( ) ( ) ( ), 2 2,3 3,fD = -¥- È È ¥ . 

3.8. ( ) ( )2
2

2
1sin sin 2 arcsin
1

xf x x x
x

-= + - +
+

. 

Re{enie. Izrazot ima smisla za site realni broevi za koi va`i  

2sin sin 2 0x x+ - ³  i 
2

2
1 1
1

x
x

- £
+

.Bidej}i re{enija na ravenkata 2 2 0t t+ - =  se 1  i 
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2- , sleduva deka 2sin sin 2 0x x+ - ³  e ekvivalentno so ( ] [ )sin , 2 1,x Î -¥- È ¥ .No,  

kako sin 1x £ , mora sin 1x = , pa { }22x k kpÎ + p Î .Od druga strana 

 ( )2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
1 11 1 1 1 1 1 , 0 1 1
1 1

x x x x x x x x
x x

- -£ - £ £ - - £ - £ +  - £ ⋅ - £
+ +

, 

od kade sleduva deka 
2

2
1 1
1

x
x

- £
+

e ispolneto za site realni broevi. Kone~no, 

{ }22fD k kp= + p Î . 

3.9. ( ) ( )arcsin lg10
xf x = . 

Re{enie. Izrazot ima smisla za site realni broevi za koi va`i  

1 lg 110
x- £ £ , od kade se dobiva deka  1 110 1010

x- £ £  t.e. [ ]1,100fD = . 

 

Opredeli go mno`estvoto vrednosti na slednite funkcii: (zada~i 3.10.-3.13. ) 

 

3.10.   a)  ( ) 3 2f x x= - ;   b)  ( ) 2 1f x x x= + - . 

Re{enie. a) Mno`estvoto vrednosti na funkcijata }e go najdeme na toj na~in 

{to ravenkata ( ) 3 2f x x= -  }e ja re{ime po x . Taka dobivame deka 
( ) 2

3
f xx += , 

od kade zaklu~uvame deka fV = .  

b) Re{avaj}i ja ravenkata ( ) 2 1f x x x= + -  po x  ja dobivame kvadratnata ra-

venka ( )( )2 1 0x x f x+ - + =  koja ima realni re{enija  ako diskriminantata e nene-

gativna, odnosno ( )5 4 0f x+ ³ . Spored toa ( )
5
4f x ³- , od kade zaklu~uvame deka 

)5,4fV
é= - ¥êë

.  

3.11.   a) ( )
1f x x x= + ;    b) ( )

2

2 1
xf x
x

=
+

. 

Re{enie. a) Re{avaj}i ja ravenkata ( )
1f x x x= + po x  ja dobivame kvadratnata 

ravenka ( )2 1 0x xf x- + =  koja ima realni re{enija  ako diskriminantata e nene-

gativna, odnosno ( )2 4 0f x - ³ . Spored toa  ( ] [ ), 2 2,fV = -¥- È ¥ .   

b) Re{avaj}i ja ravenkata ( )
2

2 1
xxf
x

=
+

 po x  ja dobivame kvadratnata ravenka  
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( )( ) ( )2 1 0x xx f f- - =  koja ima realni re{enija  ako diskriminantata e nenegativ-

na, odnosno ( ) ( )( )1 0f x f x- ³ . Spored toa [ ]0,1fV = .  

3.12.    a) ( ) 1f x x= - ;  b) ( ) 21f x x= - . 

Re{enie. a) Imaj}i predvid deka kvadraten koren od realen broj e sekoga{ 

nenegativen broj sleduva deka ( ) 0f x ³ . Sleduva  [ )0,fV = ¥ .   

b) Re{avaj}i ja ravenkata ( ) 21f x x= -  po x  dobivame ( )21x f x= - . Taa 

ima realni re{enija ako ( )21 0f x- ³ . Imaj}i predvid deka ( ) 0f x ³  sleduva deka 

[ ]0,1fV = .  

3.13.    a)  ( ) 2xf x e += .   b) ( )
1

1 2 xf x -= - . 

Re{enie. a) Re{avaj}i ja po x  ravenkata ( ) 2xf x e += dobivame ( )ln( ) 2.x f x= -   

Taa ima realni re{enija ako ( ) 0f x > . Spored toa, ( )0,fV = ¥ .   

b) Re{avaj}i ja po x  ravenkata ( )
1

1 2 xf x -= -  dobivame 
( )

( )( )2log 1
f xx f x= - . Taa 

ima realni re{enija ako ( ) 1f x >  ili ( ) 0f x < . Spored toa, ( ) ( ),0 1,fV = -¥ È ¥ .  

3.14. Dadena e funkcijata ( ) 4 2 4f x x x= - + . Opredeli : 

a)  ( 1)f - ;   b)  (0)f ;  v)  (2)f . 

Re{enie. a) ( ) ( ) ( )41 1 2 1 4 7f - = - - - + = ;   

b) 4(0) 0 2 0 4 4f = - ⋅ + = ;    v)  4(2) 2 4 4 16f = - + = .  

3.15. Dadena e funkcijata  ( )

2

3 1, 1 0

tg , 02
, 6

2

x x
xf x x
x x
x

-ìï - - £ <ïïïï= £ <píïïï p£ £ï -ïî

.  

Opredeli : a) ( 1)f - ;   b) ( )2f
p

;   v) ( )2
3f
p

;  g)  (4)f . 

Re{enie. a) To~kata 1x =-  pripa|a na intervalot [ )1,0- , pa spored toa 

( )1( 1) 3 1 2f - -- = - = ;    

b)  To~kata 2x p=  pripa|a na intervalot [ )0,p , pa spored toa  

( ) 12 4f tgp p= = ;    
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v) To~kata 
2
3x p= pripa|a na intervalot [ )0,p , pa spored toa  

2( ) 33 3f tgp p= = ; 

g) 
2(4) 7f = .  

3.16. Dadena e funkcijata ( ) 2 4f x x ab= + . Opredeli ( )f a b- . 

Re{enie. ( ) ( )2 2( ) 4f a b a b ab a b a b- = - + = + = + .  

3.17. Ako ( )
1f x x= , doka`i deka ( ) ( ) ( )f a f fb ab= . 

Re{enie. ( )
11 1( ) ( )f a f b f aba b ab= = = .  

3.18. Ako ( ) xf x e= , doka`i deka ( ) ( ) ( )af f f a bb = + . 

Re{enie: ( ) ( ) ( )a b a bf a f b e e e f a b+= = = + .  

3.19. Ako ( )
1lg1
xf x x

+= - , doka`i deka ( ) ( ) ( )1
a bf a f fb ab
++ = + . 

Re{enie.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1lg lg lg 1 lg 1 lg 1 lg 11 1
a bf a f a a b bb a b

+ ++ = + = + - - + + - - =- -
( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )lg lg lg lg1 1 11 1 1a b a b aba b a b ab= - = - =+ + + + +- - - - -

( ) ( )
1 11 1 1lg lg lg1 1 111 1

a b ab a b
a b ab a bab ab fa b ab a b ab a b ab

ab ab

+ + + +æ ö æ ö÷ ÷+ç ç÷ ÷ç ç+ + + ++ +÷ ÷ç ç= = = =÷ ÷ç ç÷ ÷- - + - - + + +ç ç÷ ÷-ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø+ +

.  

3.20. Najdi funkcija od oblik ( )f x ax b= +  ako (0) 2, (1) 0f f=- = . 

Re{enie. Od (0) 2, (1) 0f f=- = , go dobivame sistemot 
0 2

0

a b

a b

⋅ + =-ìïïíï + =ïî
  ~ie 

re{enie e 2, 2a b= =- . Spored toa, baranata funkcija e ( ) 2 2f x x= - . 

3.21. Najdi funkcija od oblik ( ) xf x a bc= + , 0c> , ako  

(0) 15, (2) 30, (4) 90f f f= = = . 

Re{enie. Od uslovot na zada~ata (0) 15, (2) 30, (4) 90f f f= = = , go dobivame 

sistemot 

0

2

4

15
30
90

a bc
a bc
a bc

ìï + =ïïï + =íïï + =ïïî

  ~ie re{enie e 10, 5, 2a b c= = = . Spored toa baranata  
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funkcija e ( ) 10 5 2xf x = + ⋅ . 

3.22. Presmetaj ja vrednosta na funkcijata ( ) 2
2

49f x x
x

= +  vo site to~ki x  za  

koi 
4 3x x- = . 

Re{enie. Od ravenstvoto 
4 3x x- =  dobivame deka baranite to~ki se 7x = , 

2x = . Spored toa, 2
2

49(7) 7 50
7

f = + =  i 
49 65(2) 44 4f = + = .  

3.23. Doka`i deka slednite funkcii monotono rastat: 

a)  ( ) 3f x x= + ;    b) ( ) 3 1f x x= - ;  

v)  ( ) ( )ln 1f x x= - ;   g)  ( ) 1xf x e += . 

Re{enie. a) Za sekoi 1 2, fx x DÎ =  od 1 2x x<  sleduva 1 2 0x x- < . Toga{: 

( ) ( )1 2 1 2 1 23 3 0x xf f x x x x- = + - - = - <  odnosno ( ) ( )1 2x xf f< ;  

b) Za sekoi 1 2, fx x DÎ =  od 1 2x x<  sleduva 1 2 0x x- < . Toga{  

( ) ( ) ( )( )3 3 3 3 2 2
1 2 1 21 2 1 2 1 1 2 21 1x x x xf f x x x x x x x x-- = - - + = - = + + £  

( ) ( )( )22
2 2

1 2 1
3

02 4
x xx x x-£ + + <  odnosno ( ) ( )1 2x xf f< . 

v) Za sekoi ( )1 2, 1,fx x DÎ = ¥ , od 1 2x x<  imame 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
1 2 1 2

2 2

11 1ln ln ln ln 1 01 1
x x xx x x xf f x x

- -- -- = - = = + £- - , bidej}i    

1 2

2
0 1 11

x x
x
-

< + £- . Spored toa, 1 2( ) ( )f x f x£ . 

g) Neka 1 2, fx x DÎ  se takvi {to 1 2x x<  t.e. 1 2 0x x- < . Toga{, od 1 2 1x xe - < , 

sleduva ( ) ( )
1

1 2 2 2 1 2
2

1
1 1 1 1

1 2 1( ) ( ) 1 1 0
x

x x x x x x
x
ef x f x e e e e e
e

+
+ + + + -

+- = - = - = - < . 

Spored toa, 1 2( ) ( )f x f x< .  

3.24.  Doka`i deka slednite funkcii monotono opa|aat: 

a)  ( ) 1 2xf x= - ;    b) ( ) 31xf x= - ; 

v)  ( ) ( )ln 3f x x=- + ;   g)  ( ) 3 xxf -= . 

Re{enie. a) Neka 1 2, fx x DÎ = . Za 1 2x x<  imame  
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( ) ( )1 2 1 2 2 1( ) ( ) 1 2 1 2 2 0f x f x x x x x- = - - - = - >  odnosno 1 2( ) ( )f x f x> . 

b) Neka 1 2, fx x DÎ = .  Za 1 2x x<  imame:  

( ) ( )( )3 3 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 1 2 2( ) ( ) 1 1f x f x x x x x x x x x x x- = - - - =- + = - + + =  

( ) ( )
22

2 2
2 1 1

3
02 4

x x
x x x

æ ö÷ç= - + + >÷ç ÷÷çè ø
,  odnosno 1 2( ) ( )f x f x> . 

v) Neka ( )1 2, 3,fx x DÎ = - ¥ , 1 2x x< . Toga{ 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 1
1 2 1 2

1 1

3
( ) ( ) ln 3 ln 3 ln ln 1 03 3

x x x
f x f x x x x x

+ -
- =- + - - + = = + ³+ +   

bidej}i   2 1

1
1 13
x x
x
-

+ ³+ . Spored toa, 1 2( ) ( )f x f x³ . 

g) Neka 1 2, fx x DÎ = . Za 1 2x x<  imame: 

( ) ( )2
1 2 1 1 2 1

11 2
3( ) ( ) 3 3 3 1 3 1 3 03
x

x x x x x x
xf x f x

-
- - - - - +

-- = - = - = - ³ , 

bidej}i 1 23 1x x- £ .  Spored toa, 1 2( ) ( )f x f x³ .  

3.25. Ispitaj ja monotonosta na slednite funkcii: 

a)  ( ) [ )2
2 , 1,

1
xxf x
x

= Î ¥
+

;  b) ( ) lgf x x x= + . 

Re{enie. a) Za [ )1 2, 1,fx x DÎ = ¥  od 1 2x x<  imame:  

( )( )
( )( )

1 2 1 21 2
1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

2 12 2
( ) ( ) 0

1 1 1 1
x x x xx x

f x f x
x x x x

- -
- = - = ³

+ + + +
, 

t.e. 1 2( ) ( )f x f x³ , {to zna~i deka funkcijata opa|a.  

b) Neka ( )1 2, 0,fx x DÎ = ¥ . Ako 1 2x x< , toga{,   bidej}i   1
2

1
x
x £ , imame 

1
1 2 1 1 2 2 1 2 2

( ) ( ) lg lg lg 0
x

f x f x x x x x x x x- = + - - = - + £ . 

Spored toa , funkcijata raste.    

3.26. Opredeli gi intervalite na monotonost na slednite funkcii: 

a) ( ) 2f x x= - ;    b) ( )
1xf x= .  

Re{enie. a) Neka ( )1 2, 2,x x Î ¥ . Za 1 2x x<  imame:  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 ( 2) 0f x f x x x x x- = - - - = - £ , odnosno 1 2( ) ( )f x f x£  {to zna~i deka 

funkcijata raste na intervalot ( )2, .¥  Ako ( )1 2, ,2x x Î -¥ , za 1 2x x<  imame: 
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1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 ( 2) 0f x f x x x x x- =- + - - + =- + ³ . Zna~i deka funkcijata opa|a na 

intervalot ( ),2 .-¥   

b) Neka ( )1 2, 0,x x Î ¥ . Za 1 2x x<  imame 2 1
1 2 1 2 1 2

1 1( ) ( ) 0
x x

f x f x x x x x
-

- = - = > , {to 

zna~i deka funkcijata opa|a na intervalot ( )0, .¥  Neka ( )1 2, ,0x x Î -¥ . Za 1 2x x<  

imame 1 2
1 2 1 2 1 2

1 1( ) ( ) 0
x x

f x f x x x x x
-

- =- + = < , {to zna~i deka funkcijata raste na 

intervalot ( ),0 .-¥   

3.27. Doka`i deka slednite funkcii se ograni~eni: 

a) ( ) [ ]1,22 3,xf x x -= + Î ;      b) ( )
2

1
1

f x
x

=
+

;    

v) ( ) ( )2
1ln 1

1
xf

x
= +

+
;       g) ( ) [ ]110 , 0,1xxf x+= Î ;        d) ( ) 23sin 2

xxf = . 

Re{enie. a) Od 1 2x- £ £  sleduva ( ) 2 3 2 3 2 2 3 7f x x x= + £ + £ ⋅ + = .  

b) Od 2 0, fx x D³ " Î = , sleduva 21 1x+ ³ , odnosno 2
1 1

1 x
£

+
. Isto taka  

2
1 0

1 x
>

+
, od {to sleduva ( )

2
1 1

1
f x

x
= £

+
. 

v) Od 2
10 1

1 x
< £

+
, sleduva 2

11 1 2
1 x

< + £
+

. Toga{: ( )2
1ln1 ln 1 ln2

1 x
< + £

+
. 

g) Za sekoe [ ]0,1x Î ,   ( ) 21 10 10 1010 xxf x += = ⋅ £ . 

d) Za sekoe fx DÎ = , ( )
( )2 3 1 cos 3 3 cos3sin 32 2 2 2

xx xf x -= = £ + £ . 

3.28. Doka`i deka slednite funkcii se neograni~eni:   

a)  ( ) 2f x x= + ;    b) ( )
1f x x= ; 

v)  ( ) ( )ln 3f x x x= + ;   g) ( ) 12xf x += ; 

d) ( ) sinf x x x= + ;    |) ( ) 2 1f x x= + . 

Re{enie. a) Neka M  e proizvolen pozitiven broj. Za x M=  imame  

( ) ( ) 2 2f x f M M M M= = + = + > .  

b) Neka M  e proizvolen pozitiven broj. Za 
1

1x M= +  imame  

( ) ( )1 1 11f x f M M MM= = + = + >+ .   
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v) Neka M  e proizvolen pozitiven broj. Za x M=  imame  

( ) ( ) ln(3 ) ln(3 )f x f M M M M M M= = + = + > , 

bidej}i od 3 M e+ >  sleduva ln(3 ) ln 1M e+ > = .  

g) Neka M  e proizvolen pozitiven broj. Za 2logx M=  imame  

( ) ( ) 2log 1
2log 2 2Mf x f M M M+= = = > .   

d) Neka M  e proizvolen pozitiven broj. Za 2x M= +  imame  

( ) ( )2 2 sin( 2) 1f x f M M M M M= + = + + + ³ + >   

bidej}i od 1 sin( 2)M- £ +  sleduva 0 2 1 2 sin( 2)M M M< + - £ + + + .   

|) Neka M  e proizvolen pozitiven broj. Za x M=  imame  

( ) 2( ) 1f x f M M M= = + > .  

Zna~i, vo site slu~ai funkciite se neograni~eni.  

3.29. Opredeli gi ekstremite na slednite funkcii:  

a) ( ) 2f x x= - ;   b) ( ) 2 4f x x x=- + - ; 

v) ( ) lnf x x= ;   g) ( )
( )32 2 83 xf x - += . 

Re{enie. a) Od 2 0x- ³  i  2 0x- =  ako i samo ako 2x = , sleduva deka 

funkcijata ima minimum vo to~kata 0 2x = .   

b) Od ( ) ( )22 1 154 2 4f x x x x=- + - =- - -  sleduva deka funkcijata ima maksimum 

vo to~kata  0
1
2x = .     

v)  Od 0lnx ³  sleduva deka funkcijata ima minimum vo to~kata 0 1x = .   

g) Da go ozna~ime stepenskiot pokazatel so ( )g x , odnosno ( ) ( )32 2 8g x x= - + . 

Funkcijata ( )f x  prima najmala vrednost  vo onie to~ki vo koi   funkcijata ( )g x  

prima najmala vrednost.   

Od ( ) ( ) ( )( )3 22 6 4 2 2 22 8 6 12 3 3g x x x x x x x= - + = - + = - +  sleduva deka  

funkcijata  ( )g x  ima minimum vo to~kata  0 0x = .   

3.30. Opredeli gi  slo`enite funkcii f g  i  g f  ako: 

a) ( ) ( ) 33,x xf x g x= = ;  b) ( ) ( )10 , lgx xf x g x= = . 

Re{enie. a) Za sekoj x Î , ( )( ) ( )( ) ( ) ( )33 3g xf g x f f xx x= = = = . Za sekoj  
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x Î  imame ( )( ) ( )( ) ( ) 3 33g f x g f x g x xx= = = = .   

b) Za sekoj 0x> , ( )( ) ( )( ) ( ) lglg 10 xf g x f g x f x x= = = = . Za sekoj x Î ,   

( )( ) ( )lg 10xg f x x= = .  

3.31. Doka`i  deka za sekoe fx DÎ ,  1
fD

f f =  ako  

a) ( )
1f x x= ;    b) ( )

2 1
2

xf x x
+= - . 

Re{enie. a) Za sekoj { }\ 0fx DÎ = , ( )( ) ( )1 1
1f f x f xx
x

= = =  od kade {to 

sleduva deka 1
fD

f f = .   

b) Za sekoj { }\ 2fx DÎ = , ( )( ) ( )
2 1 52 12 1 2 2

52 2 1 2 22

x x
x x xf f x f xx x

xx

+ ++ - -= = = =- + - --

  od kade 

{to sleduva deka 1
fD

f f = .  

 

3.32. Doka`i deka 1
gD

f g =  ako ( ) ( )2log 1af x x x= + +  i ( )
2

x xa ag x
--= . 

 

Re{enie.  Za sekoj gx DÎ = , 

( )( ) ( ) ( )( )2
log 12 2 2a

x x x x x xa a a a a af g x f
- - -- - -= = + + =     

  ( ) ( )log log2 2
x x x x

x
a a
a a a a a x

- -- += + = = .  

 3.33. Ispitaj ja parnosta na funkciite: 

a) ( )
1ln1
xf x x

+= - ;  

b) ( ) , ,m nf x x x m n= Î ;  

v) ( ) ( )2ln 1f x x x= + + . 

Re{enie. a) ( )
( )

( ) ( ) ( )

11 1 1 1ln ln ln ln1 1 1 1
x x x xf x f xx x x x

-+ - - + +- = = = =- =-- - + - -  

Zna~i ( ) ( )f x f x- =- , pa funkcijata e neparna. 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

,
1 1 ,
m mm nm n

f x m
f x x x x x f x f x m

ìïï- = - - = - = - =í-ïïî

ako e paren

ako e neparen  
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Spored toa f  e parna ako m  e paren, a e neparna ako m  e neparen priroden broj. 

v)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2ln 1 ln 1f x f x x x x x+ - = + + + - + + - =   

        ( )( )( ) ( )2 2 2 2ln 1 1 ln 1 ln1 0x x x x x x= + + + - = + - = =  

Spored toa, za sekoj fx DÎ  va`i ( ) ( ) 0f x f x+ - = , t.e. ( ) ( )f x f x- =- , pa funkcijata 

e neparna.  

3.34. Doka`i deka ako funkcijata f  e periodi~na so period T , toga{ 

funkcijata F  definirana so ( ) ( )F x f ax b= + , 0a>  e periodi~na so period .Ta  

Re{enie. Za f  va`i  

( ) ( )xf fx T =+ , za sekoj fx DÎ        (1) 

Toga{ ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
1T TF x f a x b f f f F xax T b ax bax b Ta a+ = + + = = = =+ + ++ + , pa 

F  e periodi~na so period 
T
a .  

3.35. Najdi go periodot na funkcijata ( ) 2cosxf x= . 

Re{enie. Imame 2 1 cos2 1 1cos cos22 2 2
xx x+= = + . Funkcijata cosx  e periodi~-

na so period 2p , pa od zada~a 3.34. sleduva deka cos2x  e periodi~na so period 

2
2
p=p  (za 2a =  i 0b= ). Spored toa i funkcijata 2cos x  ima period p . 

3.36. Doka`i deka funkcijata ( )
1sinxf x=  ne e periodi~na. 

Re{enie. Da pretpostavime deka f  e periodi~na so period T .  Toga{  za 

sekoj { }\ |x kT kÎ Î   va`i 
1 1sin sinxx T =+ , od kade {to sleduva 

1 1 2sxx T = + p+  

za s Î . Ottuka dobivame ( )2 2x x T x xT s= + + + p , odnosno 22 2 0s x s Tx Tp + p + = . 

Poslednovo ravenstvo va`i za sekoj s Î , pa i za 0s= . No, toga{ dobivame deka 

i 0T = . Spored toa f  ne e periodi~na.  

3.37. Dadena e funkcijata ( ) {1,0, \
xf x x
Î= Î

   (funkcija na Dirihle). 

Doka`i deka  

a) sekoj racionalen broj e period na f ; 

b) Nitu eden iracionalen broj ne e period na f .  

Re{enie. a) Neka T  e proizvolen racionalen broj.  
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 - Ako x Î  toga{ i x T+ Î , pa ( ) ( )1f x T f x+ = = ; 

 - Ako \x Î   toga{ i \x T+ Î   (vo sprotivno ( )x x T T= + - Î ,  

{to ne e mo`no), pa ( ) ( )0f x T f x+ = = . 

 

Zna~i, vo sekoj slu~aj ( ) ( )f x T f x+ =  za sekoj x Î ; 

b) Neka, sega, T  e proizvolen iracionalen broj. Toga{ i 0 T+  e iraciona-

len pa va`i ( )0 0f T+ = . No, ( ) 10f = . Spored toa ( ) ( )0 0 1 0f T f+ = ¹ = , pa T  ne e 

period na f . 

3.38. Neka za funkcijata f  va`i ( )
( )

( )

1
1
f xf x c f x

-+ = +  , kade {to cÎ . Doka`i 

deka f  e periodi~na. 

Re{enie. Imame ( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

111 1
1 11 1

f x
f x c f xf x c c f xf x c f x

f x

--- + ++ + = = =+ + -+ +

, pa f  e periodi~-

na so period 2c . 

3.39. Najdi go periodot na funkcijata ( )
1 1sin sin2 sin32 3xf x x x= + + . 

Re{enie. Neka T  e periodot na dadenata funkcija. Toga{ od ( ) ( )f x T f x+ =  

za sekoj x Î  dobivame  

( ) ( ) ( )1 1 1 1sin sin 2 2 sin 3 3 sin sin2 sin32 3 2 3x T x T x T x x x+ + + + + = + + ,  

odnosno ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1sin sin sin 2 2 sin2 sin 3 3 sin3 02 3x T x x T x x T x+ - + + - + + - = .  

Poslednovo ravenstvo va`i za sekoj x Î , pa va`i i za 0x = . Zamenuvaj}i, 

dobivame 
1 1sin sin2 sin3 02 3T T T+ + = . Natamu,  

( )

( )
2 2 3

2 2 2

2

1 1 1 1sin sin2 sin3 0 sin 2sin cos sin 2 02 3 2 3
1 1sin sin cos sin2 cos cos2 sin 03 3
1 1 1sin sin cos 2sin cos sin cos sin 03 3 3

2 1 1sin 1 cos cos cos sin 03 3 3
2 4sin cos cos3 3

T T T T T T T T

T T T T T T T

T T T T T T T T

T T T T T

T T

+ + =  + + + = 

 + + + = 

 + + + - = 

 + + + - = 

 + +( ) 0T =

 

pa dobivame sin 0T =  ili 22 4cos cos 03 3T T+ + = . Poslednata ravenka nema realni  
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re{enija, pa ostanuva 2T = p . 

3.40. Dadena e funkcijata ( ): 0,f  ¥  definirana so ( ) 2 3f x x= + . 

Dali funkcijata: 

 a) f ;    

b) ( ) ( ): 0, 0,g ¥  ¥  definirana so ( ) ( )g x f x=  za sekoj ( )0,x Î ¥ ;   

v) ( ) ( ): 0, 3,h ¥  ¥  definirana so ( ) ( )h x f x=  za sekoj ( )0,x Î ¥ ; 

ima inverzna? Vo slu~aj na potvrden odgovor, najdi ja inverznata funkcija. 

 Re{enie. a) Zaradi 1 1- ¹  no ( ) ( ) ( )2 21 3 4 1 31 1f f= - + = = + =- , pa f  ne e 

injekcija na  . Spored toa f  nema inverzna na  ; 

 b) Neka ( )1 2, 0,x x Î ¥  i ( ) ( )1 2g x g x= . Toga{ 2 2
1 23 3x x+ = + , odnosno 2 2

1 2x x= . 

No, od ( )1 2, 0,x x Î ¥  sleduva 1 2x x= , pa g  e injekcija. 

 ]e doka`eme deka ( )1 0,Î ¥  ne e slika na nitu eden element od ( )0,¥ . 

Navistina, ako postoi ( )0 0,x Î ¥  taka {to ( )0 1g x =  dobivame 2
0 3 1x + = , odnosno 

2
0 2x =-  {to e nevozmo`no. Zna~i g  ne e surjekcija na dadenoto mno`estvo, pa  

 

nema inverzna. 

 v) Neka ( )1 2, 0,x x Î ¥  i ( ) ( )1 2x xh h= . Toga{ 2 2
1 23 3x x+ = + , odnosno 2 2

1 2x x= . 

No, od 1 2, 0x x >  sleduva 1 2x x= , pa h  e injekcija. 

Neka, sega ( )3,y Î ¥  e proizvolen. ]e se obideme da najdeme ( )0,x Î ¥  taka 

{to ( )h x y= . Zna~i, 2 3x y+ = , pa 2 3x y= - . Zaradi 3y>  dobivame 3x y= - .  

Pritoa ( )3 0,y- Î ¥ . Spored toa ( ) ( )23 3 3h y y y- = - + = , pa h  e surjekcija. 

Zna~i h  e biekcija na dadenoto mno`estvo, pa ima inverzna funkcija 1f - . 

Sega, da ja najdeme 1h- . Za sekoj ( )0,x Î ¥  imame ( )( )1h h x x- = , odnosno 

( )1 2 3h x x- + = . Stavaj}i 2 3t x= + , dobivame 3t>  i 3x t= - , pa ( )1 3h tt- = - .  

Zna~i,  ( )( ) ( ) ( )
( )( )

21
3,3 3 3 1h h x h x x x x-
¥= - = - + = =  za sekoj ( )3,x Î ¥  i  

( )( ) ( )
( )( )1 1 2 2
0,3 3 3 1xh h h x x x x- -
¥= + = + - = =   za sekoj ( )0,x Î ¥ . 

Spored toa, funkcijata ( )1 3h x x- = -  e inverzna na h . 

3.41. Dadena e funkcijata ( ) ( ): 0, 0,1f ¥   definirana so ( )
1
xf x x= + . 
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 a) Doka`i deka f  e biekcija od ( )0,¥  vo ( )0,1 ; 

 b) Najdi ja inverznata funkcija na f  na ( )0,¥ . 

Re{enie. a) Neka ( )1 2, 0,x x Î ¥  i ( ) ( )1 2f x f x= . Toga{ 1 2

1 21 1
x x
x x=+ + , odnosno 

( ) ( )1 2 2 11 1x x x x+ = + . Ottuka dobivame 1 2x x= , pa f  e injekcija. 

Sega, neka ( )0,1y Î  e proizvolen. Barame ( )0,x Î ¥  takov {to ( )f x y= , t.e. 

1
x yx =+ . Ottuka ( )1x y x= +  (bidej}i 1 0x+ ¹ ) pa ( )1x y y- = . Zaradi 1y<  

dobivame 1 0y- > , pa ( )0,1
yx y= Î ¥- . Zna~i, ( ) 1

1 1 1

y
y yf yyy

y

-= =- + -
. Doka`avme 

deka za sekoj ( )0,1y Î  postoi ( )0,1
yx y= Î ¥-  taka {to ( )f x y= . Zna~i f  e i 

surjekcija. 

Spored toa f  e biekcija. 

b) Od a) sleduva deka f  ima inverzna funkcija 1f -  na ( )0,¥ . Za nea va`i  

( )( )1f f x x- =  za sekoj ( )0,x Î ¥ . Ottuka dobivame ( )1
1
xf xx

- =+ . Stavaj}i 1
xt x= +  

dobivame ( )0,1t Î  i 1
tx t= - . Zna~i ( )1

1
tf t t

- = - . 

Da proverime dali  

( )( ) ( )( )1
0,11f f x x x- = = , za sekoj ( )0,1x Î   i  

( )( ) ( )( )1
0,1f f x x x-
¥= = , za sekoj ( )0,x Î ¥   

Za ( )0,1x Î  imame ( )( ) ( ) ( )( )1
0,1

1 11 1 1

x
x xf f x f x xxx

x

- -= = = =- + -
, a za ( )0,x Î ¥  imame  

( )( ) ( ) ( )( )1 1
0,

1 11 1 1

x
x xf f x f x xxx

x

- -
¥

+= = = =+ - +
.  

Zna~i funkcijata ( ) ( )1 : 0,1 0,f -  ¥  definirana so ( )1
1
xxf x

- = -  e inverzna 

na funkcijata f . 

3.42. Najdi ja inverznata na funkcijata ( ) 3xf x e += . 

Re{enie. ]e doka`eme deka dadenata funkcija e biekcija od   vo ( )0,¥ .  
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Navistina, neka ( )1 2, 0,x x Î ¥  i ( ) ( )1 2f x f x= . Zna~i 1 23 3x xe e+ += . Ottuka dobivame 

1 23 3x xe e e e= , t.e. 1 2x xe e= , pa i 1 2x x= . Zna~i f  e injekcija. 

Neka, sega, ( )0,y Î ¥  e proizvolen. Da ja re{ime po x  ravenkata 3xe y+ = . Do-

bivame 3
x ye
e

= , odnosno 3ln yx
e

= . Zna~i ( )3ln yf y
e

= , pa f  e surjekcija. 

Zna~i f  e biekcija, pa ima inverzna funkcija 1f - . 

Inverznata funkcija }e ja opredelime od ravenstvoto ( )( )1f f x x- = , za sekoj  

x Î . Dobivame ( )1 3xf e x- + = . Da stavime 3xt e +=  i ottuka 3ln tx
e

= . Zna~i 

inverznata funkcija e ( )1
3ln ln 3tf t t
e

- = = -  i e definirana za sekoj ( )0,t Î ¥ . 

Da proverime u{te dali va`i ( )
1

0,1ff - ¥= . Za sekoj ( )0,x Î ¥  imame  

( )( ) ( ) ( )( )3ln 31 ln 3 3 ln
0,3ln 1

x
x xexf f x f e e e x x

e
+- - +

¥= = = = = =  

3.43. Najdi ja inverznata na funkcijata ( ) ( ): , 2,42 2f p p-   definirana so 

( ) sin 3f x x= + . 

Re{enie. Prvo da doka`eme deka f  e biekcija. Neka ( )1 2, ,2 2x x p pÎ -  i 

( ) ( )1 2f x f x= . Zna~i, 1 2sin 3 sin 3x x+ = + , t.e. 1 2sin sinx x= .  

Ottuka 1 2sin sin 0x x- = , t.e. 1 2 1 22sin cos 02 2
x x x x- +

= . Ottuka 1 2 2x x k= + p  ili 

1 2 2x x s=- +p+ p , kade k  i s  se proizvolni celi broevi. No ( )1 2, ,2 2x x p pÎ - , pa 

0k = . Vtoroto ravenstvo ne va`i za nikoi ( )1 2, ,2 2x x p pÎ -  i s Î . Zna~i 1 2x x= , 

pa f  e injekcija. 

 Neka ( )2,4y Î  e proizvolen. Da najdeme re{enie x  na ravenkata sin 3x y+ =  

{to pripa|a na ( ),2 2
p p- . Imame sin 3x y= -  i bidej}i ( )3 1,1y- Î -  sleduva deka 

( )arcsin 3x y= - . Spored toa ( )( ) ( )( )3arcsin sin arcsin 3 3 3 3yf y y y- = - + = - + = . 

Zna~i f  e i surjekcija, pa e biekcija. Spored toa postoi inverzna funkcija 

( ) ( )1 : 2,4 ,2 2f - p p - . 

 Sega, da ja najdeme inverznata funkcija na f . Od ( )( )1f f x x- =  dobivame  
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( )1 sin 3f x x- + = . Da stavime sin 3t x= + , t.e. sin 3x t= - . Toga{ ( )2,4t Î , pa 

( )3 1,1t- Î - . Zna~i ( )arcsin 3x t= - . Spored toa inverznata funkcija e 

( ) ( )1 arcsin 3f x x- = - . 

 3.44. Najdi ja inverznata na funkcijata ( ) ( ): 3 0,f ¥  ¥  definirana so 

( ) 2 4 3f x x x= - + . 

 Re{enie. Neka ( )1 1, 3,x x Î ¥  i ( ) ( )1 2f x f x= . Zna~i 2 2
1 1 2 24 3 4 3x x x x- + = - + , 

t.e. ( )( ) ( )1 21 2 1 2 4 0x xx x x x -- + - = . Ottuka dobivame ( )( )1 2 1 2 4 0x x x x- + - = . Od 

1 1, 3x x >  sleduva deka 1 2 6 4x x+ > > , pa 1 2 4 0x x+ - > . Zna~i mora 1 2x x= . Spored 

toa f  e injekcija. 

 Neka ( )0,y Î ¥  e proizvolen. Da najdeme ( )3,x Î ¥  takov {to ( )f x y= , t.e. 

2 4 3x x y- + = . Re{avaj}i ja po x  ravenkata 2 4 3 0x x y- + - =  dobivame  

( )4 16 4 3 4 2 1 2 12 2
y yx y+ - - + += = = + +  ili 2 1x y= - + .  

No ( )2 1 3,y+ + Î ¥  i ( )2 1 3,y- + Ï ¥ , pa sleduva 2 1x y= + + .  

Zna~i ( )2 1f y y+ + = , pa f  e surjekcija. 

 Od seto ova sleduva deka f  e biekcija pa postoi ( ) ( )1 : 0, 3,f - ¥  ¥ . 

 Invernata funkcija 1f -  }e ja najdeme od ravenstvoto ( )( )1f f x x- = , t.e. od 

( )1 2 4 3f x x x- - + = . Da stavime 2 4 3t x x= - + . Kako vo slu~ajot na surjekcija do-

bivame 2 1t x= + + , pa ( )1 2 1f t t- = + + . 

 Zna~i,  inverznata funkcija na f  e 1f -  definirana so ( )1 2 1f t t- = + + . 
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3.2. Posredna konstrukcija na grafici 

 

 Metodot za indirektna konstrukcija na grafik na funkcija ( )y f x= , se 

sostoi  vo iznao|awe na vrska na  dadenata funkcija  i funkcija ~ij{to grafik 

ni e ve}e poznat. ]e smetame deka ni se poznati  graficite na  elementarnite    

funkcii:    , , log , sin , cos ,n xy x y a y x y x y x= = = = =   

tg , ctg ,y x y x= = arcsin , arccos ,y x y x= = arctg , ctgy x y arc x= = . 

1) Grafikot na funkcijata ( )y f x=- , ako ni e poznat grafikot na 

funkcijata ( )y f x= , go dobivame ako go promenime znakot na vtorata koordinata 

na grafikot na funkcijata ( )y f x= . Toa zna~i konstrukcija na simetri~na kriva 

vo odnos na x- oskata na poznata kriva opredelena so funkcijata ( )y f x=   

(Crt.1) .  

 

2) Grafikot na funkcijata ( )y f x= - , ako ni e poznat grafikot na funkci-

jata ( )y f x= , go dobivame ako go promenime znakot na prvata koordinata na gra-
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fikot na funkcijata ( )y f x= . Toa zna~i konstrukcija na simetri~na kriva vo od-

nos na y-oskata na poznata kriva opredelena so funkcijata ( )y f x=  (Crt.2) .  

3) Grafikot na funkcijata ( ) ,y f x c c= + Î , ako ni e poznat grafikot na 

funkcijata ( )y f x= , go dobivame ako ja nagolemime za c  vtorata koordinata na 

grafikot na funkcijata ( )y f x= . Toa zna~i konstrukcija na  kriva pomestena za 

c  vo pravec na  y-oskata na poznata kriva opredelena so funkcijata ( )y f x= .  

Pri toa, ako 0c>  pomestuvaweto e vo pozitivna nasoka na y-oskata, a ako 0c<  

pomestuvaweto e vo negativnata nasoka na y-oskata (Crt. 3). 

4) Grafikot na funkcijata ( ),y f cx c= Î+  , ako ni e poznat grafikot na 

funkcijata ( )y f x= , go dobivame ako ja nagolemime za c  prvata koordinata na 

grafikot na funkcijata ( )y f x= . Toa zna~i konstrukcija na  kriva pomestena za 

c vo pravec na  x- oskata na poznata kriva opredelena so funkcijata ( )y f x= . 
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Pri toa, ako 0c>  pomestuvaweto e vo negativnata nasoka na x- oskata, a ako 

0c<  pomestuvaweto e vo pozitivnata  nasoka na x- oskata (Crt. 4). 

5) Grafikot na funkcijata ( ), 0y cf x c= > , ako ni e poznat grafikot na funkcija-

ta ( )y f x= , go dobivame ako ja pomno`ime so c  vtorata koordinata na grafikot  

 

na funkcijata ( )y f x= . Toa zna~i „rastegnuvawe“ ili „stegawe“ na krivata opre-

delena so dadenata funkcija vo  pravec na  y-oskata vo zavisnost dali 1c>  ili 

0 1c< <  (Crt. 5).  Pri toa, da napomeneme deka nulite na dvete funkcii se 

ednakvi. 

6) Grafikot na funkcijata ( ), 0y f cx c= > , ako ni e poznat grafikot na funk-

cijata ( )y f x= , go dobivame ako ja pomno`ime so c  prvata koordinata na grafi-

kot na funkcijata ( )y f x= . Toa zna~i „rastegnuvawe“ ili „stegawe“ na krivata 

opredelena so dadenata funkcija vo  pravec na  x- oskata vo zavisnost dali 1c>  

ili 0 1c< <  (Црт.6).  

7) Grafikot na funkcijata ( ) ( )y f x g x= + , ako ni se poznati graficite  na  

 

funkciite ( )y f x=  i ( )y g x= , go dobivame ako gi sobereme vtorite komponenti 

na graficite na funkciite ( )y f x=  i ( )y g x=  (Crt.7).  

8) Grafikot na funkcijata ( )1f x-  (na podmno`estvoto od definicionata 

oblast na koe postoi 1f - ) ako ni e poznat grafikot na f , go dobivame kako 

simetri~na (t.e. osnosimetri~na) kriva na ( )f x  vo odnos na pravata y x=  (Crt.8). 
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9) Grafikot na funkcijata ( )y f x=  go dobivame ako to~kite od grafikot na 

( )f x  koi imaat negativna vtora koordinata gi preslikame simetri~no vo odnos 

na x- oskata. (Crt.9) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Skiciraj gi graficite na slednite funkcii: (3.45. - 3.57.) 

3.45. a) ( ) ( )

1, 0
sgn 0, 0

1, 0

x
f x x x

x

>ìïïï= = =íïï- <ïî

;  b) ( ) [ ]f x x= ;  v) ( ) [ ]f x x x= - . 

Re{enie. 
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3.46.   a) ( ) 2f x x=- ;            b)  ( ) sinf x x=- ;           

v)  ( ) 2xf x =- ;       g)  ( )
1lgf x x= . 

Re{enie. 
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3.47.    a) ( ) 3 xf x -=- ;        b) ( ) ( )2logf x x= - . 

Re{enie.  

 

 

 

 

3.48.  a) ( ) 2 1xf x = - ;    b) 2( ) 1f x x= + ; 

 

Re{enie.  
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3.49.  a) ( ) ( )sin 4f x x p= - ;   b) ( ) ( )21f x x= - . 

 

Re{enie.   

 

3.50.  a)  ( )
sin

2
xf x = ;    b) ( ) 2sinf x x= . 

Re{enie.   
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3.51.   a) ( ) sin2f x x= ;       b)  ( ) sin 2
xf x = . 

Re{enie.  

 

 

 

 

 

 

  

 

3.52.  a)  ( )
2 1xf x x
+= ;    b)  ( )

3

2
1 xf x
x
-= . 
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Re{enie.  

3.53.  a) ( ) 2 4 2f x x x= - + ;    b) ( ) ( )lg 2 3f x x= - +  

Re{enie. a) ( ) ( )22 4 2 2 2f x x x x= - + = - +  

3.54. ( ) 3cos 3sinf x x x= -  

Re{enie.   

( ) ( ) ( ) ( )3 12 3 cos sin 2 3 cos cos sin sin 2 3cos2 2 6 6 6f x x x x x xp p p= - = - = +  
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3.55.  ( )
1
xf x x= - . 

Re{enie. Da ozna~ime 

( )
1g x x= . Toga{  

( )

( )

1 1
1 1

11 1 1.1

x xf x x x
g xx

- +=- =- =- -
=- - =- - --

 

 

 

 

 3.56. a) ( ) sin xf x = ;  

  b) ( ) sinf x x= . 

 Re{enie. a) Za 0x>  imame ( ) sinf x x= , a za 0x <  va`i ( ) sinf x x=- .   
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 3.57. a) ( ) 2 3 4f x x x= - - ;    b) ( ) arctgxf x = . 

 Re{enie.  

 3.58. Skiciraj gi graficite na inverznite funkcii na funkciite: 

 a) ( ) tgf x x= , ( ): ,2 2f p p-  ;   b) ( ) 2 2f x x= + , [ ) [ ): 0, 2,f ¥  ¥ ;   

v) ( ) sin 3f x x= + , ( ) ( ): , 2,42 2f p p-  ; g) ( )
1
xf x x= + ; ( ) ( ): 0, 0,1f ¥  ; 

d) ( ) 1xf x e += , ( ): 0,f  ¥ ;   |) ( ) 2 4 3f x x x= - + , ( ) ( ): 3 0,f ¥  ¥ . 

 Re{enie. Dadenite funkcii imaat inverzni (vidi gi zada~ite 3.40. - 3.44.)  
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3.3. Funkcionalni ravenki 

 173

 

3.3. Funkcionalni ravenki 

 

3.59. Odredi go ( )0f  ako ( ) ( )3 3 4f x f x x+ = + . 

Re{enie. Za 0x =  se dobiva ( ) ( )3 0 0 4f f+ = , t.e. ( )0 1f = .  

3.60. Odredi go ( )2f , ako ( ) ( )1 122 f x f xx+ = . 

Re{enie. Za 2x =  se dobiva ( ) ( )1 12 2 22 2f f+ = , a za 
1
2x =  se dobiva  

( ) ( )1 1 12 22 2 2f f+ = . So odzemawe na ovie dve ravenki se dobiva ( )1 12f = , ( )2 0f = . 

3.61. Odredi go ( )2f , ako za sekoj realen broj 0x ¹  va`i ( ) ( ) 213f x f xx+ = . 

Re{enie. Za 2x = , ( ) ( )12 3 42f f+ = , a za 
1
2x = , ( ) ( )1 13 22 4f f+ = , pa so re{ava-

we na ovoj sistem se dobiva ( ) 132 32f =- . 

3.62. Odredi ja funkcijata ( )f x  ako ( )3 2 5f x x+ = - . 

Re{enie. Stavame 3t x= + . Toga{ 3x t= - , pa ( ) ( )2 3 5 2 11f t t t= - - = -  t.e. 

( ) 2 11f x x= - . 

3.63. Odredi ja funkcijata ( )f x , ako ( ) 3 2g x x= +  i ( )( )2 23 6 5g x xf x x x+ = + + . 

Re{enie. Od ( ) 3 2g x x= +  se dobiva  

 ( )( ) ( )( ) ( )2 2 23 2 3 3 2g x xf x x xf x x xf x+ = + + = + + . Zna~i  

 ( )3 6 3xf x x= + , t.e. ( )
2 1xf x x

+= . 

3.64. Odredi go ( )f x  ako ( ) 21 3 3f x x x+ = + + . 

Re{enie. Ako stavime smena 1t x= + , toga{ 1x t= - , pa 

( ) ( ) ( )2 21 3 1 3 1f t t t t t= - + - + = + + , t.e. ( ) 2 1f x x x= + + .  

3.65. Odredi go ( )1f x +  ako ( ) 21 2 7 10f x x x- = - + . 

Re{enie. Stavame smena 1t x= - , pa 1x t= +  i  

( ) ( ) ( )2 22 1 7 1 10 2 3 5f t t t t t= + - + + = - + , t.e. ( ) 22 3 5f x x x= - + .  

Spored toa ( ) ( ) ( )2 21 2 1 3 1 5 2 4f x x x x x+ = + - + + = + + . 
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3.66. Odredi ja funkcijata ( )f x  ako ( ) ( )1 222 1
x xf f xx x
+ -+ =- + . 

Re{enie. Stavame smena 1y x= - , toga{  
21

2 1
yx

x y
-+ =- + , pa  

( ) ( )2 12 11 2
y yf f yy y
- ++ = -+ - .  

Vo ravenstvoto ( ) ( )1 222 1
x xf f xx x
+ -+ =- + , stavame x y= , pa dobivame  

( ) ( )1 222 1
y yf f yy y
+ -+ =- + .  

Sega go razgleduvame sistemot ravenki  
( ) ( )
( ) ( )

1 222 1
2 12 1 .1 2

y yf f yy y
y yf f yy y

+ -ìï + =ïï - +ïí - +ï + = -ïï + -ïî

 

Negovo re{enie e ( )1 2
2 3

yf yy
+ = --  i ( )2 1

1 3
yf yy
- = -+ . Ako stavime zamena 

2
1

yx y
-= +  se dobiva 

2
1
xy x
+= - , pa ( )

( )
4 5
3 1
xf x x
+= - . 

3.67. Ako ( )2 4 4f x x= - , toga{  kolku e ( )2003f ? 

Re{enie. Ako stavime 2
yx =  se dobiva ( ) ( )2 2 4 42 2

y yf x f= = -  t.e. ( ) 4 2f y y= - , 

pa spored toa ( )2003 4 2 2003 4002f = - ⋅ =- . 

3.68. Ako ( )2 3 4 2f x x- = + , toga{ kolku e ( )997f ? 

Re{enie. Ako stavime 2 3t x= - , toga{ 
3

2
tx +=  pa ( ) 34 2 2 82

tf t t+= + = + . 

Zna~i ( )997 2002f = . 

3.69. Odredi go zbirot ( ) ( )2 3f g+  ako ( ) ( ) 3 1f x g x x+ = +  i ( ) ( ) 1f x g x x- = - . 

Re{enie. So sobirawe na ravenstvata se dobiva ( )2 4f x x= , t.e. ( ) 2f x x=  i 

( ) 1g x x= + . Spored toa ( ) ( )2 3 4 4 8f g+ = + = . 

3.70. Dadena e funkcijata ( ) 2 3 4f x x x= - + . Odredi go zbirot  

( ) ( ) ( )1 2 3f x f x f x+ +  ako ( )1 1x f= , ( )2 2x f=  i ( )3 3x f= . 

Re{enie. ( ) ( )1 21 2, 2 2x f x f= = = =  i ( )3 3 4x f= = , pa spored toa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 2 4 2 2 8 12f x f x f x f f f+ + = + + = + + = . 

3.71. Neka ( ) 2f x ax bx c= + + . 



3.3. Funkcionalni ravenki 

 175

a) Odredi ja razlikata ( ) ( )1f x f x+ - ; 

b) Odredi gi a  i b  ako ( ) ( )1f x f x x+ - =  

Re{enie. a) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 2f x f x a x b x c ax bx c ax a b+ - = + + + + - - - = + +  

b) Od 2ax a b x+ + =  sleduva deka 2 1a =  i 0a b+ = , t.e. 
1
2a =  i 

1
2b=- . 

3.72. Za koi vrednosti , ,a b cÎ  funkcijata ( ) 2f x ax bx c= + +  go ispolnuva 

uslovot ( ) ( ) ( )f x y f x f y xy+ = + +  za sekoi x  i y . 

Re{enie. Uslovot mo`e da se napi{e vo oblik  

( ) ( )2 2 2a x y b x y c ax bx c ay by c xy+ + + + = + + + + + + ,  

od kade se dobiva deka  

2axy xy c= +                             (1) 

Ako vo (1) stavime 0x =  i 1x y= =  se dobiva deka 0c=  i 
1
2a = . 

3.73. Dadena e funkcijata ( ) 2 1f x x= - . Odredi gi realnite broevi a  i b  taka 

{to ( )( ) 0f f a =  i ( )( )f f b b= .  

Re{enie. ( )( ) ( )2 2 1 1 4 3f f x x x= - - = - , pa ( )( ) 4 3 0f f a a= - = , t.e. 
3
4a =  i 

( )( ) 4 3f f b bb = - = , t.e. 1b= . 

 

3.74. Doka`i deka: ako ( ) 2f x ax bx c= + + , toga{  

( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3 1 0f x f x f x f x+ - + + + - = .  

Re{enie. ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3 1f x f x f x f x+ - + + + - =   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 23 3 3 2 2 3 1 1a x b x c a x b x c a x b x c= + + + + - + + + + + + + + + -
2 0ax bx c- - - = . 

3.75. Dadena e funkcijata ( ) 2 1f x x= - . Odredi ja funkcijata ( )g x  ako  

( )( ) 6 3f g x x= + . 

Re{enie. ( )( ) ( )2 1f g x g x= - , pa ( )2 1 6 3g x x- = +  t.e. ( ) 3 2g x x= + . 

3.76. Dadeni se funkciite ( ) 2 1f x x= -  i ( ) 3g x x= + . Odredi gi: 

a) ( )2
xf ;     b) ( )1g x- ;    v) ( )( )f g x ;  

g) ( )( )g f x ;    d) ( )( )f f x ;    |) ( )( )( )g f g x . 
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Re{enie. a) ( ) 2 1 12 2
x xf x= - = - ;  

b) ( )1 1 3 2g x x x- = - + = + ;  

v) ( )( ) ( )2 3 1 2 5f g x x x= + - = + ;  

g) ( )( ) 2 1 3 2 2g f x x x= - + = + ;  

 

d) ( )( ) ( )2 2 1 1 4 3f f x x x= - - = - ;  

|) ( )( )( ) ( )2 5 2 5 3 2 8g f g x g x x x= + = + + = + . 

3.77. Dadeni se funkciite: 

a) ( ) 3f x x= + ; 

b) ( ) 3 2f x x= - ;  

v) ( )
1
3f x x= . 

Odredi funkcija ( )g x , za koja va`i ( )( )f g x x= . 

Re{enie. a) ( )( ) ( ) 3f g x g x x= + = , pa ( ) 3g x x= - ; 

b) ( )( ) ( )3 2f g x g x x= - = , pa ( )
3

2
xg x -= ;  

v) ( )( ) ( )
1
3f g x g x x= = , pa ( ) 3g x x= . 

3.78. Odredi gi funkciite ( )f x  i ( )g x  ako ( ) ( )2 1 21
xf g x xx + + =-  i 

( ) ( )2 11
xf g x xx - + =- , za 1x ¹ . 

Re{enie. So sobirawe na dvete ravenstva se dobiva ( ) 3
1 2
x xf x =- , a so odzema-

we ( )2 1 2
xg x + =- . Ako stavime 1

x tx =- , toga{ 1
tx t= - , pa ( )

( )
3

2 1
tf t t= - , a ako 

2 1x s+ = , toga{ 
1

2
sx -= , pa ( )

1
4
sg s -= . Zna~i ( )

( )
3

2 1
xf x x= -  i ( )

1
4
xg x -= . 

3.79. Dadena e funkcijata ( ) 2f x ax bx c= + + , 0a> . Doka`i deka za site 

1 2,x x Î  va`i ( ) ( ) ( )1 21 2
2 2

f x f xx x
f

++
£ . 

Re{enie. ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 1 2

2 2 2
x x x x x x
f a b c

+ + +
= + + =   
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( )2 2 2 22 2
1 2 1 1 2 21 1 2 2 1 2 1 22 2 22

4 2 4 2
x x x x x xx x x x x x x x

a b c a b c
+ - - ++ + + +

= + + = + + =

( )22 2 2 2
1 21 2 1 2 1 2 1 22 2

4 2 2 2
x xx x x x x x x x

a b c a b c
-+ - + + +

= + + £ + + =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2

2 2
ax bx c ax bx c f x f x+ + + + + +

= = . 

3.80. Odredi gi site realni funkcii f  koi se opredeleni za sekoj realen broj 

x , takvi {to ( ) ( ) 21 1f x xf x x+ - = - . 

Re{enie. Stavame smena 1t x= - . Toga{ 1x t= - , pa 

( ) ( ) ( ) ( )21 11 1f f ttt t+ = - -- - , t.e. ( ) ( ) ( ) 21 1 2f t t f t t t- + - = - . Ako ovaa ravenka se 

pomno`i so t  se dobiva ravenkata ( ) ( ) ( ) 3 22 21tf f t t tt t t+ = -- -  i zaedno so 

ravenkata ( ) ( ) 21 1f t tf t t+ - = - . So odzemawe na ovie ravenki se dobiva 

( ) ( )2 3 21 3 1t t f t t t- - = - + ,  t.e. ( )
3 2

2
3 1

1
t tf t
t t
- +=
- -

. 

3.81. Neka ( ) ( ) ( )1 1
2 2

n ni if n + -= + . Odredi go zbirot ( ) ( )2000 2004f f+ . 

Re{enie. Bidej}i ( )
21

2
i i+ =  i ( )

21
2
i i- =-  se dobiva  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1000 1000 1002 10022 2 2 21 1 1 12000 2004

2 2 2 2
i i i if f + - + -+ = + + + =  

( ) ( )1000 10021000 1002 1 1 1 1 0i i i i= + - + + - = + - - = . 

3.82. Ako ( ) ( )1 121 1
x xf f xx x
+ -+ =- + , odredi ja ( )f x . 

Re{enie. Stavame smena 
1
1

xt x
+= - . Toga{ 

1
1

tx t
+= - , pa  

( ) ( )1 12 1
tf t f t t
++ = -                                                                            (1) 

Ako stavime smena 
1
1

xt x
-= + , toga{ 

1
1
tx t

+= - , pa  

( ) ( )1 12 1
tf t f t t

++ = -                                                                            (2) 

Od (1) i (2) se dobiva ( ) 1
1
tf t t

+= - , pa ( )
1
1
xf x x

+= - . 

3.83. Odredi gi site funkcii :f    za koi va`i 

   ( ) ( ) ( )f xy xf y f x= + , za site ,x y Î . 
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Re{enie. Neka za funkcijata f  va`i ( ) ( ) ( )f xy xf y f x= + , za site ,x y Î . Za 

0y=  se dobiva ( ) ( ) ( )0 0 xf xf f= + , t.e. ( ) ( ) ( )0 0f x f xf= - . Ako vo ova ravenstvo 

stavime ( )0a f= , toga{ dobivame ( )f x a ax= - .  

Obratno, za funkcijata ( )f x a ax= - , a Î  so proverka se utvrduva deka 

va`i ( ) ( ) ( )f xy xf y f x= + , za site ,x y Î .  

Spored toa funkcijata ( )f x a ax= - , a Î  e edinstvena koja {to gi 

ispolnuva uslovite na zada~ata.  

3.84. Odredi gi site funkcii :f    za koi va`i 

  ( )( ) ( ) ( )2 2f x f x f y x xy+ = + , za site ,x y Î . 

Re{enie. So zamena 1x y= =  vo ravenstvoto se dobiva ( )( )22 1 2f = , od kade 

sleduva deka ( )1 1f =  ili ( )1 1f =- . 

Ako vo ravenstvoto stavime 1x = , toga{ imame 

 ( )( ) ( ) ( )21 1 1f f f y y+ = + . 

Ako ( )1 1f = , toga{ ( )f y y= , a ako, pak, ( )1 1f =- , toga{ ( )f y y=- , za sekoe 

y Î . 

Zna~i baranite funkcii se ( )f x x=  ili ( )f x x=- . 

3.85. Odredi gi site funkcii :f    za koi va`i 

  ( ) ( ) ( )f x f y f xy x y- = + , za site ,x y Î . 

Re{enie. Neka 0y= . Toga{ so zamena vo ravenstvoto se dobiva 

  ( ) ( ) ( )0 0f x f f x- =  t.e. ( ) ( )( )0 1f f x x- = . 

Zna~i ( )0 0f ¹  i ( )
( )

10
xf x f= + . 

Za 0x =  se dobiva ( )0 1f = , pa ( ) 1f x x= + . 

Spored toa ( ) 1f x x= +  e edinstvena funkcija koja go ispolnuva uslovot na 

zada~ata.  

3.86. Odredi ja funkcijata ( )f x  ako va`i 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4f x y f x y f x f y x y+ + - + + = + , za site ,x y Î . 

Re{enie. Neka 0y= . Toga{ imame  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 0 4f x f x f x f x+ + + = , t.e. ( ) ( )4 2 0 4f x f x+ = . 
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Ako stavime ( )0f a= , toga{ od poslednoto ravenstvo se dobiva ( )
2
af x x= - . 

Ako ova ravenstvo go zamenime vo ravenkata se dobiva 

 ( ) ( )2 2 42 2 2 2
a a a ax y x y x y x y+ - + - - + - + - = + , t.e. 

5 02
a- = .  

Ottuka kade sleduva deka 0a= . Zna~i ( )f x x= . 

3.87. Neka e dadena funkcija :f    so osobinite: 

1) za sekoi 1 2,x x Î  va`i ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x x f x f x+ = + ; 

2) ( ) 11f = ; 

3) za sekoe 0x ¹  va`i ( ) ( )
2

1 1f f xx x
= . 

Doka`i deka ( )2003 2003f = . 

Re{enie. Za 2 0x =  od 1) imame ( ) ( ) ( )1 1 0f x f x f= +  t.e. ( )0 0f = . Zna~i va`i 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0f x f x f x x f+ - = + - = = , t.e. ( ) ( )f x f x=- - .  

Od druga strana imame ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2f x x f x x f x f x f x f x- = + - = + - = - . 

Za 0x ¹  i 1x ¹  od 3) se dobiva  

( ) ( )
( )

( )

( )2 2
11 1 11 1 1
f xf f xx x x

-= - =- - -
                                                      (1) 

 a od druga strana  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )

( )

( )

2 2

2

2 2 2

1 1 11 1 1 1 11 1 1 1 1
1 21

1 1 1

x x x x xf f f f fx xx x x x x
f x x f xx

x x x

-= + = + = + = + - =- - - - -
- += - + =

- - -
Od (1) i prethodnoto ravenstvo dobivame deka ( )f x x= , pa ( )2003 2003f = . 

3.88. Neka [ ]: 0,1f   e funkcija takva {to za sekoj 0, 2x pé ùÎ ê úë û  va`i 

   ( ) ( )2 sin 3 cos sinf x f x x+ =                                                                      (1) 

a) Odredi go ( )0f ; 

b) Odredi ja funkcijata ( )f x . 

Re{enie. a) Ako vo (1) stavime 0x =  i 2x p=  se dobiva sistemot linearni 

ravenki 
( ) ( )
( ) ( )

2 0 3 1 0
2 1 3 0 1
f f
f f

+ =ìïïí + =ïïî
, ~ie re{enie e ( ) 30 5f =  i ( ) 2

1 5f =- . 

b) Ako vo (1) stavime smena 2t xp= - , toga{ 0, 2t pé ùÎ ê úë û , pa va`i  
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( )( ) ( )( ) ( )2 sin 3 cos sin2 2 2f t f t tp p p- + - = - ,  

odnosno  

( ) ( )2 cos 3 sin cosf t f t t+ = .  

Zna~i za sekoj 0,2x pé ùÎ ê úë û  va`i  

  ( ) ( )2 cos 3 sin cosf x f x x+ =                                                 (2) 

Ako ravenstvata (1) i (2) gi razgledame kako sistem ravenki, t.e.  

( ) ( )

( ) ( )
2 sin 3 cos sin
2 cos 3 sin cos
f x f x x
f x f x x

+ =ìïïí + =ïïî
  

se dobiva re{enieto ( ) 3cos 2sinsin 5
x xf x -=  i ( )

3sin 2coscos 5
x xf x -= . Stavaj}i 

smena siny x= , za [ ]0,1y Î , va`i ( ) 23 215 5f y y y= - - . 

Zna~i baranata funkcija e ( ) 23 215 5f x x x= - - . 

3.89. Odredi gi site funkcii :f    takvi {to 

  ( ) ( ) ( ) ( )xf y yf x x y f xy- = - , za sekoi ,x y Î . 

Re{enie. Neka f  e funkcija koja gi ispolnuva uslovite od zada~ata. Za 

x Î  i 1y= , od uslovot dobivame ( ) ( )1xf xf x= , od kade ( ) ( )1f x f= , za 0x ¹ . 

Stavaj}i ( )1f a= Î  i ( )0f b= Î  se dobiva 

   ( ) { , 0
, 0
a xf x b x

¹= =                                                   (1) 

Od druga strana sekoja funkcija od oblik (1) kade a  i b  se realni broevi gi 

ispolnuva uslovite na zada~ata.  

3.90. Funkcijata f  e definirana za site realni broevi x  i za nea va`at 

ravenstvata: 

 ( ) 00f = , ( ) ( )2 2f x f x+ = -  i ( ) ( )7 7f x f x+ = - , za sekoe x Î . 

Doka`i deka ravenkata ( ) 0f x =  ima barem 401  re{enie vo intervalot  

[ ]1000,1000- . 

Re{enie. Edno re{enie na dadenata ravenka e 0x = . Natamu,  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 4 7 3 7 3 10f x f x f x f x f x f x f x= + - = - - = - = - + = + + = + . 

Analogno, se doka`uva deka  
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( ) ( )10 20f x f x+ = + , ( ) ( )20 30f x f x+ = + , . . . , ( ) ( )( )10 10 1f x n f x n+ = + + , . . . 

Na sli~en na~in se doka`uva deka ( ) ( ) ( )10 20f x f x f x= - = -  itn. 

Bidej}i ( )0 0f = , toga{ ( ) ( ) ( )10 20 ... 1000 0f f f =  = =  =  dava 200  re{eni-

ja na ravenkata ( ) 0f x =  na intervalot  [ ]1000,1000- . 

Zaradi ( ) ( )4f x f x= - , za 0x =  se dobiva deka ( ) ( )0 4f f= , a sekako va`i  

( ) ( ) ( ) ( )4 14 24 ... 994 0f f f f= = = = = . 

Sli~no ( ) ( ) ( ) ( )0 6 16 ... 996 0f f f f= - = - = = - = . 

Ovie ravenstva davaat u{te 200  re{enija na ravenkata ( ) 0f x = .  

Zna~i ravenkata ( ) 0f x =  ima barem 401 re{enie na intervalot [ ]1000,1000- .  

3.91. Neka ( )
4

4 2
x

xf x = + . Presmetaj go zbirot ( ) ( ) ( ) ( )1 2 10 ... nf f f fn n n
-+ + + + , 

kade n  e priroden broj. 

Re{enie. Bidej}i   

( ) ( )
1

1
4 4 4 4 4 21 14 2 4 2 4 2 4 4 2 4 24 2
x x x x

x x x x xxf x f x
-

-+ - = + = + = + =+ + + ⋅ + ++
, 

ako za x  gi zamenime vrednostite 
1 2 10, , ,..., ,n n
n n n n

-
 i dobienite ravenstva gi 

sobereme se dobiva zbirot 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 10 ... ... 1 0 1n nf f f f f f f f nn n n n n
- -+ + + + + + + + + = + . 

Zna~i baraniot zbir e ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 10 ... 12
nf f f f nn n n
-+ + + + = + . 

3.92. Funkciite f  i g  gi imaat svojstvata: 

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
x y x y x y x yf x f g f g+ - - += + ; 

2) ( ) ( )f x f x- =- , ( ) ( )g x g x- = . 

Doka`i deka ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2f x g x f x y f x y- = + - . 

 

Re{enie. Vo 1) gi zamenuvame mestata na x  i y , pa dobivame  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
x y y x y x x yf y f g f g+ - - += + . 
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Od 2) sleduva ( ) ( )2 2
y x x yf f- -=- , ( ) ( )2 2

y x x yg g- -= , pa so zamena vo prethod-

noto ravenstvo se dobiva 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
x y x y x y x yf y f g f g+ - - += - . 

Od poslednoto ravenstvo i 1) se dobiva: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4 2 2 2 2
x y x y x y x yf x g x f g f g+ + - -- =                                   (1) 

Ako vo 1) stavime 0y=  se dobiva ( ) ( ) ( )2 2 2
x xf x f g= , a od ova ravenstvo se 

dobiva 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
x y x yf x y f g  =                                                                            (2) 

Od (1) i (2) se dobiva ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2f x g x f x y f x y- = + - . 

3.93. Odredi gi site funkcii :f    takvi {to za site ,x y Î  va`i 

  ( )( ) 1f x f y x y- = - - . 

Re{enie. Neka f  e funkcija koja gi ispolnuva uslovite na zada~ata. Za 0x =  

i 1y=  va`i ( )( )1 0f f- = . Za x Î  i ( )1y f=-  va`i ( ) ( )1 1f x f x= + - .  

 

Neka ( )1f a= Î . Toga{ imame 

   ( ) 1f x a x= + - , za x Î .                                                                      (1) 

Od uslovot na zada~ata za 1y =  se dobiva 

   ( )f x a x- =- , za x Î .                                                                         (2) 

Od (1) za x a=  se dobiva ( ) 1f a = , a od (2) za 2x a=  se dobiva ( ) 2f a a=- . Od tuka 

jasno e deka 1 2a=- , pa zna~i 
1
2a =- . Od (1) se dobiva 

   ( )
1
2f x x= - , za x Î .                                                                            (3) 

So proverka mo`e da se utvrdi deka funkcijata dadena so (3) gi ispolnuva 

barawata na zada~ata.  

3.94. Odredi gi site funkcii f  za koi va`i 

  ( ) ( )f y f xx y= , za , 0x y> . 

Re{enie. Ako vo ravenstvoto stavime 2y= , toga{ imame 
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   ( ) ( ) ( )2
2 2log 2 logff x x f x= = . 

]e doka`eme deka za funkcijata ( ) 2logf x a x= , za a Î , va`i baranoto ra-

venstvo. 

Bidej}i , 0x y> , postoi a Î  takov {to ay x= . Spored toa  

( ) ( ) ( )22 2 2 loglog log loga a xf y a y a x a a x a f xx x x x x y⋅= = = = = . 

Ako stavime 2y= , ( )2f a= , toga{ }e go dobieme baraniot oblik na funkci-

jata. Ako stavime 0y b= > , 1b¹  }e dobieme funkcija 

 ( ) 2
2 2

2 2

log
log log loglog logb

x af x a x a x A xb b= = = = . kade AÎ . 

3.95. Odredi gi site funkcii :f    takvi {to za sekoe x Î  da va`i: 

( ) ( )f x f x- =- , ( ) ( )1f x f x+ =  i ( ) ( )
2

1 1f f xx x
= , za 0x ¹ . 

Re{enie. Za 0x =  od prviot i vtoriot uslov se dobiva ( ) ( )0 0f f- =- , t.e. 

( )0 0f =  i ( ) ( ) 1 101f f= + = . Za 1x =  od vtoriot uslov se dobiva deka 

( ) ( )2 1 1 1 1 2f f= + = + = ,  itn. 

Da ja razgledame funkcijata ( ) ( )g x f x x= - . Za nea dobivame: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x f x x f x x g x- = - - - =- + =-  , 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1g x f x x f x x g x+ = + - + = + - - =  i 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1g f f x g x x g xx x x x xx x x
= - = - = + - = . 

Zna~i,  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 11 1 11 1g x g x x g x gx x= + = + =- + - =+ +   

( ) ( ) ( ) ( )2 211 1 11 1
xx g x gx x=- + - + =- + =+ +  

        ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2
2

1 1 11 1 1
1
xx g x g x g g xx x xx

=- + + =- + =- =-
+

. 

Spored toa ( ) 0g x = , pa ( )f x x= , za sekoj x Î . 

3.96. Odredi gi site funkcii :f    takvi {to ( ) ( )( )3 2f x f f x x- = . 

Re{enie. Funkcijata ( )f x x=  gi ispolnuva uslovite na zada~ata. 
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Neka f  e funkcija koja gi isponuva uslovite na zada~ata i neka ( ) ( )g x f x x= - . 

Toga{ imame ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2f f x f x f x x g x- = - = . Ova ravenstvo e ekvivalentno so 

( ) ( )( )2g x g f x= . 

Zna~i ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )2 32 2 2 ....g x g f x g f f x g f f f x= = = =  

Bidej}i broevite ( )( )( )... .....g f f x  se celi, sleduva deka ( )g x  e deliv so 2n , za 

site x Î  i n Î . Toa e mo`no samo ako ( ) 0g x = . Spored toa ( )f x x=  e  

edinstvena funkcija koja gi ispolnuva uslovite na zada~ata.  

3.97. Odredi gi site funkcii :f    takvi {to 

  ( ) ( )f nx nf x= , za sekoi x Î  i n Î . 

Re{enie. Neka za f  va`at uslovite od zada~ata. Toga{ za proizvolen 

pozitiven broj n  i x Î  va`i ( ) ( )( ) ( )
1 1x xf nf f xn n n n= = . 

Neka ( )1f a= Î  i neka 
px q= Î , kade pÎ , q Î . Toga{  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 1p pf x f pf f axq q q= = = = . 

Zna~i ako f  e funkcija koja gi ispolnuva uslovite na zada~ata, toga{ 

( )f x ax= , za x Î , kade a Î . 

Neka a Î  i :f    e dadena so ( )f x ax= , za x Î . Toga{ za x Î  i n Î  

va`i ( ) ( )f nx anx nf x= = . Zna~i, sekoja funkcija f  dadena so ( )f x ax= , za x Î , 

kade a Î  gi zadovoluva uslovite na zada~ata.  

3.98. Odredi gi site funkcii :f    takvi {to za site ,x y Î  va`i 

  ( ) ( ) ( )2 2f x y f x f y a+ = + + , 

kade a  e daden realen broj. 

Re{enie. Neka f  e funkcija koja gi ispolnuva uslovite na zada~ata. Za 

0x y= =  od uslovot se dobiva ( ) ( ) ( )0 0 0f f f a= + + , od kade sleduva deka ( )0f a=- . 

Neka :g    e funkcija definirana so ( ) ( )g x f x a= + . Toga{ spored uslovot na 

zada~ata imame: 

  ( ) ( ) ( )2 2g x y g x g y+ = + , za ,x y Î ,                                                             (1) 

a osven toa ( ) ( )0 0 0g f a a a= + =- + = . 
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So zamena 0y=  vo (1) se dobiva ( ) ( )2g x g x= , za x Î , od kade  

 ( ) ( ) ( )4 2g x g x g x= = , za x Î .                                                                       (2) 

Stavaj}i 2y x=-  vo (1) dobivame ( ) ( )4 0g x g x+ = , zax Î , od kade poradi (2) 

se dobiva ( )2 0g x = , odnosno ( ) 0g x = , zax Î .  

Zna~i ( ) ( )f x g x a a= - =- , za x Î . 

Pritoa lesno se utvrduva deka konstantnata funkcija f  dadena so ( )f x a=- , 

gi ispolnuva uslovite na zada~ata.  

3.99. Odredi ja funkcijata ( )f x  koja e definirana za sekoj priroden broj n ,  

prima samo pozitivni vrednosti i za nea va`at: 

1) ( )4 4f = ; 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1 1 1...1 2 2 3 1 1

f n
f f f f f n f n f n+ + + =⋅ ⋅ ⋅ + + , za sekoj n . 

Re{enie. Za 1n=  se dobiva ( ) ( )
( )
( )
11

1 2 2
f

f f f=⋅ , t.e. ( )2 1 1f = , odnosno ( )1 1f = . 

Za 2n=  se dobiva ( ) ( ) ( )
( )
( )
21 1

2 2 3 3
f

f f f f+ =⋅  t.e. ( ) ( )2 2 3 1f f= + .                       (1) 

Za 3n =  se dobiva ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
31 1 1

1 2 2 3 3 4 4
f

f f f f f f f+ + =⋅ ⋅ ⋅  t.e. ( ) ( )2 3 4 2 1f f= + .     (2) 

Od ravenstvata (1) i (2) se dobiva ( )2 2f =  i ( )3 3f = . 

Sega }e doka`eme deka ( )f n n= , za sekoj 1,2,...n=  

Za :f    ravenstvoto e ispolneto. Neka ravenstvoto va`i za nekoj 

prirodniot broj k , kade 4k ³ . Zna~i imame: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1... ...1 2 2 31 2 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1... 11 2 2 3 1

f f f f f k f k k k

k k k

+ + + = + + + =⋅ ⋅⋅ ⋅ - ⋅ - ⋅
= - + - + + - = --

 

Od ova ravenstvo i od 2) se dobiva 
( ) ( )

( )

( )
1 11

1 1
f k

k f f fk kk
- + =

+ +
, t.e. 

( ) ( )
1 11

1 1
k

k kf fk k
- + =

+ +
 od kade se dobiva deka ( )1 1f k k+ = + . 

 

Zna~i, so pomo{ na PMI doka`avne deka za sekoj n Î  va`i ( )nf n= . 

3.100. Odredi gi site funkcii 0:f    za koi va`i 
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 ( ) ( ) ( )3f n m f n m f n+ + - = , za sekoi 0,n m Î , n m³ . 

Re{enie. Ako vo ravenstvoto stavime 0m= , toga{ se dobiva ( ) ( )2 3f n f n= , 

za 0n Î . Ako e i 0n = , toga{ ( )0 0f = .  

Ako vo ravenstvoto stavime n m= , toga{ ( ) ( )2 3f n f n= . 

Ponatamu za 2n m=  se dobiva deka ( ) ( ) ( )4 6 9f m f m f m= = , a va`i i 

( ) ( ) ( )4 2 9f m f m f m+ = , za 3n m= . Zna~i ( )2 0f m = , pa i ( ) ( )3 2 0f m f m= = .  

Zna~i, edinstvena funkcija koja gi ispolnuva uslovite na zada~ata e funkci 

jata ( ) 0f x = . 

3.101. Odredi gi site funkcii :f + +   takvi {to za sekoe x +Î  va`i 

1) ( ) ( )1 1f x f x+ = + ; 

2) ( ) ( )( )22f x f x= . 

Re{enie. Od 1) sleduva deka za sekoe  x +Î  i n Î  va`i 

   ( ) ( )f x n f x n+ = +                                                                       (1) 

Neka 
px q= , kade ,p q Î . Toga{  

   

( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

22

22 2

22 2

2
2

f x q f x q
f x xq q f x q
f x p q f x q

+ = +
+ + = +
+ + = +

 

Od (1) i poslednoto ravenstvo sleduva 

   ( ) ( )( )22 22f x p q f x q+ + = +  

   ( ) ( )( ) ( )22 2 22 2f x p q f x qf x q+ + = + + . 

Od poslednoto ravenstvo i 1) se dobiva ( )
pf x xq= = . 

Pritoa so proverka se utvrduva deka edinstveno funkcijata ( )f x x=  gi 

ispolnuva uslovite na zada~ata.  

 

3.102. Odredi gi site funkcii :f    za koi va`i 

1) ( )1 2f = ; 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) 1f xy f x f y f x y= - + + , za site ,x y Î . 

Re{enie. So zamena 1y =  vo 2) se dobiva 
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   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1f x f x f f x= - + +  t.e. 

   ( ) ( )1 1f x f x+ = +                                                                                     (1) 

Od (1) se dobiva deka ( ) ( )f x n f x n+ = + , za sekoe x Î  i n Î  t.e. ( ) 1f n n= + , za 

sekoj n Î . 

Vo 2) stavame zamena 
1x n=  i y n=  i dobivame 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1f n f f n f nn n n= - + +  t.e. 

   ( )1 1 1f n n= + . 

Ako vo 2) stavime x p=  i 
1y q=  se dobiva 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1f p f p f f pq q q= - + +  t.e. 

   ( ) 1p pf q q= + . 

Zna~i edinstvena funkcija koja gi ispolnuva uslovite od zada~ata e 

( ) 1f x x= + , za sekoe x Î . 

3.103. Funkcijata f  gi ispolnuva uslovite 

1) ( )0 1f = ; 

2) Za sekoj n Î  va`i ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 ... 1f f f n f n+ + + + - = . 

Presmetaj go zbirot ( ) ( ) ( ) ( )2 22 20 1 ... 1S f f f n f n= + + + - + . 

Re{enie. Ako vo 2)  namesto n  stavime 1n-  se dobiva  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 ... 2 1f f f n f n+ + + + - = -  

Ako poslednoto ravenstvo go zamenime vo 2) se dobiva ( ) ( )2 1f n f n= - . 

Od ( )0 1f =  i ( ) ( )2 1f n f n= - , za 1,2,3n=  se dobiva 

 ( ) ( )1 2 0 2f f= = , ( ) ( ) 22 2 1 2f f= = , ( ) ( ) 33 2 2 2f f= =  

]e doka`eme deka ( ) 2nf n = , za sekoj priroden broj n . 

Za 1n =  tvrdeweto e to~no. 

Neka pretpostavime deka tvrdeweto e to~no za n k=  t.e. ( ) 2kf k = . Od 

pretpostavkata i ravenstvoto ( ) ( )2 1f k f k= -  imame ( ) ( ) 11 2 2 2 2k kf k f k ++ = = ⋅ =  
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t.e. tvrdeweto va`i i za 1n k= + . Od principot na matemati~ka indukcija 

sleduva deka ( ) 2nf n = , za sekoj n Î . 

Zna~i, baraniot zbir e 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 22 2 2 220 1 ... 1 1 2 2 ... 2nS f f f n f n= + + + - + = + + + + =  

1 1
2 4 1 4 11 4 4 ... 4 4 1 3

n n
n

+ +- -= + + + + = =- .  

3.104. Odredi gi site funkcii :f + +   takvi {to 

1) ( )( ) ( ) ( )f xf y f y f x y= + , za site ,x y +Î ; 

2) ( )2 0f = ; 

3) ( ) 0f x ¹ , za site [ )0,2x Î . 

Re{enie. Vo 1) stavame 2y=  i dobivame ( )( ) ( ) ( )2 2 2 0f xf f f x= + = , t.e. za 

sekoe 2y³  va`i ( ) 0f y = . Neka [ )0,2y Î . Stavame 2x y= -  vo 1) i dobivame 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 02f y f y f y f- = = . Zaradi 3) va`i ( ) 0f y ¹  sleduva deka ( ) ( )( )2 0f y f y- = , 

pa ( ) ( )2 2y f y- ³  t.e. ( ) 2
2f y y³ -  za sekoe [ )0,2y Î .  

Neka [ )0,2y Î  i 
( )

2x f y= . Toga{ od 1) se dobiva 

  ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )2 2
2 yf x y f y f f y f ff y f y+ = + = = , 

pa 
( )

2 2yf y + ³ ,  t.e. ( ) 2
2f y y£ - , za [ )0,2y Î . 

Od neravenstvata ( ) 2
2f y y³ -  i  ( ) 2

2f y y£ - , za [ )0,2y Î  sleduva deka 

( )
2

2f y y= - , za [ )0,2y Î . Zna~i edinstvena takva funkcija e 

  ( )
[ )2 , 0,22

0, 2
xf x x

x

ìï Îï= -íï ³ïî
 

Ostanuva da se proveri dali funkcijata f  gi ispolnuva uslovite na zada~ata. 

Neka 2x y+ ³ . Toga{ ( ) 0f x y+ = . Ako 2y< , toga{ 
2 22x y ³-  t.e. ( ) 2xf y ³  i 

( )( ) 0f xf y = . Ako 2y³ , toga{ ( ) 0f y = . Zna~i ( ) 0f x y+ =  ako i samo ako 

( )( ) ( ) 0f xf y f y = . 
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Neka 2x y+ < . Toga{  

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2 2 2 2 22 2

xf xf y f y f f x yy y x y x y
y

= = ⋅ = = +- - - - -- -

. 

3.105. Odredi gi site realni funkcii :f + +   takvi {to za sekoi 

,x y +Î  va`i ( ) ( ) ( )y f yf x f x= . 

Re{enie. Funkcijata ( ) 1f x =  gi ispolnuva uslovite na zada~ata. 

Neka ( ) 1f a ¹ , za nekoe 0a> . Toga{  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f yxy xf xy f x f yf a f a f a f a= = =  

Zna~i ( ) ( ) ( )f xy f x f y= , za sekoi ,x y Î .                                                                 (1) 

Sli~no, va`i 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x yf x y f x f y f x f yf a f a f a a f a f a f a f a f a++ += = = = = , 

pa ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + , za sekoi ,x y Î .                                                                (2) 

Od (1) sleduva ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1f f f f= ⋅ =  t.e. ( )1 1f = . 

Od (2) sleduva ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ... 1 1 1 ... 1f n f f f f n= + + + = + + + = , n Î . 

Od (1) i (2) se dobiva: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m mf n f f n f n f m mn n n= = = = . 

Zna~i za sekoi ,m n Î  va`i: 

   ( )m mf n n=                                                                                                  (3) 

Da pretpostavime deka postoi x Î , za koj ( )f x x¹ . Neka ( )f x x< .  

Postoi broj 
my n=  takov {to ( )f x y x< < .                                                             (4) 

Od (2) i (3) sleduva deka ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f x f y x y f y f x y f y y= + - = + - > = , odnosno 

( )f x x>  {to protivre~i na (4). 

Zna~i za sekoj x +Î , ( )f x x= . Baranite funkcii se ( ) 1f x =  i ( )f x x= . 

3.106. Neka , , ,a b c d Î , 0b¹ . Odredi gi site funkcii :f    takvi {to  

  ( )( )f x df y ax by c+ = + + , za site ,x y Î . 

Re{enie. I na~in: Neka f  e funkcija za koja va`i  

( )( )f x df y ax by c+ = + + , za site ,x y Î .                                         (1) 

Za 0, cx y b= =-  se dobiva 
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   ( )( ) 0cf df b- =                                                                                            (2) 

Zna~i za ( )cm df b= -  se dobiva ( ) 0f m = . 

So zamena na y m=  vo (1) se dobiva 

  ( )f x ax bm c= + + , za sekoj x Î . 

Zna~i f  e linearna funkcija od oblik  

  ( )f x ax s= + , za sekoj x Î ,                                                                        (3) 

kade s Î  e slobodniot ~len koj treba da go opredelime. So zamena na (3) vo (1) 

se dobiva: 

  ( )2 1a dy ad s by c+ + = + , za sekoj y Î . 

Ova ravenstvo e mo`no ako i samo ako 
( ){ 2

1
a d b
ad s c

=
+ =  

Razgleduvame dve mo`nosti: 

1) 1 0ad + ¹  

Toga{ 1
cs ad= +  i ( )

1
cf x ax ad= + + , za sekoj x Î . 

Zna~i funkcijata f  go ispolnuva uslovot (1) dokolku se ispolneti  uslovite 

2a d b=  i  1 0ad + ¹ . 

2) 1 0ad + =  

Zna~i mora 0c= . Spored toa ( )f x ax s= + , za proizvolno s Î  go ispolnuva 

uslovot (1) i uslovite 2a d b= , 1 0ad + =  i 0c= . 

Zna~i f  e linearna funkcija. 

II na~in: Vo (1) da stavime smena ( )0z x df= + , za sekoj x Î , i 0y= . Ottuka 

( )0x z df= -  pa se dobiva 

  ( ) ( )0f z az adf c= - + , za sekoj x Î . 
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3.4. Neprekinatost na  funkcii.  

Ramnomerna neprekinatost 

 

3.107. Koristej}i ja definicijata za neprekinatost na funkcii, doka`i deka 

slednive funkcii se neprekinati: 

a) ( ) ( ), ,f x ax b x= + Î -¥¥  ( 0a ¹  i b se dadeni realni broevi); 

b) ( ) ( )2, ,f x x x= Î -¥¥ ; 

v) ( ) ( ), 0,f x x x= Î ¥ ; 

g) ( ) ( )sin 1, ,f x x x x= - + Î -¥¥  

Re{enie. a) Neka 0x  e proizvolno izbran realen broj. ]e doka`eme 

neprekinatost na ( )f x  vo to~kata 0x , od kade, zaradi proizvolnosta na 0x , }e 

sleduva neprekinatost na ( )f x  vo site realni to~ki. 

Neka 0e> e proizvolno izbran i neka stavime 0a
ed = > .Neka x e realen broj 

takov da 0x x- <d .Toga{ imame  

( ) ( ) ( )0 0 0 0f x f x ax b ax b a x x a x x a- = + - - = - = - < d= e . 

Doka`avme deka za sekoj 0e> , postoi 0d> , taka da za site realni broevi x  

za koi  0x x- <d , va`i ( ) ( )0f x f x- <e , od kade sleduva neprekinatost na ( )f x  vo 

to~kata 0x . 

b) Neka 0x  e proizvolno izbran realen broj. ]e doka`eme neprekinatost na 

( )f x  vo to~kata 0x , od kade, zaradi proizvolnosta na 0x , }e sleduva 

neprekinatost na ( )f x  vo site realni to~ki. 

Neka 0e> e proizvolno izbran i neka stavime 2 00 0xxd = +e- > .Neka x e 

realen broj takov da 0x x- <d .Toga{ imame  

( ) ( ) ( )2 22 2 2
0 0 0 0 0 0 0 02 2 2f x f x x x x x xx x x x x x x- = - = - + - £ - + - <  

2
02 x<d + d= e  

Doka`avme deka za sekoj 0e> , postoi 0d> , taka {to za site realni broevi  
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x  za koi  0x x- <d , va`i ( ) ( )0xf x f- <e , od kade sleduva neprekinatost na ( )f x  

vo to~kata 0x . 

v) Neka 0x  e proizvolno izbran pozitiven, realen broj. ]e doka`eme nepre-

kinatost na ( )f x  vo to~kata 0x , od kade, zaradi proizvolnosta na 0x , }e sleduva 

neprekinatost na ( )f x  vo site pozitivni, realni to~ki. 

Neka 0e> e proizvolno izbran i neka stavime 0 0xd = e > .Neka x e 

pozitiven, realen broj takov da 0x x- <d .Toga{ imame  

( ) ( ) 0 00
0 0 0

0 0 0 0
( )

x x x xx x
f x f x x x x x x x x x x x

+ -- d- = - = - = < < =e+ + . 

Doka`avme deka za sekoj 0e> , postoi 0d> , taka {to za site realni broevi x  za 

koi 0x x- <d , va`i ( ) ( )0f x f x- <e , od kade sleduva neprekinatost na ( )f x  vo 

to~kata 0x . 

g) Neka 0x  e proizvolno izbran realen broj. ]e doka`eme neprekinatost na 

( )f x  vo to~kata 0x , od kade, zaradi proizvolnosta na 0x , }e sleduva neprekina-

tost na ( )f x  vo site realni to~ki. 

Neka 0e> e proizvolno izbran i neka stavime 02
ed = > . Neka x e realen broj 

takov da 0x x- <d . Toga{ imame  

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0sin 1 sin 1 sin sinf x f x x x x x x x x x- = - + - + - = - - - £  

0 0 0
0 0 0 0

0

sin sin 2sin cos 2 12 2 2
2 2

x x x x x x
x x x x x x x x

x x

- + -
£ - + - = + - £ ⋅ ⋅ + - £
£ - < d = e

 

Doka`avme deka za sekoj 0e> , postoi 0d> , taka {to za site realni broevi 

x  za koi  0x x- <d , va`i ( ) ( )0f x f x- <e , od kade sleduva neprekinatost na ( )f x  

vo to~kata 0x . 

3.108. Doka`i deka slednite funkcii se neprekinati vo sekoja to~ka od 

svojata definiciona oblast. 

 a) ( ) 5
3

13f x x
x

= + ;   b) ( )
2

x xe ef x
-+= ; 

 v) ( )
3 2 36f x x x= - ;  g) ( ) ( )2cos 1f x x x= - - . 



3.4. Neprekinatost na funkcii. Ramnomerna neprekinatost 

 193

Re{enie.  a) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od ( ) ( ),0 0,fD = -¥ È ¥  

kako zbir, proizvod i koli~nik na neprekinati funkcii; 

b) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od fD =  kako zbir, koli~nik  

i kompozicija na neprekinati   funkcii; 

v) Neprekinatosta na funkcijata vo sekoja to~ka od fD =  sleduva od toa 

{to f  e razlika, proizvod i kompozicija na neprekinati funkcii; 

g) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od [ ]1,1fD = -  kako razlika i 

kompozicija na neprekinati   funkcii.  

3.109. Neka ( )f x e neprekinata funkcija na [ ],a b  i e razli~na od 0 na segmentot 

[ ],a b . Doka`i deka postoi broj 0h> , takov {to za site [ ],x a bÎ  va`i ( )f x ³h . 

Re{enie. Bidej}i ( ) [ ]0, ,f x x a b¹ " Î  i ( )f x  e neprekinata funkcija na [ ],a b  sle-

duva deka ( )f x  ne go menuva znakot na segmentot [ ],a b  t.e. edinstveno mo`ni se 

slednite dva slu~ai: 

i)  ( ) [ ]0, ,f x x a b> " Î ; 

ii) ( ) [ ]0, ,f x x a b< " Î . 

Neka e ispolneto i). Bidej}i ( )f x e neprekinata funkcija na zatvoreniot seg- 

ment [ ],a b , taa postignuva minimum na [ ],a b  t.e postoi 
[ ]

( )
,

min
x ba

m f x
Î

= , 0m> .  

Zna~i ( ) [ ], ,f x m x a b³ " Î , pa stavaj}i 0mh= > , dobivame deka   

   ( ) ( ) [ ], ,f x f x x a b= ³h " Î . 

Neka e ispolneto ii). Bidej}i ( )f x e neprekinata funkcija na zatvoreniot 

segment [ ],a b , taa postignuva maksimum na [ ],a b t.e postoi 
[ ]

( )
,

max
x a b

M f x
Î

= , 0M < . 

Zna~i ( ) [ ], ,f x M x a b£ " Î , pa stavaj}i 0Mh=- > , dobivame deka   

   ( ) ( ) [ ], ,f x f x M x a b=- ³- =h " Î .  

3.110. Neka ( )f x  e neprekinata funkcija na intervalot ( ),a b  i ( )1 2 3, , ,x x x a bÎ . 

Doka`i deka postoi to~ka ( ),a bxÎ  takva da va`i ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
1
3f f x f x f xx = + + . 

Re{enie. Neka 1 2 3x x x< < . Toga{ ( )

[ ]
( ) ( ) ( )( ) ( )

[ ]1 3 1 3
1 2 3

, ,
1min max3x x x xx x
x x xf x f f f f x

Î Î
£ + + £   
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a bidej}i funkcijata ( )f x  e neprekinata na [ ] ( )1 3, ,x x a bÌ , sleduva deka postoi 

( ),a bxÎ  takva {to ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
1
3f f x f x f xx = + + . 

Ako dve od to~kite ( )1 2 3, , ,x x x a bÎ  se ednakvi, re{avaweto na zada~ata se 

sveduva na prviot slu~aj, a ako se site tri to~ki ednakvi megu sebe toga{ 

re{enieto e trivijalno.  

3.111. Doka`i deka, ako ( )f x  i ( )g x  se neprekinati funkcii na segmentot [ ],a b  

i ( ) ( )af g a> , ( ) ( )f gb b<  toga{ postoi to~ka ( )0 ,x a bÎ  takva {to ( ) ( )0 0f x g x= . 

Re{enie. Funkcijata ( ) ( ) ( )h x f x g x= -  e neprekinata funkcija na segmentot 

[ ],a b  kako razlika od dve neprekinati funkcii. Bidej}i ( ) ( ) ( ) 0h a f a g a= - > , 

( ) ( )( ) 0h b f b g b= - <  i ( )h x  e neprekinata na [ ],a b , sleduva deka postoi to~ka 

( )0 ,x a bÎ  takva {to ( ) ( ) ( )0 0 0 0h x f x g x= - = , t.e. ( ) ( )0 0f x g x= . 

3.112. Neka ( )f x  e neprekinata funkcija na segmentot [ ]0,2  i ( ) ( )0 2f f= . 

Doka`i deka postoi { } [ ], 0,2x y Ì  taka {to ( ) ( )1,y x f x f y- = = . 

Re{enie. Da ja razgledame funkcijata ( ) ( )( 1)g x f x f x= + -  na segmentot [ ]0,1 . 

Bidej}i ( )f x  e neprekinata funkcija na segmentot [ ]0,2  sleduva deka i ( )g x  e 

neprekinata funkcija na segmentot [ ]0,1 .  

Ponatamu, ( ) ( )(0) 1 0g f f= - , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) 2 1 0 1 0g f f f f g= - = - =- . 

Ako ( )0 0g = , ( ) ( )0 0 (0 1) 0g f f= = + -  t.e. ( )(1) 0f f=  i 1-0=1, pa baranite to~ki 

se  0, 1x y= = . 

Ako ( )0 0g ¹ , toga{, zaradi neprekinatosta na ( )g x  na [ ]0,1  i ( )(1) 0g g=-  

dobivame deka postoi [ ] [ ] [ ] [ ]0 00,1 0,2 , 1 1,2 0,2x xÎ Ì + Î Ì  taka {to  

  ( ) ( )0 0 00 ( 1)g x f x f x= = + - , t.e. ( )0 0( 1)f x f x+ = .  

Baranite to~ki se 0 0, 1x x y x= = + . 

3.113.  Neka ( )f x  e neprekinata funkcija na segmentot  [ ]0,2 . Doka`i deka pos-

toi { } [ ], 0,2x y Ì  taka {to ( ) ( ) ( ) ( )( )11, 2 02y x f y f x f f- = - = - . 

Re{enie. Da ja razgledame funkcijata ( ) ( )
( ) ( )2 0( 1) 2
f fg x f x f x -= + - -  na  
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segmentot [ ]0,1 . Bidej}i ( )f x  e neprekinata funkcija na segmentot [ ]0,2  sleduva  

deka i ( )g x  e neprekinata funkcija na segmentot  [ ]0,1 . Ponatamu,  

  ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )2 0 0 2(0) 1 0 12 2

f f f fg f f f- += - - = - ,        

  ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
2 0 2 0(1) 2 1 1 02 2
f f f fg f f f g- += - - =- + =- . 

Ako ( )0 0g = , ( )
( ) ( )0 20 0 (1) 2
f fg f += = - ,t.e. ( ) ( ) ( ) ( )( )11 0 2 02f f f f- = -  i 1 0 1- =   

pa baranite to~ki se  0, 1x y= = . 

Ako ( )0 0g ¹ , toga{, zaradi neprekinatosta na ( )g x  na [ ]0,1  i ( )(1) 0g g=- , 

dobivame deka postoi [ ] [ ] [ ] [ ]0 00,1 0,2 , 1 1,2 0,2x xÎ Ì + Î Ì  taka {to  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 00 ( 1) 2
f fg x f x f x -= = + - - , t.e. ( ) ( ) ( )

0 0
2 0( 1) 2
f ff x f x -+ - = . 

Baranite to~ki se 0 0, 1x x y x= = + . 

3.114. a) Neka ( )f x  i ( )g x  se neprekinati funkcii na intervalot ( ),a b . 

Doka`i deka  funkciite ( ) ( ) ( )max( , )M x f x g x=  i ( ) ( ) ( )min( , )m x f x g x=  se 

neprekinati na intervalot ( ),a b .  

b) Neka ( )f x  e neprekinata funkcija na intervalot ( ),a b  i neka k  e pozitiv-

en realen broj. Doka`i deka i funkcijata ( )kf x , definirana so 

  ( )

( )

( ) ( )

( )

,
,
,

k

k f x k
f x f x k f x k

k f x k

ìï - <-ïïï= - £ £íïï >ïïî

 

e neprekinata funkcija na ( ),a b . 

       v) Doka`i deka, ako ( )f x  e neprekinata funkcija na intervalot  ( ),a b , toga{ 

i funkcijata ( )f x  e neprekinata na intervalot  ( ),a b . 

Re{enie. a) Prvo }e poka`eme deka va`i slednoto tvrdewe: ako ( )f x  e 

neprekinata funkcija vo 0x  i ( )0 0f x > , toga{  postoi okolina ( )0 0,x x-d +d  na 

0x  takva {to za site to~ki ( )0 0,x x xÎ -d +d  va`i ( ) 0f x > . 

Navistina, od neprekinatosta na ( )f x  vo  0x , sleduva deka za sekoe 0e> , pa i  
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za 
( )0 02
f x

e= >  postoi okolina ( )0 0,x x-d +d  na 0x  takva {to za site to~ki 

( )0 0,x x xÎ -d +d  va`i ( ) ( )
( )0

0 2
f x

f x f x- < , t.e. ( )
( )0 02
f x

f x > > . 

  Za sekoj ( )0 ,x a bÎ  to~na e edna od slednite mo`nosti: 

 1) ( ) ( )0 0f x g x< ;   2) ( ) ( )0 0f x g x= ;   3) ( ) ( )0 0f x g x> . 

Ako za 0x  va`i 1), toga{ ( ) ( )0 0 0g x f x- > , pa zaradi neprekinatosta na 

funkcijata ( ) ( )g x f x-  i tvrdeweto {to prethodno go doka`avme, sleduva deka 

postoi okolina ( )0 0,x x-d +d  na 0x  takva {to za site to~ki ( )0 0,x x xÎ -d +d  va`i 

( ) ( ) 0g x f x- >  t.e. ( ) ( )g x f x> , za site to~ki od taa okolina. Toa zna~i deka  

( ) ( )M x g x= , za site to~ki ( )0 0,x x xÎ -d +d , pa za takvite x  funkcijata ( )M x  e 

neprekinata (bidej}i, po pretpostavka, funkcijata ( )g x  e neprekinata). 

Ako za 0x  va`i 3), analogno kako i vo prethodniot slu~aj se doka`uva deka 

( )M x  e neprekinata funkcija. 

Neka  za 0x va`i 2). Od neprekinatosta na ( )f x  i ( )g x , sleduva deka  za sekoe 

0e> , postoi  okolina ( )0 0,f fx x-d +d  na 0x taka {to za site x  od taa okolina  

va`i ( ) ( )0f x f x- <e i okolina ( )0 0,g gx x-d +d  na 0x  taka {to  za site na x   od 

taa okolina va`i ( ) ( )0g x g x- <e . Neka ( )min ,f gd = d d .Toga{ za site 

( )0 0,x x xÎ -d +d  va`i ( ) ( )0f x f x- <e  i ( ) ( )0g x g x- <e , t.e. za site 

( )0 0,x x xÎ -d +d  mora da va`i  ( ) ( )0M x M x- <e , bidej}i ( ) ( ) ( )0 0 0M x f x g x= =  i 

( ) ( )M x f x=  ili ( ) ( )M x g x= . 

Za doka`uvawe neprekinatost na funkcijata ( )m x  mo`e da postapime sli~no 

kako i za ( )M x , no neprekinatosta na ( )m x  mo`e da se doka`e i so koristewe na 

neprekinatosta na ( )M x ,  to~nosta na ( ) ( ) ( ) ( ) ( )min( , ) max( , )m x f x g x f x g x= =- - -  i 

faktot  deka funkciite , , ,f g f g- -  se neprekinati. 

b) Bidej}i ( )f x  i konstantnata funkcija se neprekinati funkcii na interva-

lot ( ),a b , soglasno so a), imame deka i funkcijata ( )( )max ,f x k-  e neprekinata 

funkcija na ( ),a b , pa povtorno zaradi a), i funkcijata  

  ( ) ( )( )min(max , , )h x f x k k= -   
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e neprekinata funkcija na ( ),a b . Lesno se proveruva (se ostava na ~itatelot) deka 

( ) ( )kh x f x= . 

v) Zaradi a), od neprekinatosta na ( )f x  i ( )f x-  na ( ),a b , sleduva deka i  

funkcijata ( ) ( )( )max ,f x f x-  e neprekinata funkcija na( ),a b . Od druga strana, 

o~igledno e deka ( ) ( ) ( )( )max ,f x f x f x= - , pa zna~i deka i funkcijata ( )f x  e 

neprekinata na ( ),a b . 

3.115. Neka funkcijata ( ): ,f a b   vo nekoj ( )0 ,x a bÎ  ima osobina: 

 a) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 00 0 ,x a b f x f x x x"e> $d> " Î - <e - <d ; 

 b) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 00 0 ,x a b f x f x x x"d> $e> " Î - <e - <d ; 

 v) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )000 0 , xx a b x x f x f"d> $e> " Î - <d - <e . 

[to mo`e da se ka`e za neprekinatosta na funkcijata f  vo to~kata 0x ? 

 Re{enie. Postojat neprekinati funkcii {to gi ispolnuvaat uslovite a), b)  

i v). Edna takva funkcija e ( )f x x=  (proverete).  

 No, vo op{t slu~aj, funkcijata f  ispolnuva nekoj od uslovite a), b) ili v), no  

 

ne e neprekinata vo 0x .    

 a) Da ja razgledame funkcijata  

( ) { , 2
1, 2

x xf x x x
£= + > . Jasno e deka f  e neprekinata 

vo sekoj { }\ 2x Î , a ima prekin vo 2x = . 

]e doka`eme deka deka f  go ispolnuva 

uslovot a) vo to~kata 0 2x = . Neka 1e>  e proi-

zvolen i neka 1 0d= e+ > . Da pretpostavime deka 

za sekoj ( )1,3x Î  va`i ( ) ( )2f x f- <e . Toga{ za 2x >  imame  

( ) ( )2 2 1x f x f- = - <e<e+ =d ,  

a za 2x < , ( ) ( )1 1 2 2x x f x f- = + - = - <e , pa 

2 1 1 1 1 1x x x- = - - £ - + <e+ =d . 

Zna~i, ako 1e>  e proizvolen, postoi ( )1d = e+  taka {to  

   ( ) ( ) ( ) 01,3 2x f x f x x" Î - <e - <d . 
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 Sega, neka 0 1<e£  e proizvolen, i neka neka d = e . Da pretpostavime deka 

( )1,3x Î  e takov {to  

      ( ) ( )2f x f- <e .              (*) 

Ako 2x > , toga{ ( ) ( )2 1 1 1f x f x x- = - = - > . Spored toa ne postoi 2x >  za koj 

va`i (*). Zna~i a) e to~no. 

Ako 2x <  i ako va`i (*) , toga{ ( ) ( )2 2x f x f- = - <e=d , pa a) e to~no. 

b) Da ja razgledame funkcijata ( ) { 2, 0
1, 0
x xf x x

¹= - = .  

Funkcijata ima prekin vo 0 0x = . ]e doka`eme deka 

za f  va`i b).  

Neka 0d>  e proizvolen. Postoi 0e>  taka {to 

21 1<e< +d . Da pretpostavime deka za ( )1,1x Î -  

va`i ( ) ( )0f x f- <e , t.e. 2 21 1x x+ = + <e . Ottuka 

dobivame 2 1x-e< + <e , t.e 2 1x <e- . Toag{ imame  

 220 1 1 1x x x- = = + - < e- < d =d .  

Zna~i za f  va`i b) no f  ne e neprekinata vo 0 .  

 v) Da ja razgledame funkcijata  

  ( )

2

2

4 5, 2
0, 2

4 5, 2

x x x
f x x

x x x

ì - + >ïïï= =íï- + - <ïïî
. 

Jasno e deka f  ima prekin vo 2x =  a vo site drugi 

realni broevi e neprekinata. ]e doka`eme deka 

va`i v). Navistina, neka 0d>  e priizvolen, i neka 

21e= +d . Neka za proizvolen ( )1,3x Î -  va`i 

2x- <e . Toga{  

 ( ) ( )2f x f- =   

 ( )2 2 24 5 4 5 4 4 1x x x x x x=  - + = - + = - + + =   ( )2 22 1 1x= - + <d + = e . 

Zna~i v) va`i no f  ne e neprekinata vo 0 2x = . 

 3.116. Doka`i deka ako va`i v) od zada~a 3.115. toga{ f  e ograni~ena 

funkcija na ( ),a b . 
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 Re{enie. Neka postoi ( )0 ,x a bÎ  taka {to va`i v) od zada~a 3.115. Toga{ za 

{ }0 0,max 0x a b x- -d= >  postoi 0e>  taka {to za sekoj ( )0 0,x x xÎ -d +d  va`i 

( ) ( )0f x f x- <e . Pritoa ( ) ( )0 0, ,a b x xÍ -d +d . Ottuka sleduva ( ) ( )0f x f x-e< - <e , 

odnosno ( ) ( ) ( )0 0x xf f x f-e< < +e  za sekoj ( ),x a bÎ .  

Da ozna~ime ( ) ( ){ }0 0max ,M f x f x= -e +e . Toga{ za sekoj ( ),x a bÎ  va`i  

( )f x M< , pa f  e ograni~ena na ( ),a b . 

3.117. Doka`i deka funkcijata ( ) {1, 1, \
xf x x
Î= - Î

   (funkcija na Dirihle) 

ima prekin vo sekoj 0x Î . 

Re{enie. Prvo, neka 0x Î . Neka 1e=  i 0d>  e proizvolen. Vo intervalot 

( )0 0,x x-d +d  postoi iracionalen broj y . Toga{ 0y x- <d  no  

 ( ) ( )0 1 1 2 1xf y f- = - - = > =e . 

Zna~i f  ima prekin vo 0x . 

 Sega, neka 0 \x Î   i 1e=  i 0d>  e proizvolen. Postoi ( )0 0,y x xÎ -d +d Ç  

pa 0y x- <d  no ( ) ( ) ( )0 1 1 2 1xf y f- = - - = > =e , pa f  ima prekin vo 0x . 

3.118.  Dali postoi realna funkcija ( )f x , definirana za sekoj realen broj x , 

koja ni vo edna to~ka ne e neprekinata, a ( )f x  e neprekinata vo sekoja to~ka? 

Re{enie. Odgovorot na ova pra{awe e pozitiven. Takva e funkcijata ( )f x , 

definirana so ( ) {1, 1, \
xf x x
Î= - Î

  . 

3.119. Koristej}i gi svojstvata na neprekinati funkcii, ispitaj dali  

ravenkata sin 1 0x x- + =  ima realno re{enie. 

Re{enie. Da ja razgledame funkcijata ( ) sin 1f x x x= - + , na segmentot 
30, 2
pé ù

ê úë û
.  

Bidej}i ( ) ( )3 30 1 0, 02 2f f p p= > =- <  i ( )f x  e neprekinata vo site relni to~ki, pa  

zna~i i na segmentot 
30, 2
pé ù

ê úë û
, sleduva deka postoi ( )0

30, 2x pÎ , taka {to ( )0 0f x =  

([1]  teorema 2, str. 63) t.e. 0 0sin 1 0x x- + = . 

3.120. Koristej}i gi svojstvata na neprekinati funkcii, ispitaj dali   
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ravenkata 5 18 2 0x x- + =  ima  re{enie na segmentot [ ]1,1- . 

Re{enie. Da ja razgledame funkcijata ( ) 5 18 2f x x x= - + , na segmentot  [ ]1,1- . 

Bidej}i  ( ) ( )1 19 0, 1 15 0f f- = > =- <  i ( )f x  e neprekinata vo site relni to~ki, pa 

zna~i i na segmentot  [ ]1,1- , sleduva deka postoi ( )0 1,1x Î - , taka da ( )0 0f x =  t.e. 

5
0 018 2 0x x- + = . 

3.121. Koristej}i gi svojstvata na neprekinati funkcii, ispitaj dali  funk-

cijata ( ) ( )
3

sin 34
xf x x= - p +  prima vrednost  

123  na segmentot [ ]2,2- . 

Re{enie. Funkcijata ( ) ( )
3

sin 34
xf x x= - p +  e neprekinata funkcija vo site 

realni to~ki, pa i na segmentot [ ]2,2- . Bidej}i ( ) ( )2 1, 2 5f f- = =  i 
11 2 53< < , ([1]  

teorema 2, str. 63)  sleduva deka postoi ( )0 2,2x Î - , taka {to ( )0
123f x = , t.e.   

( )f x  prima vrednost 
123  na segmentot [ ]2,2- . 

3.122. Neka ( )y f x=  e neprekinata funkcija na segmentot [ ],a b  i neka 

( ) ,a f x b< <  [ ],x a b" Î . Doka`i deka na intervalot ( ),a b  postoi to~ka 0x , taka {to 

( )0 0f x x= . 

Re{enie. Da ja razgledame funkcijata ( ) ( )g x f x x= -  na segmentot [ ],a b . Taa e 

neprekinata funkcija na [ ],a b , kako razlika od dve neprekinati funkcii. Bidej}i  

( ) ( ) ( ) ( )0, 0g a f a a g b f b b= - > = - < , ([1]  teorema 2, str. 63) sleduva deka postoi 

( )0 ,x a bÎ , taka da ( )0 0g x = , t.e. ( )0 0f x x= . 

3.123. Ispitaj ja ramnomernata neprekinatost na funkcijata ( ) 2f x x=  na 

mno`estvoto  

 a) ( ),l l- , 0l> ;    b)  . 

Re{enie. a) Neka 0e>  e proizvolno i da izbereme 2l
ed = . Neka ( ), ,x y l lÎ -  se 

takvi {to x y- <d . Toga{  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
x yf x f y x y x y x y x y l x y l l l

e+- = - = + ⋅ - £ - £ - < d= = e . 

Zna~i za sekoj 0e>  postoi 0d>  taka {to za site ( ), ,x y l lÎ -  za koi x y- <d   
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va`i ( ) ( )yxf f- <e . Spored toa f  e ramnomerno neprekinata na dadenoto mno-

`estvo. 

b) ]e doka`eme deka f  ne e ramnomerno neprekinata na  . Da izbereme dve 

nizi od realni broevi na sledniov na~in 
1

nx n n= +  i ny n=  za sekoj n Î .  

Toga{ imame 
1lim lim 0n nn n

x y n¥ ¥
- = =  no  

( ) ( ) ( )2 2
2 2

1 1lim lim 2 lim 2 2 0n nn n n
f x f y n n

n n¥ ¥ ¥
- = + + - = + = ¹ ,  

pa funkcijata ne e ramnomerno neprekinata na  . 

3.124. Ispitaj ja ramnomernata neprekinatost na funkcijata f  na mno`est-

voto X : 

 a) ( )
2

24
xf x
x

=
-

, [ ]1,1X -= ;  b) ( ) sinf x x
p= , ( )0,1X = ; 

 v) ( )
1cosxf x e x= , ( )0,1X = ;  g) ( ) lnf x x= , ( )0,1X = ; 

 d) ( ) 2sinf x x= , X = . 

Re{enie. a) Funkcijata e neprekinata na X  kako koli~nik od neprekinati 

funkcii i 24 0x- ¹  za sekoj x XÎ . Bidej}i X  e zatvoren interval sleduva deka 

f  e i ramnomerno neprekinata na X . 

b) Funkcijata e neprekinata na X  kako kompozicija na neprekinatite funk-

cii sinx  i x
p

. Izbirame nizi { } { },n nx y  so op{ti ~lenovi 
1

1nx n= +  i 
2

2 1ny n= + . 

O~igledno e deka ( ), 0,1 ,n nx y nÎ " Î . Ponatamu,  

( ) ( )
1 2 1

1 2 1 1 2 1n nx y n n n n- = - =+ + + + , pa lim 0n nn
x y

¥
- = . Bidej}i  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin 1 sin 2 1 0 1 1 02
n

n nf x f y n n p- = + p- + = - - = ¹ ,  

sleduva deka funkcijata ( ) sinf x x
p=  ne e ramnomerno neprekinata na intervalot 

( )0,1 . 

 v) I ovde funkcijata e neprekinata na X  kako kompozicija i proizvod na 

neprekinati funkcii. Neka 
1

2nx n= p  i ( )
1

2 1ny n= + p  za sekoj n Î . Toga{  

 ,n nx y XÎ  i ( ) ( )
1 1lim lim lim 02 2 1 2 2 1n nn n n

x y n n n n¥ ¥ ¥
p- = - = =p + p + p  ,  
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no   ( ) ( ) ( ) ( )

11
2 12lim lim

cos2 cos 2 1nnn nn n
f x f y

n ne e + pp¥ ¥
- = =p- + p   

 ( )
1

2 1
1

2lim 2 0nn
n e e + pp¥

= = ¹+  

pa f  ne e ramnomerno neprekinata na X . 

g) Funkcijata f  e neprekinata na X . ]e doka`eme deka f  ne e ramnomerno  

neprekinata na X . Da izbereme dve nizi od realni broevi na sledniov na~in  

n
nx e-= , 1n

ny e- -=  za sekoj n Î . Pritoa 0 , 1n nx y< < . 

Toga{ 1
1 1 1 1lim lim lim 1 0n nn n nn n n

x y ee ee +¥ ¥ ¥
- = - = - =  

no ( ) ( ) ( )lim lim 1 1 0n nn n
f x f y n n

¥ ¥
- = - - - - = ¹ , pa f  ne e ramnomerno neprekinata 

na X . 

d) Funkcijata e neprekinata na X  kako kompozicija na neprekinatite 

funkcii sinx  i 2x . ]e doka`eme deka f  ne e ramnomerno neprekinata na X . Da 

izbereme dve nizi od realni broevi { } { },n nx y  na sledniov na~in nx n= p  i  

2ny n p= p+  za sekoj n Î . Imame deka, 

2
2

2
n nx y n n

n n

p
p- = p- p+ = pp+ p+

,  pa lim 0n nn
x y

¥
- = .  

No ( ) ( ) ( ) ( )sin sin 0 1 1 02
n

n nf x f y n n p- = p- p+ = - - = ¹   

pa sleduva deka funkcijata ( ) sinf x x
p=  ne e ramnomerno neprekinata na 

intervalot ( )0,1 . 

3.125. Neka funkcijata ( )f x  e neprekinata  na [ )0,¥  i neka ( )lim
x
f x

¥
 postoi i 

e realen broj. Doka`i deka: 

 a) ( )f x e ograni~ena na [ )0,¥ ; 

 b) ( )f x e ramnomerno neprekinata na [ )0,¥ . 

Re{enie. a) Neka funkcijata ( )f x  e neprekinata na [ )0,¥  i neka 

( )lim
x
f x K

¥
= <¥ . Toa zna~i deka za sekoe 0e> , pa i za 1e = , postoi 0M >  taka 

{to va`i ( ) 1f x K- < , za site x M> , t.e. ( )1 1K f x K- < < + , za site x M> . Od 



3.4. Neprekinatost na funkcii. Ramnomerna neprekinatost 

 203

druga strana, bidej}i funkcijata ( )f x  e neprekinata na [ )0,¥ , taa e i ograni~ena 

na segmentot [ ]0,M , t.e. postoi 0T >  taka {to ( )f x T< , za site [ ]0,x MÎ . Za 

{ }max , 1S T K= + ,  dobivame deka ( )f x S< , za site [ )0,x Î ¥ , t.e. ( )f x  e ograni-

~ena na [ )0,¥ . 

b) Neka se ispolneti uslovite na zada~ata i neka 0e>  e proizvolen. Od 

( )lim
x
f x K

¥
= <¥ , sleduva deka za  02

e > , postoi 0M >  taka {to va`i 

( )
2f x K e- < , za site x M> . Za site  [ ), 1,x y MÎ + ¥  va`i  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2f x f y f x K K f y f x K f y K e e- = - + - £ - + - < + =e . 

Doka`avme deka ( )f x  e ramnomerno neprekinata na [ ), 1,x y MÎ + ¥ . Od druga 

strana, bidej}i funkcijata ( )f x  e neprekinata na [ )0,¥ , taa e i ramnomerno 

neprekinata na na segmentot [ ]0, 1M + . Toa zna~i deka postoi 0d>  taka da za site 

[ ], 0, 1x y MÎ +  takvi {to x y- <d , va`i ( ) ( )f x f y- <e . Stavaj}i { }1 min ,1d = d , 

dobivame deka za site [ ), 0,x y Î ¥  takvi {to 1x y- <d , va`i ( ) ( )f x f y- <e , od  

kade  sleduva deka ( )f x  e ramnomerno neprekinata i  na [ )0,¥ . 

3.126. Najdi primer na funkcija koja{to e neprekinata, no ne e ramnomerno 

neprekinata na:  a) ( )0,1 ;     b) [ )0,¥ . 

Odgovor. a) Funkcijata ( )
1sinf x x=  e neprekinata, no ne e ramnomerno nepre-

kinata na( )0,1  (proverkata se ostava na ~itatelot). 

b) Funkcijata  ( ) ( )2sinf x x=  e neprekinata, no ne e ramnomerno neprekinata 

na [ )0,¥  (proverkata se ostava na ~itatelot).  

3.127. Najdi primer na funkcija koja{to e neograni~ena i ramnomerno nepre-

kinata na [ )0,¥ . 

Odgovor. Funkcijata ( )f x x=  e neograni~ena i ramnomerno neprekinata na 

[ )0,¥  (proverkata se ostava na ~itatelot).  

3.128. Najdi primer na funkcija koja{to e  ograni~ena i neprekinata na 

( )0,1 , no ne e ramnomerno neprekinata na( )0,1 . 

Odgovor. Funkcijata ( )
1cosf x x=  e ograni~ena i neprekinata na ( )0,1 , no ne e 

ramnomerno neprekinata na( )0,1  (proverkata se ostava na ~itatelot).  
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3.5. Limes na funkcija. Lev i desen limes 

 

3.129. Koristej}i ja definicijata za limes na funkcija, doka`i deka. 

a) ( )
2

lim 4 3 5
x

x


- = ;         b) ( )
1

lim 1 0
x

x
-

+ = ;           v) ( )
0

lim 1 1
x
x


- =- . 

Kolku }e iznesuva d ,  ako  0,01e= ? 

Re{enie. a) Neka e  e proizvolen pozitiven realen broj. Treba za doka`eme 

deka postoi, t.e. da izbereme 0d>  taka {to za sekoj fx DÎ = , od 2x- <d  da 

sleduva ( ) 5xf - <e . Imame ( ) 5 4 3 5 4 2f x x x- = - - = - . Sega, da izbereme 

04
ed= >  i neka 2x- <d . Toga{ imame ( ) 5 4 2 4 44f x x e- = - < d= =e . 

Zna~i, doka`avme deka za sekoj 0e>  postoi 0d> , ( )4
ed = , taka {to ako 

2x- <d , toga{ ( ) 5xf - <e . Spored toa ( )
2

lim 4 3 5
x

x


- = . 

Od  4
ed=  dobivame deka 0,0025d = .   

b) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame d = e  (Izborot na d  se vr{i na sli~en 

na~in kako vo a)). Toga{ za sekoj fx DÎ = , takov {to ( )1x- - <d , sleduva 

( ) 0 1f x x- = + <d= e . U{te  0,01d =  .  

v) Neka e  e proizvolen pozitiven realen broj. Izbirame d = e . Toga{ za 

sekoj fx DÎ = , takov {to 0x x- = <d , sleduva  

( ) ( 1) 1 1f x x x- - = - + = <d= e  i  0,01d =  .  

3.130. Koristej}i ja definicijata za limes na funkcija, doka`i deka. 

a) 2
4

lim 16
x
x


= ;    b) ( )2

2
lim 4 4
x
x x


- =- ;           v) 

2

2

4lim 42x

x
x-
- =-+ . 

Re{enie. a) Neka 0e>  e proizvolen. ]e izbereme 0d>  taka {to za sekoj 

fx DÎ = , od 4x <d-  da sleduva 2 16x <e- . 

Ako 4x <d- , toga{  

( ) ( ) ( )2 8 84 4 84 4 4 416 x xx x x xx = ⋅ = ⋅ £ ⋅ + <d d++ - +- - - -- , 

pa d  }e go izbereme od neravenstvoto 2 8d + d£e . Ova neravenstvo va`i za site 

( ] [ ), 4 16 4 16 ,d Î -¥- - +e È - + +e ¥ . No, 0d> ,pa izbirame 4 16 0d =- + +e> .  

Da zabele`ime deka za d  mo`e da se izbere i sekoj broj od [ )4 16 ,- + +e ¥ , a  
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4 16d =- + +e  e najmaliot pozitiven broj za koj va`i 2 8d + d£e . 

Zna~i, neka 0e>  e proizvolen i neka 4 16 0d =- + +e> . U{te, da 

pretpostavime deka fx DÎ  e takov {to 4x <d- . Toga{, spored prethodnoto,  

va`i ( ) ( )2 4 8 8416 xxx £ ⋅ - + <d d+ £e-- , pa 2
4

lim 16
x
x


= . 

b) Neka 0e>  e proizvolen. Izbirame d = e . Toga{ za sekoj fx DÎ = , 

takov {to 2x- <d , sleduva ( )2 22 2( ) 4 4 4 2 2f x x x x x+ = - + = - = - <d = e .   

v) Neka e  e proizvolen pozitiven realen broj. Izbirame d= e . Toga{ za 

sekoj fx DÎ = , takov {to 2x + <d , sleduva  

2 4( ) 4 4 22
xf x xx

-+ = + = + <d= e+ . 

3.131. Proveri dali postojat granicite. 

a) 
2

1lim 1x

x
x
-
+ ;  b) 

1

1limsin 1x x - ;  v) 
1

0
lim2x
x

; g) lim sin
x

x
¥

. 

Re{enie. a) Neka ( )nx  e proizvolna niza takva {to 1nx ¹-  i lim 2nn
x

¥
= .  

Toga{ za soodvetnata niza vrednosti na funkcijata 1 2( ), ( ),..., ( ),...nf x f x f x , kade 

1
( ) 1

n
n

n

x
f x x

-
= +  dobivame 

lim 11 1lim ( ) lim 1 3lim 1
nn n

nn n n nn

xx
f x x x

¥
¥ ¥

¥

--
= = =+ + . 

b) Izbirame dve nizi  
11nx n= + p  i  

21
(4 1)ny n

= +
+ p

. Toga{,  

lim lim 1n nn n
x y

¥ ¥
= = . Soodvetnite nizi od vrednosti na funkcijata se  

( ) 1sin sin( ) 011 1
nxf n

n
= = p =

+ -p
 i 

(4 1)1( ) sin sin 12 21 1
(4 1)

n
n

f y

n

+ p
= = =

+ -+ p

. 

Spored toa, lim ( ) 0nn
f x

¥
=   dodeka  lim ( ) 1nn

f y
¥

= , od kade {to zaklu~uvame deka 

funkcijata nema limes vo to~kata 1x = .    

v) Izbirame dve nizi 
1

nx n=  i 
1

ny n=- . Toga{, lim lim 0n nn n
x y

¥ ¥
= =  

Soodvetnite nizi od vrednosti na funkcijata se ( ) 2nnf x = ,    ( ) 2 n
nf y -= . Spored 

toa, lim ( )nn
f x

¥
=¥   dodeka  lim ( )nn

f y
¥

=-¥ , od kade {to zaklu~uvame deka 

funkcijata nema limes vo to~kata 0x = .   
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g) Izbirame dve nizi nx n= p  i 2 2ny n p= p+ . Toga{, lim limn nn n
x y

¥ ¥
= =¥ . So 

odvetnite nizi od vrednosti na funkcijata se ( ) sin( ) 0nf x n= p =  i 

( ) ( )sin 2 12nyf n p= p+ = . Spored toa, lim ( ) 0nn
f x

¥
=  dodeka lim ( ) 1nn

f y
¥

= , od kade 

{to zaklu~uvame deka funkcijata nema limes koga x  se stremi kon beskone~-

nost. 

 

Opredeli gi slednite granici (3.132.-3.161.) 

 

3.132. 
7 6 3

7 30

5 4lim
2x

x x x
x x
+ +

+
. 

Re{enie. 
3 4 37 6 3

7 3 3 40 0

( 5 4)5 4lim lim 2
2 ( 2)x x

x x xx x x
x x x x 

+ ++ + = =
+ +

. 

3.133. 
2

21

3 2lim
4 3x

x x
x x

- +
- +

. 

Re{enie. 
2

21 1 1

( 1)( 2) ( 2)3 2 1lim lim lim 2( 1)( 3) ( 3)4 3x x x

x x xx x
x x xx x  

- - -- + = = =
- - -- +

. 

3.134. 
2

21

6 5lim
2 1x

x x
x x

- +
- +

. 

Re{enie. 
2

21 1 1

( 1)( 5) ( 5)6 5lim lim lim
( 1)( 1) ( 1)2 1x x x

x x xx x
x x xx x  

- - -- + = = =¥
- - -- +

. 

3.135. 
2

22

4 2lim
6 8x

x x
x x

- +
- +

. 

Re{enie. 
2

22 2

( 2)( 2)4 2lim lim 0
( 2)( 4)6 8x x

x xx x
x xx x 

- -- + = =
- -- +

. 

3.136. ( )31

3 1lim 11x xx
+ --

. 

Re{enie. ( ) ( )( )3 21 1

3 1 3 1lim lim1 11 1 1x xx xx x x x 

æ ö÷ç+ = + =÷ç ÷ç- -- - + +è ø
 

( )( )
( )

( )( )
2

2 21 1

1 ( 2)1 3lim lim 1
1 1 1 1x x

x xx x
x x x x x x 

- ++ + -= = =
- + + - + +

. 

3.137.  lim
x a

x a
x a
-
- . 
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Re{enie. ( )( )
( )( ) ( )( )

1lim lim lim 2x a x a x a

x a x ax a x a
x a ax a x a x a x a  

- +- -= = =- - + - + . 

3.138. 
3 3

lim
x a

x a
x a
-
- . 

Re{enie. 
( ) ( )

3 3 3 3

3 33 3
lim lim
x a x a

x a x a
x a x a 
- -= =- -

 

( )( )
3 3

33 33 3 3 22 2

1lim
3x a

x a
ax a x xa a

-= =
- + +

. 

3.139. 
3 3

lim
x a

x a
x a
-
- . 

Re{enie. 
( )( )( )

( )( )( )

3 33 3 32 23 3

3 332 2
lim lim
x a x a

x a x xa a x ax a
x a x a x a x xa a 

- + + +- = =- - + + +
 

( )( )

( )( )
( )

( ) 33 3 3 33 3 22 2 2 2

2lim lim
3x a x a

x a x a x a a
ax a x xa a x xa a 

- + += = = =
- + + + + 6

2
3 a⋅

. 

3.140. 
0

5 5lim
x

x
x

+ -
. 

Re{enie. 
( )( )

( )0 0

5 5 5 55 5lim lim
5 5x x

x xx
x x x 

+ - + ++ - = =
+ +

 

( )0

1lim
2 55 5x

x
x x

= =
+ +

. 

3.141. 
2

20
lim
x

x a a
x b b
+ -
+ -

. 

Re{enie. 
( )( )( )
( )( )( )

2 2 22

2 2 2 20 0
lim lim
x x

x a a x a a x b bx a a
x b b x b b x b b x a a 

+ - + + + ++ - = =
+ - + - + + + +

 

 

( )( )
( )( )

( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 20 0
lim lim
x x

x a a x b b x x b b b
ax b b x a a x x a a 

+ - + + + +
= = =

+ - + + + +
. 

3.142. 
3

0

1 1lim
x

x
x

+ -
. 

Re{enie. 
( ) ( )( )

( )( )
233 3

3

20 0 3 3

1 1 1 1 11 1lim lim
1 1 1x x

x x xx
x

x x x 

+ - + + + ++ - = =
+ + + +
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( )( )20 3 3

1lim 31 1 1x

x
x x x

= =
+ + + +

. 

3.143. 
0

lim
x

x a a
x b b
+ -
+ -

. 

Re{enie. 
( )( )( )
( )( )( )0 0

lim lim
x x

x a a x a a x b bx a a
x b b x b b x b b x a a 

+ - + + + ++ - = =
+ - + - + + + +

 

( )( )
( )( )

( )
( )0 0

lim lim
x x

x a a x b b x x b b b
ax b b x a a x x a a 

+ - + + + +
= = =

+ - + + + +
. 

3.144. 
2

20
lim
x

x m m
x

+ -
. 

Re{enie. 
( )( )

( )
2 22

2 2 20 0
lim lim
x x

x m m x m mx m m
x x x m m 

+ - + ++ - = =
+ +

 

( )
2

2 20

1lim 2x

x
mx x m m

= =
+ +

. 

3.145. 
0

lim
h

x h x
h

+ -
. 

Re{enie. 
( )( )

( )0 0

1lim lim 2h h

x h x x h xx h x
xh h x h x 

+ - + ++ - = =
+ +

. 

3.146. 
2

1
lim 1x

x x
x
-
- . 

Re{enie. 
( )( )( )
( )( )( )

2 22

21 1

1
lim lim1 1 1x x

x x x x xx x
x x x x x 

- + +- = =- - + +
 

( )( )( )
( )( )

2

21

1 1 1
lim 3

1x

x x x x x
x x x

- + + +
= =

- +
. 

3.147. 
3 3

0
lim
h

x h x
h

+ -
. 

Re{enie. 
( ) ( )( )

( )( )

3233 3 233 3

320 0 3 23

( )
lim lim

( )h h

x h x x h x x h xx h x
h h x h x x h x 

+ - + + + ++ - = =
+ + + +

 

( )( ) 33 220 3 23

1lim
3( )h

h
xh x h x x h x

= =
⋅+ + + +

. 

3.148. 
2

2
5 5 10lim
3 9 6x
x x
x x¥
- -
- +

. 
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Re{enie.   
( )
( )

2
2 2

2 2
2

5 1055 5 10lim lim 9 63 9 6 3x x

x xx x x
x x x x x

¥ ¥

- -- - = =
- + - +

 

2 2

2 2

5 10 5 105 5 lim lim 5lim 9 6 9 6 33 3 lim lim

x x
x

x x

x xx x

x xx x

¥ ¥
¥

¥ ¥

- - - -
= = =

- + - +
. 

3.149. 
2

2
3 5 1lim
5 1x
x x
x x¥
+ -
+ -

. 

Re{enie. 
2

2
3 5 1lim
5 1x
x x
x x¥
+ -
+ -

2 2

2 2

5 1 5 13 3 lim lim 3lim 51 1 1 15 5 lim lim

x x
x

x x

x xx x

x xx x

¥ ¥
¥

¥ ¥

+ - + -
= = =

+ - + -
. 

3.150. 
3 2

3 2
4 2 4 1lim

3 4 2x
x x x
x x x¥

- + -
+ - +

. 

Re{enie. 
3 2 2 3

3 2
2 3

2 4 144 2 4 1lim lim 43 4 23 4 2 1x x

xx x x x x
x x x

x x x
¥ ¥

- + -- + - = =
+ - + + - +

. 

3.151. 
2

3
1lim
1x

x
x¥

+
+

. 

Re{enie. 
2 2
3

3

11 lim1 1lim lim 0 1 011 1 lim

x
x x

x

x x
xx

x

¥
¥ ¥

¥

++ = ⋅ = ⋅ =
+ +

. 

3.152. 
3 2

2
5 6 2lim

3 4x
x x x
x x¥
+ + -

+ +
. 

Re{enie. 
3 2 2 3

2
2

5 6 215 6 2lim lim lim 13 43 4 1x x x

xx x x x xx
x x

x x
¥ ¥ ¥

+ + -+ + - = =¥⋅ =¥
+ + + +

. 

3.153. 2 3lim (1 )
x

x x x
-¥

- - - . 

Re{enie. 2 3 3
3 2

1 1 1lim (1 ) lim ( 1)
x x

x x x x xx x-¥ -¥
- - - = - - - =¥ .  

3.154. ( )3 2

2lim 3 23 4x
x x

xx¥
- +-

. 

Re{enie. ( )3 2 3 2

2 3 2
2 4 2lim lim3 2 93 4 9 6 12 8x x

x x x x
xx x x x¥ ¥

+- = =+- + - -
. 

3.155. lim
x
x x
x¥

-
. 
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Re{enie. ( )lim lim 1
x x
x x xx¥ ¥
- = - =¥ . 

3.156. 
2 1lim

x
x
x¥
+

. 

Re{enie. 
2 2

2 2
1 1 1lim lim 1 lim 1

x x x
x x
x x x¥ ¥ ¥
+ += = + = . 

3.157. 
2 1lim

x
x
x-¥
+

. 

Re{enie. 
2 2

2
1 1lim lim 1

x x
x x
x x-¥ -¥

æ ö+ + ÷ç= - =-÷ç ÷÷çè ø
. 

3.158. ( )lim
x

x a x
¥

+ - . 

Re{enie. ( )
( )( )

( )
lim lim
x x

x a x x a x
x a x

x a x¥ ¥

+ - + +
+ - = =

+ +
 

( )
lim 0
x

a
x a x¥

= =
+ +

. 

3.159. ( )( )( )lim
x

x a x b x
¥

+ + - . 

Re{enie. ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( )
lim lim
x x

x a x b x x a x b x
x a x b x

x a x b x¥ ¥

+ + - + + +
+ + - = =

+ + +
 

( )

( )
( )

( )2
2

lim lim
( ) 1 1

x x

aba ba b x ab x
a b abx a b x ab x
x x

¥ ¥

+ ++ += = =
++ + + + + + +

 

( )

( )2

lim
2

1 lim lim 1

x

x x

aba b x a b
a b ab
x x

¥

¥ ¥

+ + += =
++ + +

. 

3.160. ( )2lim
x

x ax x
¥

+ - . 

Re{enie. ( ) ( )( )
( )

2 2
2

2
lim lim
x x

x ax x x ax x
x ax x

x ax x¥ ¥

+ - + +
+ - = =

+ +
 

( ) ( ) ( )2
lim lim 21 1 1 lim 1x x

x

ax a a a
a ax ax x x x

¥ ¥
¥

= = = =
+ + + + + +

. 

3.161. ( )2 2lim
x

x ax b x cx d
¥

+ + - + + . 

Re{enie. ( )2 2lim
x

x ax b x cx d
¥

+ + - + + =  
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( )( )
( )

2 2 2 2

2 2
lim
x

x ax b x cx d x ax b x cx d

x ax b x cx d¥

+ + - + + + + + + +
= =

+ + + + +
 

( )

( )
( )

( )2 2
2 2

lim
lim

1 lim lim 1 lim lim

x
x

x x x x

b da c xa c x b d
a b c dx ax b x cx d
x xx x

¥
¥

¥ ¥ ¥ ¥

-- +- + -= = =
+ + + + + + + + + +

2
a c-= . 

Koristej}i deka 
0

sinlim 1
x

x
x

= , ( )1lim 1
x

x
ex¥

+ = , 
0

1lim ln
x

x

a ax
- =  za 0a> ,  

( )
0

1lnlim 1
y

y
y

+ =  presmetaj: (3.162.-3.214.) 

3.162. 
0

sinlim
x

ax
x

. 

Re{enie. 
0 0 0 0

sin sin sin sinlim lim lim lim 1
x x x t

ax a ax ax ta a a ax ax ax t   
= = = = ⋅ = .  

Da zabele`ime deka vo posledniot ~ekor vovedovme nova promenliva t ax= . 

Toga{ od 0x  sleduva 0t . 

3.163. 
0

lim tg2x

x
x

. 

Re{enie. 0
0 0

0

limcos2cos2 1 1 1 1lim limtg2 2sin2 2 sin2 2 1 2lim2 2

x
x x

x

xx x
x x x

x x


 



= = = ⋅ = . 

3.164. 
0

sinlim sinx

ax
bx

. 

Re{enie. 0
0 0

0

sinsin limsinlim limsin sin sinlim
x

x x

x

axa ax
axax a aax

bx b bx b bx b
bx bx


 



= = = . 

3.165. 
0

tglim sinx

kx
x

. 

Re{enie. 0
0 0

0 0

sinsin limtglim limsin sin sincos limcos lim
x

x x
x x

kxk kx
kx kxkx k kx x xkx kxx x


 

 

= = =
⋅ ⋅

. 

3.166. 
0

lim
sinx

x
x

. 

Re{enie. 
2

0
0 0 0

0

lim 0lim lim lim 0sin 1sin sin sinlim

x
x x x

x

xx x x
xx x x

x x


  



= = = = = . 



III. Funkcii od edna promenliva 

 212

3.167. 
0

lim ctg5
x
x x


. 

Re{enie. 
0 0

cos5 1lim ctg5 lim 55sin5
5

x x

xx x x
x

 
= = . 

3.168. ( )
0

lim tg ctg
x

ax bx


⋅ . 

Re{enie. 
0 0 0

sin cossin coslimtg ctg lim limcos sin sincosx x x

axa bxax bx aaxax bx ax bx bx bb ax bx
  

= = = . 

3.169. 20

1 coslim
x

x
x

-
. 

Re{enie. 

22

2 20 0 0

2sin sin1 cos 1 12 2lim lim lim2 2
2

x x x

x x
x

xx x  

æ ö÷ç- ÷ç= = =÷ç ÷ç ÷÷çè ø
. 

3.170. 
0

lim
1 cosx

x
x -

. 

Re{enie. 
2 2

20 0 0
lim lim lim 21 cos1 cos 2sin 2
x x x

x x x
xxx  

= = =--
. 

3.171. cos coslim
x a

x a
x a
-
- . 

Re{enie.. 
2sin sincos cos 2 2lim lim
x a x a

x a
x a x ax a x a

+ --- = =- - 
 

sin sin sin2 2lim sin lim sin lim sin lim sin2 0
2 2

x a x a
x a ta a ax a x a tx a x a x a t

- -
+=- =- ⋅ =- ⋅ =-- -   

.  

Da zabele`ime deka vo posledniot ~ekor vovedovme nova promenliva 

2
x at -= . Toga{ od x a  sleduva 0t . 

3.172.  tg tglim
x a

x a
x a
-
- . 

Re{enie. ( )

sin sin
tg tg sin cos sin coscos coslim lim lim cos cosx a x a x a

x a
x a x a a xx a
x a x a x a x a  

-- -= = =- - -  

( )

2
sin 1 1lim lim cos cos cosx a x a
x a
x a x a a 

-= =- . Vo ovoj slu~aj vovedovme smena t x a= - . Od 

x a  sleduva 0t , pa 
( )sinlim

x a
x a
x a

- =- 0

sinlim 1
t

t
t

= . 

3.173. 2 2
sinlim

x
x

xp -p
. 
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Re{enie. 
( )( )2 2

sin sinlim lim
x x

x x
x xxp p

= -p +p-p
. Voveduvame nova promenliva 

x t-p= , x t=p+ . Koga , 0x tp  , pa imame 

( )( )
( )

( )0 0 0

sinsin sin 1 1lim lim lim lim 2 22x t t t

tx t
x x t tt tp   

+p= =- =--p +p + p p+ p . 

3.174. 1lim sin
x
x x¥

. 

Re{enie. 
0

1sin1 sinlim sin lim lim 11x x t

txx x t
x

¥ ¥ 
= = = . Vovedovme nova promenliva. 

1t x= . Koga   x¥ ,  0t . 

3.175. ( )5lim 1
x

x x¥
+ . 

Re{enie. Voveduvame nova promenliva. , 55
xt x t= = .  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
5 55

55 1 1 1lim 1 lim 1 lim 1 lim 1
t t tx

x t t t
ex t t t¥ ¥ ¥ ¥

+ = + = + = + = . 

3.176. ( )lim 1
x

x
k
x¥

+ . 

Re{enie. ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1lim 1 lim 1 lim 1 lim 1
k kx kt t t

k
x t t t

k ex t t t¥ ¥ ¥ ¥
+ = + = + = + = . 

3.177. ( )
12lim 1

x

x x
+

¥
+ . 

Re{enie. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 21 2 1

22 1 1 1 1lim 1 lim 1 lim 1 1 lim 1
x t t t

x t t t
ex t t t t

+ +

¥ ¥ ¥ ¥
+ = + = + + = + = . 

3.178.  ( )1lim 1 3
x

x x¥
+ - . 

Re{enie. ( ) ( ) ( ) ( )
3 31 1 1 1lim 1 lim 1 lim 1 lim 13

x t t

x t t t
et t tx

+

¥ ¥ ¥ ¥
+ = + = + + =- . 

3.179. ( )lim 3
x

x
x
x¥ - . 

Re{enie. ( ) ( ) ( ) ( )
3 33 3 3 1lim lim lim 1 lim 13 3 3

x x tx

x x x t

x x
tx x x

⋅ +

¥ ¥ ¥ ¥
- += = + = + =- - -  

( ) ( )
3 3

31 1lim 1 lim 1
t

t t
et t¥ ¥

= + + = . 
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3.180. ( )2lim 3
x

x
x
x¥
+
- . 

Re{enie. ( ) ( ) ( ) ( )
5 32 2 5 5 5 1lim lim lim 1 lim 13 3 3

x x tx

x x x t

x x
tx x x

⋅ +

¥ ¥ ¥ ¥
+ + - += = + = + =- - -  

( ) ( )
5 3

51 1lim 1 1 lim
t

t t
et t¥ ¥

= + + = . 

3.181. ( )2 3lim 2 1
x

x
x
x¥
+
- . 

Re{enie.   

    ( ) ( ) ( ) ( )
1
2 2

22 3 2 3 4 4 4 1lim lim lim 1 lim 12 1 2 1 2 1
x

x x x t

x x tx x etx x x
⋅ +

¥ ¥ ¥ ¥
+ + - += = + = + =- - - . 

3.182. ( )lim 1
x

x
x
x¥ + . 

Re{enie. ( ) ( ) ( )
1 11 1lim lim 1 1 lim 11 1 1

xx x

x x x
x x

ex x x
+ -

¥ ¥ ¥
= + - = - =+ + + . 

3.183. ( )1lim 1
x

x
x
x¥

-
+ . 

Re{enie.  

( ) ( ) ( ) ( )
(2 1)

2
1 1 2 1 1lim lim 1 1 lim 1 lim 11 1 1
x x x t

x x x t

x x
tx x x e

- +

¥ ¥ ¥ -¥
- -= + - = - = - =+ + + . 

3.184. ( )
1

0
lim 1 2 x
x

x


+ . 

Re{enie. ( ) ( )1
2

0

2lim 1 2 lim 1
t

x
tx

x et¥
+ = + = . 

3.185. ( )
1

0
lim 1 x
x

x


- . 

Re{enie. ( ) ( )1 1 1lim 1 lim 1
t

x
x t

x et¥ ¥
- = - = . 

3.186. 
1
1

1
lim x
x
x -


. 

Re{enie. 
1 1
1

01
lim lim(1 )x t

tx
x t e-


= + = . (Vovedovme nova promenliva 1t x= - ). 

3.187. ( )
1
1

1
lim 2 x

x
x +

-
+ . 

Re{enie. 
1 11

01
lim (2 ) lim(1 )x t

tx
x t e+

-
+ = + = . 
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3.188. 
0

ln(1 2 )
lim
x

x
x

+
. 

Re{enie. I na~in: 
0

ln(1 2 )
lim
x

x
x

+ ( )1 1

0 0
limln(1 2 ) ln lim(1 2 )x x
x x

x x
 

= + = + . Voveduvame 

nova promenliva 
12x t= , pa imame ( ) ( )1

2 2
0

1ln lim(1 2 ) ln lim(1 ) ln 2tx
tx

x et¥
+ = + = = . 

II na~in: 
( ) ( ) ( )

0 0 0

ln 1 2 ln 1 ln 1lim lim 2lim 2

2
x t t

x t t
x t t  
+ + += = = . Vovedovme smena 2t x= . 

Pritoa od 0x  sleduva 0t . 

3.189. 
0

ln(1 )
lim
x

kx
x

+
. 

Re{enie. 
0

ln(1 )
lim
x

kx
x

+ ( )1 1

0 0
limln(1 ) ln lim(1 ) ln kx x
x x

kx kx e k
 

= + = + = = . 

3.190. 
0

ln( ) ln
lim
x

a x a
x

+ -
. 

Re{enie. 
( ) ( )

0 0 0

ln 1ln( ) ln ln 1 1lim lim lim
x x t

x
a x a ta
x x aataa

  

++ - += = = . 

3.191. ln 1lim
x e

x
x e

-
- . 

Re{enie. 
( )

( )
0

lnln 1 ln ln ln 1 1lim lim lim lim
1x e x e x e t

x
x x e te
x e x e ex ete e

   
- - += = = =- - -

. 

3.192. 
0

ln(1 sin )
lim sinx

x
x

+
. 

Re{enie. 
0 0

ln(1 sin ) ln(1 )
lim lim 1sinx t

x t
tx 

+ +
= = . 

3.193. 2
0

log (1 3 )
lim
x

x
x

+
. 

Re{enie. 2
0

log (1 3 )
lim
x

x
x

+ 2 2
0 0

log (1 ) 3log (1 ) 3lim lim ln2
3

t t

t t
t t 

+ +
= = = . 

3.194. 3
0

log (1 )
lim
x

kx
x

+
. 

Re{enie. 3
0

log (1 )
lim
x

kx
x

+ 3 3
0 0

log (1 ) log (1 )
lim lim ln3t t

t k t k
t t
k

 

+ +
= = = . 
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3.195. 2
10lim log 5x

xx x¥
+
+ . 

Re{enie. ( )2 2
10 5lim log lim log 15 5x x

xx xx x¥ ¥
+ = ++ + . Voveduvame nova promenliva 

5
5t x= + . Koga x¥ ,  0t , pa imame  

( ) ( )
( )

1
2

2 20 0

(5 5 )log 15 5lim log 1 lim lim(5 5 )log 15 ln2x t t

tt t
x t tx t¥  

- +
+ = = - + =+ .  

3.196. 
2

0

1lim
x

x

e
x
-

. 

Re{enie. 
( )2

0 0

2 11lim lim 2
tx

x t

ee
x t 

-- = = . Vovedovme nova promenliva 2t x= .  

3.197. 
0

1lim
kx

x

e
x
-

. 

Re{enie. 
( )

0 0

11lim lim
tkx

x t

k ee kx t 

-- = = . 

3.198. 
0

1lim
kx

x

e
mx
-

. 

Re{enie. 
( )

0 0

11lim lim
tkx

x t

k ee k
mx mmt 

-- = = . 

3.199.  ( )1
lim 1x
x
x e

¥
- . 

Re{enie. Voveduvame nova promenliva. 
1t x= . Koga , 0x t¥  , pa imame. 

( )1

0

1lim 1 lim 1
t

x
x t

ex e t¥ 
-- = = . 

3.200. 
1

lim 1
x

x

e e
x
-
- . 

Re{enie. 
( ) ( )1

01 1

1 1
lim lim lim1 1

x tx

tx x

e e e ee e etx x

-

 

- -- = = =- - .  

Vovedovme nova promenliva 1t x= - .  

3.201. lim
x a

x a
e e
x a
-
- . 

Re{enie. ( ) ( )
0

11lim lim lim
a ta x ax a

a
x a x a t

e ee ee e ex a x a t
-

  

--- = = =- - . 

3.202. 
0

lim
x a a

x

e e
x

+


-

. 
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Re{enie. ( )
0 0

1lim lim
a xx a a

a
x x

e ee e ex x
+

 

-- = = . 

3.203.  
0

lim sin2
x x

x

e e
x
-


-

. 

Re{enie. 
2

2
0 0 0 0

2

1
1 1lim lim lim lim 1sin2 sin2 sin

sin

t
tx x x t

x tx x t t

e
e e e e tex e x t

e t t

-

   

-
- - -= = = = . 

3.204.  
5

0

1lim
x

x

a
x
-

. 

Re{enie. 
( )5

0 0

5 11lim lim 5ln
tx

x t

aa ax t 

-- = = . 

3.205. 
0

1lim
kx

x

a
x
-

. 

Re{enie. 
( )

0 0

11lim lim ln
tkx

x t

k aa k ax t 

-- = = . 

3.206. 
0

1lim
kx

x

a
mx
-

. 

Re{enie. 
( )

0 0

11lim lim ln
tkx

x t

k aa k amx mmt 

-- = = . 

3.207. ( )1
lim 1x
x
x a

¥
- . 

Re{enie. ( )1

0

1lim 1 lim ln
t

x
x t

ax a at¥ 
-- = = . 

3.208. 
1

lim 1
x

x

a a
x
-
- . 

Re{enie. 
( ) ( )1

01 1

1 1
lim lim lim ln1 1

x tx

tx x

a a a aa a a atx x

-

 

- -- = = =- - . 

3.209. 2 2lim
x a

x a x a
-
- . 

Re{enie. ( ) ( )
0

2 2 12 2 12 2lim lim lim 2 ln2
a ta x ax a

a
x a x a tx a x a t

-

  

--- = = =- - . 

3.210. 
0

3 3lim
x a a

x x
+


-

. 

Re{enie. ( )
0 0

3 3 13 3lim lim 3 ln3
a xx a a

a
x xx x

+

 

-- = = .  

3.211. 
4

0

1lim tg
x

x

a
x
-

. 
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Re{enie. ( )4

0 0 0 0

41 1 4lim limcos lim lim 4lntg 4 sin 4

x t

x t t t

t
a t a ax t t   

- -= = .  

3.212. 
0

ln(1 )
lim 3 1xx

x


+
- . 

Re{enie. 
0 0 0 0

ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) 1lim lim lim lim3 1 3 1 3 1 ln3x x xx x x x

x x xx x
x x   

+ + +
= = =- - - .  

3.213. 20

cos3 cos7lim
x

x x
x
-

.   

Re{enie. Primenuvaj}i ja formulata cos cos 2sin sin2 2
a+b a-ba- b=-  dobi-

vame  

2 2 20 0 0

3 7 3 72sin sincos3 cos7 sin5 sin22 2lim lim 2lim
x x x

x x x x
x x x x
x x x  

+ --- = = =  

 

( ) ( )( )0 0 0

sin5 sin2 sin5 sin22lim 20 20 1 1 205 2 lim lim5 52 2x x x

x x x x
x xx x  

= = = ⋅ ⋅ =⋅ ⋅ ⋅ . 

3.214. ( )( )
4

lim ctg2 ctg 4x
xxp

p-⋅  

Re{enie. Da stavime smena 4y xp= - . Ako 4x p  toga{ 0y , pa imame  

( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0

4

2lim lim limctg2 ctg ctg2 ctg ctg ctg4 4 2y yx
x y yx y yp  

p p p- - -= = =⋅ ⋅ ⋅   

( )
0 0 0 0 0

1

sin22sin2 cos cos sin2 2tg2 ctglim lim lim lim lim 2cos2 sin cos2 sin siny y y y y

y
y y y y yy y y y y y y

y
    

=

⋅= = ⋅ = ⋅ = =


. 

3.215. Presmetaj: a) ( )

1
3

3
0

lim 1 2
x

x x - ;  b) ( )

1
2

0
coslim x

x
x


   

           v) 
2

2

2lim 2
x

x

x
x
-
- ;  g) ( )1 1lim

x
x

x xe¥ + . 

Re{enie. a) Zaradi 0x  mo`eme da smetame deka 31 2 0x- > . Funkcijata xe  

e neprekinata vo sekoj a Î , pa 
lim

lim
xx ax a

x a
e e e


= = . Isto taka va`i lnxe x=  za 

sekoj 0x> . Koristej}i go prethodnoto imame: 
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( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )33 22

1
ln 113 1 3 21 2 23 33 3ln 1 2

1 ln limln3 0 23
0 0 0 0

22lim lim lim lim1 2
xx

x x
x x x x

x xx xx xx e e e ee
-- ++ -- - ⋅-  -

   
--= = = = =- . 

b) Zaradi 0x  mo`eme da smetame deka cos 0x > . Imame  

( ) ( )
( )

( )( )
( )22 2 2

ln 1 11 1 11 ln cos cos 11cosln
0 0 0 0

cos
coscoslim lim lim limx

x x
x x

x x x x

x
xx xx e e e

+ -
--

   
= = = =



 

( )( ) ( )( )2
1 2

2 2
sinln 1 1 ln 1 1cos 2

1 1
0 0

cos cos
cos coslim lim

x
x
x x

x x

x x
x xe e

- + - + --- -
 

= = =
 

 

( )

( )

( )
0

2

1ln1 11 lim2 2 2

sin ln1 cos 11 22 lim lim
4 2 cos 10 0

y

y
y

x
x
xx xx

eee

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷è ø è ø



+- ⋅ ⋅ -

+ -- - 

= = =

 

. 

Pritoa stavivme smena cos 1y x= - , pa 0y  koga 0x , i iskoristivme 

deka 
( )

0

1lnlim 1
y

y
y

+ = . 

v) ( )2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2lim lim lim2 2 2 2
x x x

x x x

x x x
x x x x  
- - + - - -= = =-- - - -

 

( )( ) ( )
22

02 2 2

2 1 2 12 2lim 4lim lim 4lim 4 4ln2 422 22

yxx

yx x x
xx yxx

-

  
- --= = - = - = -+- + --

. 

Pritoa vovedovme smena 2y x= - , pa sleduva deka 0y  koga 2x . Isto 

taka iskoristivme 
0

1lim ln
x

x

a ax
- =  za 0a> . 

g) ( ) ( ) ( )
( )1 ln11 ln

0 0 0
1lim lim lim lim

t
tx t tt ttx

x t x x

e t
etx ee e e+

¥   

+
= = = =++  

( ) ( ) ( )
( )0 0

ln 1 1lim lim 10 0 1 21 1
0

ln 1 1 ln 1 11 1lim lim
1 1lim

y teyy t t
t

t te t t e t te t e t
t t t tt te t e t e eee e

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è øç ÷

+ - +  ⋅ +


- + + - + +- + - +
 - + - += = = = =

 
. 

Vovedovme smena 1ty e t= - +  i 0y  koga 0t .  

3.216. Doka`i deka:  

a) 
1

0
lim 0x
x
a

-
=  za 1a> ;  b) 

1

0
lim x
x
a

+
=+¥ ;    v) 

0

1lim arctg 2x x+

p= . 

Re{enie. a) Treba da doka`eme deka  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
0 0 0 ,0 ,0 0 xx f x a"e> $d> Î -d = -d  - = <e .       (1) 

Neka 0e>  e proizvolen. ]e gi razgledame dvata slu~ai: 1e³  i 1e< . 
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 1) Neka 1e³ . Da izbereme 1 0d = > . Neka ( ),0x Î -d , t.e. 1 0x- < < . Toga{ 

1 1x <- , pa 
1

1 1 1xa a a
-< = < £e , i so toa (1) e doka`ano. 

 2) Neka 1e< . Prvo da ja re{ime neravenkata 
1
xa <e .  

Da zabele`ime deka funkcijata ( ) lnyg y=  e raste~ka.                     (*) 

Sega, dobivame  

                  
( )

0
ln 01 * 1 1 ln lnln ln ln ln

x

x aa a xx x a

<
e<e<e < e <  > e .          (2) 

Pritoa, 
ln 0ln
a <e . Da izbereme 

ln 0ln
ad =- >e  i neka ( ),0x Î -d . Toga{ 

ln
ln
ax >-d= e  

pa od (2) ova neravenstvo e ekvivalentno so 
1
xa <e , t.e. 1

0xa <e- . So toa (1) e 

doka`ano i za 1e< . 

b) Treba da doka`eme deka 

( )( ) ( )( )100 0, xM x a M$d>" > Î d  >                                     (3) 

Neka 0M >  e proizvolen. ]e gi razgledame dvata slu~ai: 1M £  i 1M > . 

1) Neka 1M £ . Da izbereme 1d = . Neka ( ) ( )0,10,x Î d = . Toga{ 0 1x< < , pa 

1 1x >  i ottuka 
1

1 1xa a M> > ³ , so {to (3) e doka`ano za 1M £ . 

2) Neka 1M > . Da ja re{ime neravenkata 
1
xa M> .  

Imame 

ln 0
ln 0

01 1 lnln ln ln

M
a
x

x aa M a M xx M

>
>

>
>  >  <                                        (4) 

Sega, da izbereme 
ln 0ln
a
Md = >  i neka ( ) ( )ln0, 0, ln

ax
M

Î d = , t.e. 
ln0 ln
ax M< < .  

Toga{, od (4), poslednovo neravenstvo e ekvivalentno so 
1
xa M> , so {to (3) e 

doka`ano i za 1M > . 

v) Treba da doka`eme deka  

( )( ) ( )( )10 0 0, arctg 2x x
p"e> $d> Î d  - <e                               (5) 

Neka 0e>  e proizvolno.  
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1) Neka 2
pe³ . Da izbereme 1d = . Neka ( ) ( )0,10,x Î d = . Zna~i 0 1x< < , pa 

1 1 0x > >  i ottuka 
1arctg 0x > . Zaradi arctg 2y p<  za sekoj y Î  dobivame  

11 arctgarctg 2 22 xx
p pp = - < £e- , so {to (5) e doka`ano za 2

pe³ . 

 2) Neka 0 2
p<e< . Da ja re{ime neravenkata 

1arctg 2x
p- <e .  

Zaradi 
1arctg 2x

p<  za sekoj { }\ 0x Î  imame  

1 11 arctg arctgarctg 2 22 x xx
p pp <e - <e > -e- .  

Pritoa za 0x>  imame ( )1 0,arctg 2x
pÎ . Funkcijata tgx  e raste~ka, pa 

( )( ) ( )1 tgtg arctg 2x
p-e> , odnosno 

1 ctgx > e , t.e. 
1

ctgx < e . Pritoa zaradi ( )0, 2
peÎ  

dobivame ctg 0e> .  

Sega da izbereme 
1 0ctgd = >e  i neka ( )10,ctgx Î e . Zna~i 

1
ctgx < e  i od prethodnoto 

sleduva deka ova neravenstvo e ekvivalentno so 1arctg 2x
p <e- .  

3.217. Neka  za funkciite ( )f x  i ( )g x  va`i ( )
0

0lim
x x
f x y


=  i ( )

0
0lim

x y
g x z


= . 

Dali toga{ mora da postoi i ( )( )
0

lim
x x
g f x


? 

Re{enie. Ako funkcijata ( )g x  e neprekinata vo to~kata 0y , toga{ va`i 

( )( ) ( )( ) ( )
0 0

0 0lim lim
x x x x

yg f x g f x g z
 

= = = . Me|utoa, vo op{t slu~aj, ( )( )
0

lim
x x
g f x


 ne 

mora da postoi. Taka, ako ( )

10,
1,

x nf x
x x n

ìï =ïï=íï ¹ïïî
, , 0n nÎ ¹  i ( )

0, 0
1, 0
x

g x x
¹ìïï=í =ïïî

, toga{ 

( )
0

lim 0
x
f x


= , ( )

0
lim 0
x
g x


= , no ( )( )

0
lim
x
g f x


 ne postoi.  

 

Odredi gi slednite  granici (3.218.- 3.150. ) 

 

3.218. 
2

lim 2x

x
x+ - . 

Re{enie. Ako 2x + , toga{  2 0t x= - > , pa imame. 
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( )2 0 0

2 2lim lim lim 12x t t

x t
t tx+ + +  

+= = + =¥- . 

3.219. 
2

lim 2x

x
x- - . 

Re{enie. Ako 2x - , toga{  2 0t x= - < , pa imame. 

( )0 02

2 2lim lim lim 12 t tx

x t
t tx - --  
+= = + =-¥- . 

3.220. 
1

1lim 1x

x
x+

+
- . 

Re{enie. 
1 0

1 2lim lim1x t

x t
tx+ + 

+ += =¥- . 

3.221. 
1

1lim 1x

x
x-
+
- . 

Re{enie. 
01

1 2lim lim1 tx

x t
tx -- 

+ += =-¥- . 

3.222. 
0

sinlim
x

x
x-

. 

Re{enie. 
0 0

sin sinlim lim 1
x x

x x
x x- - 

-= =- . 

3.223. 
0

sinlim
x

x
x+

. 

Re{enie. 
0 0

sin sinlim lim 1
x x

x x
x x+ + 

= = . 

3.224. 
1

1lim 1x

x
x-
-
- . 

Re{enie. Ako  1x - , toga{ 1 0x- < , pa 1 ( 1)x x- =- - .  

Imame ( )1 1

1 1lim lim 11 1x x

x x
x x- - 
- -= =-- - - . 

3.225. 
1

1lim 1x

x
x+

-
- . 

Re{enie. 
1 1

1 1lim lim 111x x

x x
xx+ + 

- -= =-- . 

3.226. 
0

lim 2x

x x
x-
-

. 

Re{enie. Ako  0x -   toga{ 0x <   pa x x=- .  

Imame
0 0

lim lim 12 2x x

x x x x
x x- - 
- += = . 

3.227. 
0

lim 2x

x x
x+

-
. 
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Re{enie. 
0 0

lim lim 02 2x x

x x x x
x x+ + 

- -= = . 

3.228. 
1

0
lim x
x
e

+
. 

Re{enie. 
1

0
lim lim tx

tx
e e

+ ¥
= =¥ . 

3.229. 
1

0
lim x
x
e

-
. 

Re{enie. 
1

0
lim lim 0tx

tx
e e

- -¥
= = . 

3.230. 10

1lim
1x xe

- +
. 

Re{enie. 10

1 1lim lim 1
11

ttx x ee
- -¥

= =
++

. 

3.231. 10

1lim
1x xe

+ +
. 

Re{enie. 10

1 1lim lim 0
11

ttx x ee
+ ¥

= =
++

. 

3.232. Presmetaj: a)
1 1

1 10
lim

x x

x x x

e e

e e
-

-

 -

-

+
;   b) 

1 1

1 10
lim

x x

x x x

e e

e e
+

-

 -

-

+
. 

Re{enie. a) 
( )
( )

( )

( )

11 1 1 2
2

1 1 11 20 0 0 2

11 0 1lim lim lim 10 111

xx x x x

x x xx x xx x

e e e e e
e e e e e

- - -

- -

  - -

-- - -= = = =-+++ +
. 

b)   
( )
( )

( )

( )

11 1 1 2
2

1 1 11 1 00 0 2

11lim lim lim
11

xx x x x

xx xx x xx x

e e e e e
e e e e e

-+ +

-- -

 - --

-- -= =
++ +

. 

Da stavime t x=- . Toga{ pri 0x -  imame 0t +  pa  

( )

( )

( )

( )

1 1
2 2

1 10 02 2

1 1 1 0lim lim 11 01 1

x t

x tx t

e e

e e
- +

-

 -

- - -= = =++ +
. 

3.233. Dali postoi limes na funkcijata ( )f x  vo dadena to~ka 0x ? 

a) 
2 1( ) 1
xf x x

-= -  vo to~kata 0 1x = ; 

b) 1 cos2( ) xf x x
-=  vo to~kata 0 0x = ; 

v) 
( )3

5( )
2

f x
x

=
-

 vo to~kata 0 2x = ; 
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g) 2 1( )
x

f x x
-=  vo to~kata 0 0x = . 

Re{enie. a) ( )( )2

1 1

1 11lim lim 21 ( 1)x x

x xx
x x- - 

- +- = =-- - -
 i 

2

1

1lim 1x

x
x+

- =-   

( )( )
1

1 1lim 21x

x x
x+

- += =- . Bidej}i leviot i desniot limes se razli~ni, sleduva deka   

funkcijata nema limes vo to~kata 0 1x = .  

b) Od 
2

0 0 0

2 sin1 cos2 2sinlim lim lim 2
x x x

xx x
x x x- - -  

- = = =-  i 
0

1 cos2lim
x

x
x+

- =   

2

0 0

2 sin2sinlim lim 2
x x

xx
x x+ + 

= = =   sleduva deka funkcijata nema limes vo 

to~kata 0 0x = , bidej}i leviot i desniot limes se razli~ni. 

v) I vo ovoj slu~aj funkcijata nema limes vo to~kata 0 2x = , bidej}i 

( )32

5lim
2x x-

=-¥
-

 i 
( )32

5lim
2x x+

=¥
-

  

g) 
0

2 1lim ln2
x

x x-
- =  i 

0

2 1lim ln2
x

x x+

- = . Leviot i desniot limes se ednakvi, pa 

zaklu~uvame deka funkcijata ima limes vo to~kata 0 0x = .  

3.234. Opredeli gi leviot i desniot limes na dadenata funkcija vo to~kata 

0x  ako: 

 a) ( )
2
xxxf x

-= , 0 0x = ;  

b) ( ) ( )arcsin 1xf x= + , 0 0x = ;  

v) ( )
1

22

1

x
xf
x e -

=
+

, 0 2x = . 

Re{enie. a) Ako 0x +  toga{ 0x > , pa ( ) 02
x xxf x
-= = . Spored toa i 

( )
0

lim 0
x

xf
+

= . Sli~no, ako 0x -  sleduva 0x < , pa ( )
( )

22
xxxf x

--= = . Zna~i 

( )
0

lim 2
x

xf
-

= . 

b) Funkcijata ( )arcsin 1x +  e definirana za 1 1x + < , t.e. za 0x < . Spored toa 

ne postoi desnata granica vo 0. Za levata granica imame ( )
0

lim arcsin 1 2x
x-

p=+ . 
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v) Neka 2x + . Zna~i 2x > , pa 2 0x- <  i 2 0x --  . Ottuka 
1

2 x -¥- .  

Zna~i 
2

1
2lim 0

x
xe

+
- = . Spored toa ( )

2

1lim 4x
xf

+
= . 

Sega, neka 2x - . Toga{ 2x <  pa 2 0x +-  . Sleduva 
1

2 x +¥-  pa 

1
2

2
lim
x

xe
-

-


=+¥ . Ottuka ( )1
222

lim
x

xx e- -


=+¥+  i kone~no ( )
2

lim 0
x

xf
-

= . 

 

3.235. Opredeli gi to~kite na prekin i nivniot vid na slednite funkcii. 

         a) ( )2( ) sgnf x x= ;              b) ( ) sgn( 1)f x x= - ;            v) [ ]( )f x x= . 

Re{enie. a) ( ) {2 1, 0sgn 0, 0
xx x
¹= = . Dadenata funkcija e definirana na celata 

realna prava. Pri toa, taa e konstanta na mno`esrvoto ( ) ( ),0 0,-¥ È ¥  od kade 

sleduva deka taa e neprekinata vo site to~ki 0x ¹ . Od ( )2
0 0

lim ( ) lim sgn 1
x x
f x x

 
= =  i 

(0) 0f =  sleduva deka funkcijata ima otstranliv prekin od prv vid vo to~kata 

0x = .  

b) 

1, 1
sgn( 1) 0, 1

1, 1

x
x x

x

ìï >ïïï- = =íïï- <ïïî

. Dadenata funkcija e definirana na celata realna 

prava. Pri toa, taa e konstanta na mno`estvata ( ),1-¥  i ( )1,¥  od kade sleduva 

deka taa e neprekinata vo site to~ki 1x ¹ . Od 
1 1

lim ( ) lim sgn( 1) 1
x x
f x x

- - 
= - =-  i 

1 1
lim ( ) lim sgn( 1) 1
x x

f x x
+ + 

= - =  sleduva deka funkcijata ima  prekin od prv vid vo 

to~kata 1x = , koj {to ne mo`e da se otstrani.  

v) [ ] { 1, 1
, 1

n n x n
x n n x n

- - £ <
= £ < + , n Î . Dadenata funkcija e definirana na celata 

realna prava. Pri toa, taa e konstanta na mno`estvata ( )1,n n-  , n Î ,  od kade 

sleduva deka taa e neprekinata vo site to~ki \x Î  . Neka  n Î .  

Od [ ]lim ( ) lim 1
x n x n

f x x n
- - 

= = -  i [ ]lim ( ) lim
x n x n

f x x n
+ + 

= =  sleduva deka funkcijata ima  

prekin od prv vid vo to~kata ,x n n= Î , koj {to ne e otstranliv.  

3.236. Opredeli gi to~kite na prekin i nivniot vid na slednite funkcii. 
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 a) ( )2

1 , 01
( ) 1 ,0 2

1 , 2

xx
f x x x

x x

ìï <ï -ïïí= + £ £ïï - >ïïî

;  

  b) 2 , 0
( )

0, 0

x x x
xf x

x

-ìï ¹ï=í =ïïî
; 

 v) 2 3
1 , 0( )

0, 0

x xf x x x
x

-ìï ¹ïï= -íï =ïïî
. 

Re{enie. a) Dadenata funkcija e definirana na celata realna prava. Pri 

toa, taa e neprekinata vo sekoja to~ka od mno`estvoto { }0,2\   kako zbir, 

razlika, proizvod i koli~nik od neprekinati funkcii.  

Od 
0 0

1lim ( ) lim 11x x
f x x- - 

= =--  i 2
0 0

lim ( ) lim ( 1) 1
x x

f x x
+ + 

= + =  sleduva deka funkcijata 

ima  prekin od prv vid vo to~kata 0x = , koj {to ne mo`e da se otstrani. Od 

2
2 2

lim ( ) lim ( 1) 9
x x

f x x
- - 

= + =  i 
2 2

lim ( ) lim (1 ) 1
x x

f x x
+ + 

= - =-  sleduva deka funkcijata ima  

prekin od prv vid vo to~kata 2x = , koj {to ne mo`e da se otstrani.  

b) 
2, 0( )

0, 0
xxf x
x

-ìï <ï=íï ³ïî
. Dadenata funkcija e definirana na celata realna prava.  

Pri toa, taa e konstanta na intervalot ( ),0-¥  od kade zaklu~uvame deka e 

neprekinata vo sekoja to~ka od spomenatiot interval. Isto taka, funkcijata e 

neprekinata vo sekoja to~ka od intervalot (0, )¥   kako koli~nik od neprekinati 

funkcii. Od 20 0

2lim ( ) lim
x x

f x
x- - 
-= =¥  , sleduva deka funkcijata ima  beskone~en 

prekin od vtor vid vo to~kata 0x = .  

v) 

( ) ( )

( )

2

2

1 , ,0 0,1

( ) 0, 0
1 , 1,

x
x

f x x
x

x

ìï Î -¥ Èïïïï= =íïï- Î ¥ïïïî

. Dadenata funkcija e definirana na 

mno`estvote ( ) ( ) ( ),0 0,1 1,-¥ È È ¥ . Taa e neprekinata vo sekoja to~ka od  

( ) ( ) ( ),0 0,1 1,-¥ È È ¥  kako koli~nik od neprekinati funkcii.  

Od 20 0

1lim ( ) lim
x x

f x
x- - 

= =¥  sleduva deka funkcijata ima beskone~en  prekin od 

vtor  vid vo to~kata 0x = .   
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3.237. Najdi gi to~kite na prekin i nivniot vid na slednite funkcii. 

         a) 2
1, 1

( ) 1 , 1 1
1, 0

x
f x x x

x x

ìï <-ïïï= - £ £íïï + >ïïî

;                        b) 

2 , 1 1
( ) 1, 1

1, 1 4

x x
f x x

x x

ìï - £ <ïïï= =íïï - < £ïïî

. 

Re{enie. a) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od { }1 1\ ,-  kako zbir  

i razlika na neprekinati funkcii.  

Od   ( )
1

lim 1
x

f x
--

=  i  ( )
1

lim 0
x

f x
+-

=  sleduva deka funkcijata ima prekin od prv vid   

vo to~kata 1x =-  koj  ne  mo`e da se otstrani. Od ( )
1

lim 0
x
f x

-
=  i  ( )

1
lim 2
x

f x
+

= , 

sleduva deka funkcijata ima prekin od prv vid  vo to~kata 1x =  koj  ne  e 

otstranliv.  b) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od [ ] { }1,4 \ 1-  kako  

razlika na neprekinati funkcii. Od ( )
1

lim 2
x
f x

-
=  i ( )

1
lim 0
x

f x
+

= , sleduva deka 

funkcijata ima prekin od prv vid  vo to~kata 1x =  koj  ne  e otstranliv.  

3.238. Ispitaj ja neprekinatosta vo sekoj x Î  na funkciite: 

a) ( )
sin , 0
1, 0

x xxf x
x

ìï ¹ï=íï =ïî
;   b) ( )

sin , 0
1, 0

x xxxf
x

ìï ¹ï=íï =ïî
. 

Re{enie. a) Funkciite x  i 
sinx
x  se neprekinati vo sekoj { }0 \ 0x Î  pa i f  

e neprekinata vo 0x  kako nivna kompozicija. 

Ostanuva da ja proverime neprekinatosta vo 0 0x = . Funkcijata }e bide 

neprekinata vo 0  ako ( ) ( ) ( )
00

lim lim 0
xx

f x f x f
-+ 

= = . 

Neka 0x + . Zna~i 0x > . Mo`eme da smetame deka ( )0, 2x pÎ pa i sin 0x > . 

Ottuka i 
sin 0x
x > . Zna~i ( )

sinxf x x= , pa ( )
0 0

sinlim lim 1
x x

xf x x+ + 
= = . 

Sega, neka 0x - . Toga{ 0x <  i }e smetame deka ( ),02x pÎ - . Zatoa i sin 0x <  

pa 
sin 0x
x > . Zna~i ( )

sinxf x x= . Spored toa ( )
0 0

sinlim lim 1
x x

xf x x- - 
= = . Bidej}i i 

( ) 10f =  dobivame deka f  e neprekinata vo 0 . Spored toa f  e neprekinata vo 

sekoj x Î . 

b) Na mno`estvoto { }\ 0  funkciite x  i sinx  se neprekinati, pa i f  e 

neprekinata kako niven koli~nik. 
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Da ja ispitame neprekinatosta vo 0 .  

Neka 0x + . Toga{ 0x > , pa mo`eme da smetame deka ( )0, 2x pÎ . Imame 

sin 0x >  pa 
sin sinx x

xx = , t.e. ( )
sinxf x x= . Ottuka ( )

0 0

sinlim lim 1
x x

xf x x+ + 
= = . 

Ako 0x -  toga{ 0x < . Kako i prethodno mo`eme da smetame deka  

( ),02x pÎ - , pa sin 0x < . Spored toa 
sin sinx x

xx = -  i ( )
sinxf x x=- . Ottuka 

( )
0 0

sinlim lim 1
x x

xf x x- - 
=- =- .  

Dobivme deka ( ) ( )
00

lim lim
xx

f x f x
-+ 

¹ , pa funkcijata f  ima prekin vo 0 0x = .  

3.239. Za koi vrednosti na a Î  dadenata funkcija e neprekinata vo sekoja 

to~ka od definicionata oblast. 

 a)  
1, 0( )

, 0

xe xxf x
a x

-ìï ¹ï=íï =ïî
;                             b) 

2
1
, 0( )

, 0
xe xf x
a x

-ìïï ¹ï=íï =ïïî
;    

 v) 

1
(1 ) , 0( )

, 0
xx xf x

a x

ìï + ¹ï=íï =ïî
;                        g) 

(1 ) 1
, 0( )

, 0

nx
xxf x

a x

ì + -ïï ¹ï=íï =ïïî
. 

Re{enie. a) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od { }\ 0  kako 

razlika i  koli~nik od neprekinati funkcii. Od 
0

1lim 1
x

x

e
x
- = , sleduva deka 

funkcijata e neprekinata  vo to~kata 0x =  za 1a = . 

b) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od  { }\ 0  kako koli~nik  i  

kompozicija  od neprekinati funkcii. Od 2
1

0
lim 0x
x
e
-


= , sleduva deka funkcijata e  

neprekinata  vo to~kata 0x =  za 0a = . 

v) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od  { }\ 0  kako zbir, koli~nik  

i kompozicija od neprekinati funkcii. Od 
1

0
lim(1 )x
x

x e


+ = , sleduva deka funkcija-

ta e neprekinata  vo to~kata 0x =  za a e= . 

g) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od { }\ 0  kako koli~nik  i 

kompozicija  od neprekinati funkcii.  
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Od 
0

(1 ) 1
lim

n

x

x
x

+ -
=

( ) ( ) ( )2
1 2

0

1 1
lim

n n n n
n

x

x x x
nx

+ + + + -
=


, sleduva deka funkcijata e 

neprekinata  vo to~kata 0x =  za a n= . 

3.240. Dali postoi realen broj a  takov {to dadenata funkcija e neprekinata 

vo sekoja to~ka od definicionata oblast. 

 a) 
1sin , 0( )

, 0
x xxf x
a x

ìï ¹ï=íï =ïî
;                b) 

2 1, 0
( ) , 0

ax x
f x x x

ì + >ïï=í - £ïïî
. 

Re{enie. a) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od { }\ 0  kako proiz-

vod, koli~nik  i kompozicija  od neprekinati funkcii. Od 
0

1lim sin 0
x
x x

= , sleduva 

deka funkcijata e neprekinata  vo to~kata 0x =  za 0a = ;    

b) Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od  { }\ 0  kako zbir   i proizvod  

od neprekinati funkcii. Od 
0

lim ( ) 0
x

x
-
- =  i 2

0
lim ( 1) 1
x

ax
+

+ =  sleduva deka 

nezavisno od vrednosta na a , funkcijata ima prekin vo to~kata 0x =  .  

3.241. Dali mo`e da se opredeli realniot broj a  taka {to funkcijata f  e 

neprekinata vo 0x  ako: 

 a) ( ) 2 , 0

, 0

x x xf x x
a x

-ìï ¹ï=íï =ïî
 , 0 0x = ; 

 b) ( )

1 , 11
, 1

x xf x x
a x

+ìï ¹-ï= +íï =-ïî
, 0 1x =- ; 

 v) ( )
2 1cos , 0

, 0
xxf x

a x

ìï ¹ï=íï =ïî
 , 0 0x = ? 

Re{enie. a) Imame  

( )
0

20 0
lim lim 0

x

x x

x xf x
x+ +

>

 

-= =   i  ( )
0

2 20 0 0

2lim lim lim
x

x x x

x x xf x
x x- - -

<

  
- -= = =-¥ .  

Zna~i ( ) ( )
00

lim lim
xx

f x f x
-+ 

¹ , pa za sekoj izbor na a  funkcijata ima prekin vo 0 . 

b) Na sli~en na~in kako a) imame  

( )
1 0

1 1 1

1 1lim lim lim 11 1
x

x x x

x xf x x x+ + +

+ >

- - -

+ += = =+ +  i 

( )
( )1 0

1 1 1

1 1lim lim lim 11 1
x

x x x

x xf x x x- - -

+ <

- - -

+ - += = =-+ + .  
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Povtorno ( ) ( )
11

lim lim
xx

f x f x
-+ --

¹  pa za sekoj a Î  funkcijata f  ima prekin vo 1- . 

v) ]e doka`eme deka ne postoi ( )
0

lim
x
f x


. Neka 

1

2
nx n
= p  i 

1
2ny n= p , n Î . 

Toga{ , 0n nx y ¹  za sekoj n Î  i lim lim 0n nn n
x y

¥ ¥
= =  no  

( ) 2lim lim cos 02nn n
f x n

¥ ¥
p= =  i ( ) ( )2lim lim cos 12nn n

f y n¥ ¥
= =p . Zaradi nepostoeweto 

na granicata funkcijata ima prekin vo 0  za sekoj izbor na a . 

3.242. Dali mo`at da se odredat realnite broevi a  i b  taka {to funkcijata  

( ) { 2
2 , 1

, 1
x x

f x
x ax b x

£
=

+ + >
 e neprekinata na  ? 

Re{enie. Na mno`estvoto { }\ 1,1-  funkcijata e neprekinata za sekoj izbor 

na a  i b . Za f  da bide neprekinata vo 1  treba da va`i  

( ) ( ) ( )
11

lim lim 21
xx

f x f x f
-+ 

= = =   

a za da bide neprekinata vo 1-  treba da va`i ( ) ( ) ( )
11

lim lim 21
xx

f x f x f
-+ --

= = =-- .  

Spored toa imame 

( ) ( )2
1 1

lim lim 1
x x

f x a bx ax b+ + 
= = + ++ + , ( ) ( ) ( )

1 1
lim lim 22 1
x x
f x fx- - 

= = =  

i ottuka dobivame 1 2a b+ + = , odnosno 1a b+ = .  

Za 1-  imame  

( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 22 1
x x

f x fx+ +- -
= =- = -   i ( ) ( )2

1 1
lim lim 1
x x

f x a bx ax b- -- -
= = - ++ +   

pa dobivame 1 2a b- + =- , t.e. 3a b- = . Zna~i baranite a  i b  }e bidat re{enie 

na sistemot { 1
3

a b
a b
+ =
- = . Re{enie na posledniov sistem e 2, 1a b= =- , pa tie se 

baranite a  i b . Zna~i funkcijata ( ) { 2
2 , 1

2 1, 1
x x

f x
x x x

£
=

+ - >
 e neprekinata vo sekoj 

x Î . 

3.243. Za koi realni broevi  a  i  b  funkcijata 

3( 1) , 0
( ) , 0 1

, 1

x x
f x ax b x

x x

ìï - £ïïï= + < <íïï ³ïïî

  e 

neprekinata vo sekoja to~ka od definicionata oblast? 
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Re{enie. Funkcijata e neprekinata vo sekoja to~ka od { }\ 0  kako zbir, 

razlika, proizvod  i kompozicija od neprekinati funkcii. Od 3
0

lim ( 1) 1
x

x
-

- =-   i 

0
lim ( )
x

ax b b
+

+ =  sleduva deka funkcijata e neprekinata vo to~kata 0x =  za 1b=- .  

Od 
1

lim ( )
x

ax b a b
-

+ = +  i 
1

lim 1
x

x
+

=  sleduva deka funkcijata e neprekinata vo 

to~kata 1x =  za 1a b+ = , odnosno 2a = .  

3.244. Najdi funkcija koja{to e ograni~ena i ima prekin na segmentot [ ]0,1 .  

Odgovor. Funkcijata ( )

1 1arctg ,1 2
2

12, 2

x
xf x

x

ì æ öï ÷ ¹ï ç ÷çï ÷çïï - ÷÷ç= è øíïï =ïïïî

 e edna takva funkcija. (pro-

verkata se ostava na ~itatelot )  

3.245. Ispitaj ja ramnomernata neprekinatost na funkcijata ( ) sinf x x x=  na 

mno`estvoto [ )0,¥ . 

Re{enie. Dadenata funkcija e neprekinata na [ )0,¥  kako proizvod na dve 

neprekinati funkcii. ]e doka`eme deka f  ne e ramnomerno neprekinata na 

[ )0,¥ . Neka nx n= p  i 
1

ny n n= p+ , za sekoj n Î . Pritoa [ ), 0,n nx y Î ¥ . 

Toga{ 
1 1lim lim lim 0n nn n n

x y n n n n¥ ¥ ¥
- = p- p+ = = . Me|utoa  

( ) ( ) ( ) ( )1 1lim lim sin sinn nn n
f x f y n n n nn n¥ ¥

- = p p- p+ p+ =   

( )( )1 1 1lim sin cos cos sin
n

n n nn n n¥
= p+ p + p =  

( )( ) ( )( )
1sin1 1 1 1 1 1lim 1 sin lim sin lim lim sin 01

n
n n n n

nn nn n n n n n
n

¥ ¥ ¥ ¥
= p+ - = p+ =p + =p¹ . 

Spored toa f  ne e ramnomerno neprekinata na [ )0,¥ . 
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3.5. Asimptoti na funkcija 

 

Opredeli gi asimptotite na slednite funkcii (3.246.-3.258 ) 

3.246. ( ) 1
xf x x= - . 

Re{enie. Od lim ( ) lim 11x x
xf x x¥ ¥

= =- , lim ( ) lim 11x x
xf x x-¥ -¥

= =-  sleduva deka 

pravata 1y=  e horizontalna asimptota.  

Od 
1 1

lim ( ) lim 1x x

xf x x- - 
= =-¥- , 

1 1
lim ( ) lim 1x x

xf x x+ + 
= =¥-  sleduva deka pravata 1x =  

e vertikalna asimptota. Od 
( ) 1lim lim 01x x

f x
x x¥ ¥

= =- , 
( ) 1lim lim 01x x

f x
x x-¥ -¥

= =-  

sleduva deka dadenata funkcija nema kosa  asimptota.  

3.247. 
2 1( ) xf x x
+= . 

Re{enie. Od 
2 1lim ( ) lim

x x
xf x x¥ ¥

+= =¥ , 
2 1lim ( ) lim

x x
xf x x-¥ -¥

+= =-¥  sleduva 

deka dadenata funkcija nema horizontalna asimptota.  

Od 
2

0 0

1lim ( ) lim
x x

xf x x- - 
+= =-¥ , 

2

0 0

1lim ( ) lim
x x

xf x x+ + 

+= =¥  sleduva deka pravata 

0x =  e vertikalna  asimptota.  

Od  
2

1 2
( ) 1lim lim 1

x x

f x xk x x¥ ¥
+= = = , 

2

2 2
( ) 1lim lim 1

x x

f x xk x x-¥ -¥
+= = = ,  

( ) ( )2

1 1
1lim ( ) lim 0

x x
xn f x k x xx¥ ¥

+= - = - = ; ( ) ( )2

2 2
1lim ( ) lim 0

x x
xn f x k x xx-¥ -¥

+= - = - = ,  

zaklu~uvame deka pravata y x=  e kosa  asimptota.  

3.248. 2( )
4 3
xf x

x x
=

- +
. 

Re{enie. Od 2lim ( ) lim 0
4 3x x
xf x

x x¥ ¥
= =

- +
, 2lim 0

4 3x
x

x x-¥
=

- +
 sleduva deka 

pravata 0y =   e horizontalna asimptota.  

Od 
1 1

lim ( ) lim
( 3)( 1)x x

xf x
x x- - 

= =¥
- -

, 
1 1

lim ( ) lim
( 3)( 1)x x

xf x
x x+ + 

= =-¥
- -

,   

3 3
lim ( ) lim

( 3)( 1)x x

xf x
x x- - 

= =-¥
- -

, 
3 3

lim ( ) lim
( 3)( 1)x x

xf x
x x+ + 

= =¥
- -

 sleduva deka 

pravite 1x =  i 3x =  se vertikalni  asimptoti.  
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Od 
( ) 1lim lim 0

( 3)( 1)x x

f x
x x x¥ ¥

= =
- -

 i 
( ) 1lim lim 0

( 3)( 1)x x

f x
x x x-¥ -¥

= =
- -

,  zaklu~uvame 

deka dadenata funkcija nema kosa asimptota.  

3.249. 
3

2( )
9

xf x
x

=
+

. 

Re{enie. Od 
3

2lim ( ) lim
9x x

xf x
x¥ ¥

= =¥
+

, 
3

2lim ( ) lim
9x x

xf x
x-¥ -¥

= =-¥
+

 sleduva 

deka dadenata funkcija nema horizontalna asimptota. Isto taka dadenata funk-

cija nema vertikalna asimptota. 

Od 
2

1 2
( )

lim lim 1
1x x

f x xk x x¥ ¥
= = =

+
, 

2

2 2
( )

lim lim 1
1x x

f x xk x x-¥ -¥
= = =

+
, 

( )1 2lim ( ) lim 0
1x x
xn f x x

x¥ ¥
-= - = =
+

 i ( )2 2lim ( ) lim 0
1x x
xn f x x

x-¥ ¥
-= - = =
+

  

zaklu~uvame deka pravata  y x=  e kosa asimptota.  

3.250. 
3 2

2
2 3 2 4( )

1
x x xf x

x
+ + +=

+
. 

Re{enie. Od 
3 2

2
2 3 2 4lim ( ) lim

1x x
x x xf x

x¥ ¥
+ + += =¥

+
,  

3 2

2
2 3 2 4lim ( ) lim

1x x
x x xf x

x-¥ -¥
+ + += =-¥

+
 sleduva deka dadenata funkcija nema  

horizontalna asimptota. Isto taka dadenata funkcija nema vertikalna asimpto-

ta. 

Od  
3 2

1 3
( ) 2 3 2 4lim lim 2

x x

f x x x xk x x x¥ ¥
+ + += = =

+
,  2

( )
lim 2
x

f x
k x-¥

= = ,    

( ) ( )3 2

1 1 2
2 3 2 4lim ( ) lim 2 3

1x x
x x xn f x k x x

x¥ ¥
+ + += - = - =

+
 i  

( ) ( )3 2

1 2 2
2 3 2 4lim ( ) lim 2 3

1x x
x x xn f x k x x

x-¥ -¥
+ + += - = - =

+
  

zaklu~uvame deka pravata  2 3y x= +     e  kosa  asimptota.  

3.251. 2( ) 1f x x= - . 

Re{enie. Od 2lim ( ) lim 1
x x
f x x

¥ ¥
= - =¥ , 2lim ( ) lim 1

x x
f x x

-¥ -¥
= - =¥   sleduva 

deka dadenata funkcija nema  horizontalna asimptota. Dadenata funkcija nema 

vertikalna asimptota. 
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Od  
2

1
( ) 1lim lim 1

x x

f x xk x x¥ ¥
-= = = ,  2

( )
lim 1
x

f x
k x-¥

= =- ,    

( ) ( )2
1 1lim ( ) lim 1 0

x x
n f x k x x x

¥ ¥
= - = - - = ,          

( ) ( )2
2 2lim ( ) lim 1 0

x x
n f x k x x x

-¥ -¥
= - = - + = ,  

zaklu~uvame deka pravite  y x=  i y x=-  se  kosi  asimptoti.  

3.252. 
2

( )
3

xf x
x

=
+

. 

Re{enie. Od 
2

lim ( ) lim 1
3x x

xf x
x¥ ¥

= =
+

, 
2

lim ( ) lim 1
3x x

xf x
x-¥ -¥

= =
+

  sleduva 

deka pravata 1y=  e horizontalna asimptota. Dadenata funkcija nema vertikalna 

asimptota.  

Od  1 2

( ) 1lim lim 0
3x x

f x
k x x¥ ¥

= = =
+

  i  2
( )

lim 0
x

f x
k x-¥

= = , zaklu~uvame deka dadena-

ta funkcija nema kosa  asimptota.  

3.253. 3 3( ) 1f x x= - . 

Re{enie. Od 3 3lim ( ) lim 1
x x
f x x

¥ ¥
= - =-¥ , 3 3lim ( ) lim 1

x x
f x x

-¥ -¥
= - =¥   sledu-

va deka dadenata funkcija nema horizontalna asimptota. Isto taka, dadenata 

funkcija nema vertikalna asimptota.  

Od  
3 3

1
( ) 1lim lim 1

x x

f x xk x x¥ ¥
-= = =-  ,   2

( )
lim 1
x

f x
k x-¥

= =- ,     

( )3 3
1 lim 1 0

x
n x x

¥
= - + =  i ( )3 3

2 lim 1 0
x

n x x
-¥

= - + =   zaklu~uvame deka pravata  

y x=-  e kosa  asimptota.  

3.254. 2( ) 2xf x e-= + . 

Re{enie. Od 
2lim ( ) lim 2 2x

x x
f x e-

¥ ¥
= + = , 

2lim ( ) lim 2 2x
x x

f x e-
-¥ -¥

= + =   sleduva 

deka pravata 2y=  e horizontalna asimptota. Dadenata funkcija nema vertikal-

na asimptota.  

Od 
2

1
( ) 2lim lim 0

x

x x

f x ek x x
-

¥ ¥
+= = =  i 

2

2
( ) 2lim lim 0

x

x x

f x ek x x
-

-¥ -¥
+= = = ,  zaklu~uvame 

deka dadenata funkcija nema  kosa  asimptota.  

3.255. 1( ) 1 xf x e= - . 
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Re{enie. Od 
1lim ( ) lim 01 xx x

f x e¥ ¥
= =- , 

1lim ( ) lim 11 xx x
f x e-¥ -¥

= =-   sleduva deka 

pravite  0y=   i  1y =  se horizontalni asimptoti.  

Od 
0 0

1lim ( ) lim 1 xx x
f x e- - 

= =¥-  i 
0 0

1lim ( ) lim 1 xx x
f x e+ + 

= =-¥- , sleduva deka pravata 

0x =  e vertikalna asimptota.  

Od  ( )
( ) 1lim lim 01 xx x

f x
x x e¥ ¥

= =-  i ( )
( ) 1lim lim 01 xx x

f x
x x e-¥ -¥

= =- ,     zaklu~uvame deka 

dadenata funkcija nema  kosa  asimptota.  

3.256. 
1

( ) xf x e= . 

Re{enie. Od 
1

lim ( ) lim 1x
x x
f x e

¥ ¥
= = , 

1
lim ( ) lim 1x
x x

f x e
-¥ -¥

= =  sleduva deka prava-

ta 1y=  e horizontalna asimptota.  

Od 
1

0 0
lim ( ) lim 0x
x x

f x e
- - 

= =  i  
1

0 0
lim ( ) lim x
x x

f x e
+ + 

= =¥ , sleduva deka pravata 0x =  e 

vertikalna asimptota.  

Od 

1
( )

lim lim 0
x

x x

f x e
x x¥ ¥

= =  i 

1
( )

lim lim 0
x

x x

f x e
x x-¥ -¥

= = , zaklu~uvame deka dadenata 

funkcija nema  kosa  asimptota.  

3.257. ( ) ln(1 )f x x= + . 

Re{enie. Od lim ( ) lim ln(1 )
x x
f x x

¥ ¥
= + =¥   sleduva deka dadenata funkcija 

nema horizontalna asimptota.  

Od 
1 1

lim ( ) lim ln(1 )
x x

f x x
+ +- -

= + =-¥   sleduva deka pravata 1x =-  e vertikalna  

asimptota.  

Od 
( ) ln(1 )

lim lim 1
x x

f x x
x x¥ ¥

+
= =  i ( )lim ( )

x
f x x

¥
- =¥ , zaklu~uvame deka dadenata  

funkcija nema  kosa  asimptota.  

3.258. sin( ) xf x x= . 

Re{enie. Od 
sinlim ( ) lim 0

x x
xf x x¥ ¥

= =  , 
sinlim ( ) lim 0

x x
xf x x-¥ -¥

= =   sleduva deka 

pravata 0y =  e horizontalna asimptota.  

Od
0 0

sinlim ( ) lim 1
x x

xf x x+ +- -
= =  i 

0 0

sinlim ( ) lim 1
x x

xf x x- -- -
= =  sleduva deka dadenata 

funkcija nema vertikalna asimptota. 

Od 2
( ) sinlim lim 0

x x

f x x
x x¥ ¥

= = , 2
( ) sinlim lim 0

x x

f x x
x x-¥ -¥

= = , zaklu~uvame deka dadenata 

funkcija nema  kosa asimptota.  



236 

IV. Diferencijalno smetawe 

 

4.1.  Definicija  na izvod. Osnovni pravila za diferencirawe 

 

Neka ( ): ,f a b R  i ( )0 ,x a bÎ . Toga{ grani~nata vrednost  

( ) 0 0
0 0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
f x

xD 

+D -¢ = D                                                (1.1) 

(ako postoi)   se vika prv izvod na funkcijata f  vo to~kata 0x . 

Razlikata  0 0( ) ( )y f x x f xD = +D -  se vika narasnuvawe na nezavisno promenlivata  

vo to~kata 0x . 

Desen izvod na funkcijata f  vo to~kata 0x  pretstavuva desnata  grani~na vrednost        

( ) 0 0
0 0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
f x

x++ D 

+D -¢ = D . 

Lev izvod na funkcijata f  vo to~kata 0x  pretstavuva levata  grani~na vrednost      

( ) 0 0
0 0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
f x

x-- D 

+D -¢ = D . 

Ako funkciite f  i g  se definirani na intervalot ( ),a b  i imaat prvvi izvodi  vo 

to~kata ( ),x a bÎ , toga{: 

• ( ) ( )( ( ) ( ))f x g x f x g x¢ ¢ ¢ =  ; 

• ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))f x g x f x g x f x g x¢ ¢ ¢⋅ = ⋅ + ⋅ ; 

• 
( ) ( ) ( ) ( )

2
( )
( ) ( )
f x f x g x f x g x
g x g x

¢ ¢ ¢æ ö ⋅ - ⋅÷ç =÷ç ÷çè ø
, pod uslov ( ) 0g x ¹ . 

 

Zada~i: 

4.1. Opredelete go narasnuvaweto yD  na slednite funkcii za soodvetna 

promena na argumentot: 

      a)  3 2( ) 2 3 1f x x x x= - + + ,  1, 0,1x x= D = . 

      b)  2
2 1( )

1
xf x
x

+=
-

,  2, 0,2x x= D = . 

v) ( ) logf x x= , od 1 1x =  do  2 1000x = . 
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Re{enie.  a) ( ) ( ) 5,752 5 0,752y f x x f xD = +D - = - =  . 

b) 25( ) ( ) 48y f x x f xD = +D - =- .   

v) 3( ) ( ) log1000 log1 log10 3f x x f x+D - = - = = .  

4.2. Ako promenlivata x  dobiva narasnuvawe xD , opredelete  go 

narasnuvaweto na funkcijata: 

    a) ( )f x ax b= + . 

    b) 2( )f x ax bx c= + + . 

    v) ( ) xf x a= . 

Re{enie: a) ( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x a x x b ax b a xD = +D - = +D + - + = D . 

b) ( )2 2( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x a x x b x x c ax bx cD = +D - = +D + +D + - + + =  

( )22 2ax x a x b x x ax a x b= D + D + D =D + D + . 

v) ( )( ) ( ) 1x x x x xy f x x f x a a a a+D DD = +D - = - = -  .  

4.3. Opredelete go, po definicija, prviot izvod  na slednite funkcii vo 

dadenite to~ki:  

      a)  ( ) 3 1f x x= +    vo to~kata 2x =- . 

      b)  1( )f x x=     vo to~kata 1x =- . 

             v)  2
1( )f x
x

=    vo to~kata 1x = . 

      g)  ( ) 1 ln2f x x= +       vo to~kata 1x = . 

      d)   ( ) 2sin3f x x=    vo to~kata 6x p= . 

      |)  ( ) ctgf x x x= +        vo to~kata 4x p= . 

            e)  ( ) ( 1)arcsin 1
xf x x x= - + ,  vo to~kata 1x = . 

      `) ( ) 2xf x = ,    vo to~kata 1x = . 

Re{enie:  a) Od definicijata  sleduva deka  

( )

0 0 0

3 2 1 3 2 1 3 1 3( 2 ) ( 2)
( 2) lim lim lim 3

x x x

x xf x f
f

x x xD  D  D 

- +D + - - + -D -- +D - -¢ - = = = =-D D D
.  

b) Vo ovoj slu~aj imame: 
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( )0 0 0

1 1( 1 ) ( 1) 1( 1) lim lim lim 1
1x x x

f x f x xf
x x x xD  D  D 

+- +D - - - +D D¢ - = = = =-D D D D -  

v)  
( )2

0 0

1 1
(1 ) (1) 1

(1) lim lim 2
x x

f x f x
f

x xD  D 

-
+D - +D¢ = = =-D D .  

g)  
1

0 0

1 ln(2 2 ) 1 ln2
(1) lim lim ln(1 ) 1x

x x

x
f x

x
D

D  D 

+ + D - -¢ = = +D =D .  

d)  Vo ovoj slu~aj imame: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2sin 3 2 cos(3 ) 16 6 2lim lim 2 lim6 x x x

f x f x x
f

x x xD  D  D 

p p p+D - + D - D -p¢ = = =D D D
( )2

0

1 sin 3 1
2 lim
x

x
xD 

- D -= =D ( )( )
2

20

sin (3 )
2 lim

1 sin 3 1x

x
x xD 

- D
=

D - D +

( )20

sin(3 ) sin(3 )
6 lim 6 0 0

3 1 sin 3 1x

x x
x xD 

D D
=- =- ⋅ =D - D +

.   

|)   ( ) ( )
0

ctg ctg4 4 4 4lim4 x

x x
f

xD 

p p p p+D + +D - -p¢ = =D  

( ) ( )
0 0

ctg ctg ctg ctg4 4 4 4lim 1 lim 3
x x

x x x

x xD  D 

p p p pD + +D - +D -
= + =D D .   

e)   
0

1(1 1)arcsin 2(1) lim 4x

xx xf
xD 

+D+D - D + p¢ = =D .  

`)  
1

0
2 2(1) lim 2ln2

x

x
f

x
+D

D 
-¢ = =D .  

4.4. Opredelete gi, po definicija, prvite izvodi vo to~kata x  na 

slednite funkcii:  

a) 2( )f x ax bx c= + + , x ÎR . b) 2( ) 3f x x x= - , x ÎR . 

v) 3( )f x x= , x ÎR .  g) ( ) pf x x= , 0x ¹ . 

d) 3
2( )f x
x

= , { }\ 0x ÎR .  |) 1( ) 1
xf x x
-= + , { }\ 1x Î -R . 

e) ( ) ax bf x e += .   `) ( )f x ax b= + . 

z) 1( )f x ax b= + .  y) ( ) ax bf x cx d
+= + . 

i) 3( )f x ax b= + .  j) ( ) 3 sinxf x x= . 
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k) 1( )f x x= .   l)  ( )f x x x= . 

Re{enie: a) 
0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

xD 

+D -¢ = =D   

2 2 2

0

2lim
x

ax ax x a x bx b x c ax bx c
xD 

+ D + D + + D + - - -= =D
2

0

2lim
x

ax x a x b x
xD 

D + D + D =D
( )

0

2
lim 2
x

x ax a x b
ax b

xD 

D + D + = +D .  

b)  
2 2 2

0 0

( ) ( ) 2 3 3 3( ) lim lim
x x

f x x f x x x x x x x x xf x
x xD  D 

+D - - - D -D + + D + -¢ = = =D D  

( )2

0 0

2 32 3lim lim 2 3
x x

x x xx x x x x
x xD  D 

D - -D +- D -D + D= = =- +D D .      

v)   Za 0x ¹  imame: ( )
3 3

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f x x x xf x
x xD  D 

+D - +D -¢ = = =D D  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 33 33 23

2 30 3 23

2 30 3 23

lim

lim

x

x

x x x x x x x x x

x x x x x x x
x

x x x x x x x

D 

D 

+D - +D + +D +
= =

D +D + +D +
D= =

D +D + +D +

 

( ) ( )
32 230 3 23

1 1lim
3x xx x x x x xD 

= =
+D + +D +

. 

Vo to~kata 0x = , leviot i desniot izvod  se: 

3

0 0

(0 ) (0)
(0) lim lim

x x

f x f xf
x x- -- D  D 

+D - D¢ = = =+¥D D   i   

3

0 0

(0 ) (0)
(0) lim lim

x x

f x f xf
x x+ ++ D  D 

+D - D¢ = = =+¥D D . 

Geometriski, poslednovo zna~i deka tangentata na grafikot na funkcijata f  vo 

to~kata ( )0,0  e pravata 0x = .   

g)    ( )
0 0

( ) ( )
lim lim
x x

p p
xf x x f x x xf x

x xD  D 

-+D - +D¢ = = =D D 2
p
x

- .  

d)  ( )
( )3 3

40 0

2 2
( ) ( ) 6lim lim

x x

xf x x f x x x
f x

x x xD  D 

-
+D - +D¢ = = =-D D  .  

|)  ( )
0 0

1 1
11 2lim lim

( 1)( 1)x x

x x x
xx x xf x

x x x x xD  D 

+D - -- ++D + D¢ = = =D D ⋅ +D + + 2
2

( 1)x +
.  
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e)  ( )
( )( )

0 0

1
lim lim

ax b a xa x x b ax b
ax b

x x

ae ee ef x ae
x a x

+ D+D + + +
D  D 

--¢ = = =D D . 

`)  ( )
0 0

( )( ) ( )
lim lim
x x

a x x b ax bf x x f x
f x

x xD  D 

+D + - ++D -¢ = = =D D  

( )0
lim

2( )x
a x a

ax bx a x x b ax bD 
D= =

+D +D + + +
.  

z)  ( )
0 0

1 1
( ) ( ) ( )

lim lim
x x

ax bf x x f x a x x b
f x

x xD  D 

- ++D - +D +¢ = = =D D  

( ) ( )20
lim

( ) ( )x
a x a

x a x x b ax b ax bD 
- D =-

D +D + + +
.  

y)  ( )
0 0

( )
( ) ( ) ( )

lim lim
x x

a x x b ax b
cx df x x f x c x x d

f x
x xD  D 

+D + +- ++D - +D +¢ = =D D  

( )
( )( ) ( )20

lim
( )x

ad bc x ad bc
x c x x d cx d cx dD 

- D -= =
D +D + + +

.  

i)  
33

0 0

( )( ) ( )
lim lim
x x

a x x b ax bf x x f x
x xD  D 

+D + - ++D -
= =D D  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

3 2 23 33 3

2 23 330

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
lim
x

a x x b ax b a x x b a x x b ax b ax b

x a x x b a x x b ax b ax bD 

+D + - + +D + + +D + + + +

D +D + + +D + + + +
= =  

( ) ( )( ) 232 23 330
lim

3 ( )( ) ( )( ) ( )x
a x a

ax bx a x x b a x x b ax b ax bD 
D= =

⋅ +D +D + + +D + + + +
.  

j)  
0 0

( ) ( ) 3 sin( ) 3 sin
lim lim

x x x

x x

f x x f x x x x
x x

+D

D  D 

+D - +D -
=D D  

( )
0

3 3 sin cos sin cos 3 sin
lim

x x x

x

x x x x x
x

D

D 

D + D -= =D  

( )
0

3 sin 3 cos 1 3 3 sin cos
lim

x x x x

x

x x x x
x

D D

D 

D - + D
= D

0

3 3 sin (cos 1) 3 1 3 3 sin coslim 3 sin
x x x x x

x
x

x x x xx
x x x

D D D

D 

æ öD - - D ÷ç= + + =÷ç ÷ç D D Dè ø
2

0 0 0

3 3 sin ( 1 sin 1) 3 1 3 3 sin coslim 3 sin lim lim
x x x x x

x
x x x

x x x xx
x x x

D D D

D  D  D 

- D - - D= + + =D D D  

2

20
3 3 sin sinlim 3 sin ln3 3 cos

( 1 sin 1)

x x
x x

x
x x x x

x x

D

D 
D=- + + =

D - D +

20
3 sin sin3 sin lim 3 ln3sin 3 cos 3 sin ln3 3 cos

1 sin 1

x
x x x x x

x
x xx x x x x

x x

D

D 
D D=- + + = +D - D +
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k) 
0 0 0

1 1
( ) ( )

lim lim lim
x x x

xf x x f x x x x x x
x x x x x xD  D  D 

-+D - +D - +D= = =D D D +D
  

( )0
1lim 2x

x
x xx x x x x x xD 

-D =-
D +D + +D

.  

l)
0 0

( ) ( ) ( )
lim lim
x x

f x x f x x x x x x x
x xD  D 

+D - +D +D -
= =D D

( )
0

lim
x

x x x x x x x
x xD 

æ ö+D - ÷D +Dç ÷ç + =÷ç D D ÷÷ççè ø
 

( )0 0
lim lim
x x

x x xx x
xx x x xD  D 

D +DD= + DD +D + 2
x xx= + .   

4.5. Doka`i deka funkcijata 
1sin , 0( )

0, 0
x xxf x

x

ìï ¹ï=í =ïïî
  nema izvod vo to~kata 

0x = . 

Re{enie: Po definicija, ( )
0 0

1sin 10 lim lim sin
x x

x xf
x xD  D 

D D¢ = =D D . ]e 

poka`eme deka posledniot limes ne postoi. Gi zemame nizite: ( )1
2 nn Îp N

 i 

( )( )1 2 2 n
n

Î
pp+

N
. Tie konvergiraat kon nulata, no 

0 0
1lim sin lim sin2 01

2
x x

n
n

D  D 
= p=

p
, 

( )1lim sin lim sin 2 11 2
2 2

n n
n

n
¥ ¥

p= p+ =
pp+

. 

4.6. Opredelete, po definicija,  lev i desen izvod  na slednite funkcii vo 

dadenite to~ki:  

 

a)  ( )f x x x=      vo to~kata 0x = . 

b) ( ) 3 6f x x= -      vo to~kata 2x = . 

v) 2( ) 2 1f x x x= - +     vo to~kata 0x = . 

g) 
1 , 0

( ) 1
0, 0
x

x x
f x e

x

ì ¹ïïï= +íï =ïïî
   vo to~kata 0x = . 
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d) 

1
, 0( )

0, 0
xe xf x
x

ìï ¹ï=í =ïïî
    vo to~kata 0x = . 

|) 
1( 2)arctg , 22( )

0, 2
x xxf x

x

ìï - ¹ï -=í =ïïî
  vo to~kata 2x = . 

e) ( ) lnf x x=      vo to~kata 1x = . 

`)  ( ) lnf x x=      vo to~kata 1x = . 

z)  ( ) sin2f x x=     vo to~kata 0x = . 

y) ( ) tgf x x=      vo to~kata 0x = . 

 

Re{enie:   

a) 
0 0 0

( ) ( ) (0 ) (0)
(0) lim lim lim 0

x x x

f x x f x f x f x x
f

x x x- - -- D  D  D 

+D - +D - D D¢ = = = =D D D . 

0 0 0

( ) ( ) (0 ) (0)
(0) lim lim lim 0

x x x

f x x f x f x f x x
f

x x x+ + ++ D  D  D 

+D - +D - D D¢ = = = =D D D .  

b) 
0 0 0

( ) ( ) (2 ) (2) 3
lim lim lim 3
x x x

f x x f x f x f x
x x x- - -D  D  D 

+D - +D - D= = =-D D D , 

 

0 0 0

( ) ( ) (2 ) (2) 3
lim lim lim 3
x x x

f x x f x f x f x
x x x+ + +D  D  D 

+D - +D - D= = =D D D .   

v) 
2

0 0 0

( ) ( ) (0 ) (0) 2
lim lim lim 2
x x x

f x x f x f x f x x
x x x- - -D  D  D 

+D - +D - D - D= = =D D D  , 

 

2

0 0 0

( ) ( ) ( ) (0) 2
lim lim lim 2
x x x

f x x f x f x f x x
x x x+ + +D  D  D 

+D - D - D - D= = =-D D D .     

g)  
1

10 0 0

( ) ( ) 1 1lim lim lim 1
1

x

x x x
x

x
f x x f x e

x x e
- - -

D

D  D  D 
D

D
+D - += = =D D +

,  

1

10 0 0

( ) ( ) 1 1lim lim lim 0
1

x

x x x
x

x
f x x f x e

x x e
+ + +

D

D  D  D 
D

D
+D - += = =D D +

.  

d)  
1

0 0

( ) ( )
lim lim x

x x

f x x f x e
x x- -

D

D  D 

+D -
= =-¥D D ,   
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1

0 0

( ) ( )
lim lim x

x x

f x x f x e
x x+ +

D

D  D 

+D -
= =¥D D   .  

|)  
0 0 0

1arctg( ) ( ) (2 ) (2)
lim lim lim
x x x

xf x x f x f x f x
x x x- - -D  D  D 

D+D - +D - D= = =D D D  

0
1lim arctg 2x x-D 

p= =-D  ,   

0 0 0

( ) ( ) (2 ) (2) 1lim lim lim arctg 2x x x

f x x f x f x f
x x x+ + +D  D  D 

+D - +D - p= = =D D D .  

e)  
0 0 0

ln(1 )( ) ( ) (1 ) (1)
lim lim lim
x x x

xf x x f x f x f
x x x- - -D  D  D 

+D+D - +D -
= = =D D D  

1

0
lim ln(1 ) 1x
x

x
-

D
D 

=- +D =- . 

0 0 0

( ) ( ) (1 ) (1) ln(1 )
lim lim lim 1
x x x

f x x f x f x f x
x x x+ + +D  D  D 

+D - +D - +D
= = =D D D .   

`)  
0 0 0

( ) ( ) (1 ) (1) ln 1
lim lim lim
x x x

f x x f x f x f x
x x x- - -D  D  D 

+D - +D - +D= =- =D D D  

1

0
lim ln(1 ) 1x
x

x
-

D
D 

=- +D =- . 
0 0

( ) ( ) (1 ) (1)
lim lim
x x

f x x f x f x f
x x+ +D  D 

+D - +D -
= =D D  

1

0
lim ln (1 ) 1x
x

x
+

D
D 

+D = .    

z)  
0 0 0

( ) ( ) sin2 2 sin cos
lim lim lim 2
x x x

f x x f x x x x
x x x- - -D  D  D 

+D - D D D= =- =-D D D ,  

0 0

( ) ( ) 2 sin cos
lim lim 2
x x

f x x f x x x
x x+ +D  D 

+D - D D= =D D .    

y)  
0 0 0

( ) ( ) tg sin 1lim lim lim 1
cosx x x

f x x f x x x
x x x x- - -D  D  D 

+D - D D= =- =-D D D D ,  

0 0

( ) ( ) sin 1lim lim 1
cosx x

f x x f x x
x x x+ +D  D 

+D - D= =D D D .       

 

4.7. Poka`ete  deka slednive funkcii imaat beskone~ni izvodi: 

      a)  3( )f x x=   vo to~kata 0x = . 

      b) 
1, 0( )
0, 0
xxf x
x

ìï ¹ï=í =ïïî
  vo to~kata 0x = . 

Re{enie:  a)  Da se vidi zada~ata 4.4. pod v).  
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b)  20 0

1 00 1lim lim
x x

x
x xD  D 

-+D = =¥D D
.   

4.8. Dali slednite funkcii imaat izvod: 

     a) ( ) lnf x x=  vo to~kata 1x = . 

     b) ( ) 3 1f x x= +  vo to~kata 0x = . 

Re{enie:  a) Bidej}i leviot i desniot izvod se razli~ni (da se vidi 

zada~ata 32), sleduva deka funkcijata nema izvod vo to~kata  1x = . 

b) Od 
0 0 0

( ) ( ) 3 1 1 3
lim lim lim 3
x x x

f x x f x x x
x x x- - -D  D  D 

+D - D + - D= = =-D D D  i   

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
x+D 

+D -
=D  

0 0

3 1 1 3
lim lim 3
x x

x x
x x+ +D  D 

D + - D= = =D D  sleduva deka funkcijata nema izvod vo 

to~kata  0x = .  

 4.9. Neka   
( ),

( ) ( ),
g x x a

f x h x x a
ì >ïï=í <ïïî

. Koi uslovi treba da gi ispolnuvaat 

neprekinatite funkcii g  i h , za da funkcijata f  bide diferencijabilna na 

celoto R ? 

 Re{enie. Bidej}i ( ) ( ),f x g x x a= >  i ( ) ( ),f x h x x a= < , 

diferencijabilnosta na g  na ( ),a ¥  i na h  na ( ),a-¥  e potreben i dovolen uslov 

za diferencijabilnost na funkcijata f  na mno`estvoto ( ) ( ), ,a a-¥ È ¥ . Za da f  

bide diferencijabilna vo to~kata a potrebno i dovolno e da ( ) ( )g a h a=  i 

( ) ( )g a h a+ -¢ ¢= , bidej}i ( )
0

( ) ( )
lim
x

g a x g a
f a

x++ D 

+D -¢ = D   i   

( )
0

( ) ( )
lim
x

h a x h a
f a

x-- D 

+D -¢ = D . 

 

 4.10. Neka  

2
, 0

( ) , 0

xe x
f x x ax b x

£ìïï=í + + >ïïî
. 

Opredelete gi vrednostite na a  i b , za da f  bide diferencijabilna na celata 

brojna prava. 
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 Re{enie. Da zabele`ime deka f  treba zadol`itelno da bide neprekinata 

vo nulata, a toa zna~i  
0 00

lim ( ) lim ( ) lim ( ) 1
x xx
f x f x f x

-+ 
= = = , t.e. 

2
0

lim ( ) 1
x

x ax b b
+

+ + = = . Dobivme  1b= . 

Od druga strana, ( ) ( )2
00 xf x ax b a+ =

¢¢ = + + =  i  ( ) ( ) 00 1x
xf e- =

¢¢ = = . Sleduva deka 

( )0f ¢  postoi ako 1a =  i 1b= . Za ovie vrednosti na a  i b funkcijata f  e 

diferencijabilna vo sekoja to~ka od R . 

 4.11. Opredelete gi 1 2 1, ,a a b  i 2b , taka {to funkcijata  

2
1 1

2

2 2

1,
1( ) ln ,

,

a x b x e
f x x x x ee

a x b x e

ìï + <ïïïï= £ £íïï + >ïïïî

 

bide diferencijabilna na R . 

 Odgovor. 1
1
2a =- , 1 2

1
2

b
e

=- , 2 3a e= ,  2
2 2b e=- .   

 

 4.12. Opredelete polinom so najmala stepen ( )g x  takov {to funkcijata f  

da bide diferencijabilna na celo R . 

a)  2
5 , 1

4( )
( ), 1

x x
xf x

g x x

ìï ³ïï +=íï <ïïî
. 

b)  
2 2 , 1

( ) ( ), 1

xx e x
f x g x x

-ì ³ïï=í >ïïî
. 

 Re{enie.  a)  Funkcijata f  e neprekinata pa va`i: 

       211
5lim ( ) lim 1

4xx
xg x
x-+ --

= =-
+

                                                                     (1) 

       21 1
5lim ( ) lim 1

4x x
xg x
x- + 

= =
+

                                                                           (2) 

A bidej}i funkcijata e diferencijabilna, toga{ vo sekoja to~ka leviot i 

desniot izvod se ednakvi, t.e.  

( )

2

122

5(4 ) 3( 1) 54
x

x
g

x
+ =-

-¢ - = =
+

                                                                                    (3) 
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( )

2

122

5(4 ) 3(1) 54
x

x
g

x
- =

-¢ = =
+

                                                                                    (4) 

Polinomot ne mo`e da bide od nula stepen zaradi (1) i (2). 

Ako 1 0( )g x a x a= + , toga{ 1( )g x a¢ = , pa od (1),(2),(3) i (4) go dobivame sledniot 

sistem ravenki:  1 0 1a a- + =- ,  1 0 1a a+ = ,  1
3
5a =  {to nema re{enie. 

Ako 2
2 1 0( )g x a x a x a= + + , toga{ 2 1( ) 2g x a x a¢ = + . Od (1),(2),(3) i (4) go dobivame 

sistemot  ravenki:  2 1 0 1a a a- + =- ,  2 1 0 1a a a+ + = ,  2 1
32 5a a- + = ,  2 1

32 5a a+ = .   

Re{enie na sistemot e: 2 0 0a a= = , 1
3
5a = . Od predhodnata diskusija sleduva deka  

i ovoj slu~aj ne e mo`en. 

Neka 3 2
3 2 1 0( )g x a x a x a x a= + + + , toga{ 2

3 2 1( ) 3 2g x a x a x a¢ = + + . Zamenuvaj}i vo 

(1),(2),(3) i (4) dobivame deka 2 0 0a a= = , 1
6
5a =  i 3

1
5a =- . Taka,  

31 6( ) 5 5g x x x=- + .  b) 
2 22 2

( ) 2 2
e ee eg x x

-- +-= + .   

4.13. Najdete ( )g a¢ , kade {to ( ) ( ) ( )g x x a f x= -  pri  {to funkcijata f  e 

neprekinata vo to~kata x a= . 

 Re{enie. Po definicija,  

( )
( ) ( )

( )
0 0

lim lim ( )
x x

a x a f a x
g a f a x f a

xD  D 

+D - +D¢ = = +D =D . 

Poslednoto ravenstvo sleduva zaradi neprekinatosta na funkcijata f  vo to~kata 

x a= .  

4.14. Poka`ete deka funkcijata ( ) ( )g x x a f x= - , kade  {to funkcijata f  e 

neprekinata vo to~kata x a=  i ( ) 0f a ¹ ,  nema izvod vo to~kata a . 

Re{enie. ]e gi presmetame  desniot i leviot izvod ( )g a+¢  i ( )g a-¢ : 

( )
( )

0
lim ( )
x

a x a f a x
g a f a

x++ D 

+D - +D¢ = =+D , 

( )
( )

0
lim ( )
x

a x a f a x
g a f a

x-- D 

+D - +D¢ = =-D . 

Bidej}i ( ) 0f a ¹ , zaklu~uvame deka funkcijata nema izvod vo to~kata a .   
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4.15. Poka`ete deka funkcijata 1 2( ) nf x x a x a x a= - - -  e neprekinata 

vo to~kite 1 2, , na a a , no nema izvod vo tie to~ki.  

Re{enie. Neprekinatosta e o~igledna.  

1 2( ) lim
i

i i i i i n
i x a

a x a a x a a x a a x a
f a

x++ D 

+D - +D - +D - +D -¢ = =D
 

 

1 2 1 1i i i i i i i na a a a a a a a a a- +=+ - - - - -  , 

1 2( ) lim
i

i i i i i n
i x a

a x a a x a a x a a x a
f a

x-- D 

+D - +D - +D - +D -¢ = =D
 

 

1 2 1 1i i i i i i i na a a a a a a a a a- +=- - - - - -  . 

( ) ( )i if a f a+ -¢ ¢¹ , pa  funkcijata nema izvod vo to~kite 1 2, , na a a .  

 4.16. Poka`ete deka funkcijata ( )

2,
0,
x x

f x x
ì Îïï=í Ïïïî

Q
Q  e diferencijabilna 

samo vo to~kata 0x = . 

 Re{enie. Prvo }e poka`eme deka funkcijata e diferencijabilna vo 

0x = . Neka ( )n nx   e proizvolna niza realni broevi  koja konvergira kon nulata. 

Toga{, od 
( ) 2
n n

nn n

f x x
xx x£ =  imame  

( )
lim 0n
n n

f x
x¥

= , pa sleduva ( )0 0f ¢ = . 

Neka 0x r= ¹  e racionalen broj. ]e poka`eme deka ne postoi 
( ) 2

lim
x r

f x r
x r

-
- . Neka 

( )n nx ÎN  i  ( )n ny ÎN  se nizi od racionalni i iracionalni broevi soodvetno koi 

konvergiraat kon r .  

( ) 2 2 2
lim lim 2n n
n nn n

f x r x r
rx r x r¥ ¥

- -
= =- - , 

( ) 2 20lim lim 2n
n nn n

f y r r ry r y r¥ ¥

- -= ¹- - . 

Bidej}i  gornite limesi se razli~ni, sleduva deka ne postoi 
( ) 2

lim
x r

f x r
x r

-
- , a toa 

zna~i deka funkcijata ne e diferencijabilna vo to~kata 0x r= ¹ . 

Sli~no, }e poka`eme deka funkcijata ne e diferencijabilna vo nitu edna 

iracionalna to~ka. Neka  x s=  e iracionalen broj. ]e poka`eme deka ne postoi 

( )
lim
x s

f x
x s - . Neka ( )n nx ÎN  i  ( )n ny ÎN  se nizi od racionalni i iracionalni broevi 

soodvetno koi konvergiraat kon s .  
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( ) 0lim lim 0n
n nn n

f y
y s y s¥ ¥

= =- - , 

( ) 2
lim lim 0n n
n nn n

f x x
x s x s¥ ¥

= ¹- - . 

Dobivme deka ne postoi grani~nata vrednost: 
( ) ( )

lim
x s

f x f s
x s

-
-  {to zna~i deka 

funkcijata ne e diferencijabilna vo  iracionalnata  to~ka s .  

 4.17. Neka f  e diferencijabilna funkcija vo sekoja to~ka od 

definicionata oblast. Poka`ete deka: 

a)  Ako funkcijata f   e parna, toga{ f ¢  e neparna  funkcija; 

b)  Ako funkcijata f   e neparna, toga{ f ¢  e parna  funkcija. 

v)  Ako funkcijata f   e periodi~na, toga{  i f ¢  e periodi~na   so 

istiot period. 

 Re{enie. a)  Neka ( ) ( )f x f x= - .  

( ) ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x x

f x x f x f x x f x
f x f x

x xD  D 

+D - - -D - -¢ ¢= =- =- -D -D . 

b)  Neka ( ) ( )f x f x=- - .  

( ) ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x x

f x x f x f x x f x
f x f x

x xD  D 

+D - - - -D + -¢ ¢= =- = -D -D .  

v)  Neka ( ) ( )f x f x T= + . 

( ) ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x x

f x T x f x T f x x f x
f x T f x

x xD  D 

+ +D - + +D -¢ ¢+ = = =D D .  

 4.18. Funkcijata f  e diferencijabilna vo to~ka x  ako i samo ako 

narasnuvaweto ( ) ( )f x x f x+D -  mo`e da se napi{e vo oblik: 

( )( ) ( )f x x f x A x x x+D - = D +a D D  

kade {to A  e realen broj a funkcijata ( )xa D  e beskone~no mala koga 0xD  , 

t.e.  ( )
0

lim 0
x

x
D 

a D = .  

 Re{enie. Neka postoi  ( )
0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
f x

xD 

+D - ¢=D .  Toga{ 

( ) ( )
( ) ( )f x x f x

f x x
x

+D - ¢- =a DD   kade  {to ( ) 0xa D    koga  0xD  . Od pslednoto 

ravenstvo imame  ( ) ( )( ) ( )f x x f x f x x x x¢+D - = D +a D D .  
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Obratno, neka   ( )( ) ( )f x x f x A x x x+D - = D +a D D ,  AÎR   i  ( )
0

lim 0
x

x
D 

a D = .  

Odovde sleduva deka  ( )
0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
A f x

xD 

+D - ¢= =D .  

4.19. Neka funkcijata f  ima izvod vo to~kata x a= . Presmetajte  

( ) ( ) ( )( )2 2 2
1 2lim ( )

n
nn f a f a f a nf a

n n n¥
+ + + + + - . 

 Re{enie. Bidej}i f  ima izvod vo to~kata, x a=  za proizvolno 0e> , 

postoi 0d>    taka {to  za 0 x< <d  }e va`i neravenstvoto: 

( )
( ) ( )f a x f a

f ax
+ - ¢- <e  t.e.  ( )( ) ( )f a x f a f a x x¢+ - - <e .  Izbirame N  taka {to 

1
N <d .  Toga{ n N" ³  i { }1,k n" Î   }e va`i 1

n <d  i 2
k
n

<d , pa imame:           

( ) ( )
2 2 2 2 21 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n

k k k k

k k k k kf a nf a f a f a nf a f a
n n n n n= = = =

¢ ¢+ - - £ + - - <e =å å å å  

1
2
n
n
+=e .   Dobivme seka ( )

2 21 1
lim ( ( ) ( ) ) 0

n n

n k k

k kf a nf a f a
n n¥ = =

¢+ - - =å å , t.e.   

( )
( )

2 21 1
lim ( ( ) ( )) lim 2

n n

n nk k

f ak kf a nf a f a
n n¥ ¥= =

¢¢+ - = =å å .   

4.20. Najdete izvod na slednite funkcii:  

a) 2ln3( )f x ex= + ,  b) 3 4( )f x x x x= + + , 

v) 
2

( )
( )
ax bx cf x
m n x
+ +=
+

,  g) 3 333 2 7( ) 3f x x x x x= + + , 

d)  ( ) tg
xf x x= ,   |) ( ) ( sin cos )xf x e a x b x= - , 

e)  arcsin( ) arccos
xf x x= ,  `)  ( ) sin lnf x x x x= . 

Re{enie: a) 2
ln3( )f x
x

¢ =- .   

b) ( ) ( ) ( )3 4
3 42 3

1 1 1( ) 2 3 4
f x x x x x x x

¢ ¢¢¢ = + + = + +  . 

v) 
( )2 2

2 2
( ) ( )( )

( )
( )

ax bx c m n x ax bx c m n x
f x

m n x

¢ ¢+ + + - + + +¢ = =
+

 

2

2( )
ax c
m n x

-=
+

.  
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g)  3 3 332 2 8 6 192 1( ) 3 73 3f x x x x x x x¢ = + + + .  

d)  
2

2

1 tg2 cos( )
tg

xxx xf x
x

-
¢ = . 

|)  ( )( ) ( sin cos ) cos sinx xf x e a x b x e a x b x¢ = - + + =  

( )( sin ( )cos )xe a b x a b x= + + - .  

4.21. Opredelete ja vrednosta na izvodot na funkcijata 
2

( ) ln
xf x x=  vo 

to~kata   x e= . 

Re{enie. 2
2 ln( )

ln
x x xf x

x
-¢ = ;  ( )f e e¢ = . 

4.22. Najdete izvod na funkcijata: 

1 , 2 1
( ) (1 )(2 ), 1 2

(2 ), 2 4

x x
f x x x x

x x

ìï - - < <ïïï= - - £ £íïï - - < <ïïî

. 

Re{enie. Funkciite 1 , (1 )(2 )x x x- - -   i  ( )2 x- -  imaat izvod vo 

soodvetnite oblasti i pritoa 

1, 2 1
( ) 2 3, 1 2

1, 2 4

x
f x x x

x

ìï - - < <ïïï¢ = - < <íïï < <ïïî

.  

]e gi pobarame leviot i desniot izvod na funkcijata vo to~kite 1x =  i 2x = :  

0
1 1(1) lim 1

x
xf

x-- D 
- -D¢ = =-D ;  

( ) ( )
0

1 1 2 1
(1) lim 1

x

x x
f

x++ D 

- -D ⋅ - -D¢ = =-D , 

( ) ( )
0

1 2 2 2
(2) lim 1

x

x x
f

x-- D 

- -D ⋅ - -D¢ = =D ;  
( )

0

2 2
(2) lim 1

x

x
f

x++ D 

- - -D¢ = =D . 

Dobivme deka (1) 1f ¢ =-  i (2) 1f ¢ = . 

Zna~i,  izvodot mo`eme da go zapi{eme kako 

1, 2 1
( ) 2 3, 1 2

1, 2 4

x
f x x x

x

ìï - - < <ïïï¢ = - £ £íïï < <ïïî

.  

 4.23. Presmetajte gi zbirovite:  

  a)  
1

,
n

kx

k
ke x

=
Îå R ,  b)  { }1

1
, \ 1

n
k

k
kx x-

=
Îå R . 
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 Re{enija. a) Ako 0x = , toga{ 
1

( 1)
2

n
kx

k

n n
ke

=

+
=å . Neka 0x ¹ . Ako se 

iskoristi deka 
( )1

1 1
n n x x
kx

x
k

e ee e
+

=

-=å - , dobivame ( )
1 1

n n
kx kx

k k
ke e

= =

¢
= =å å  

( )( ) ( ) ( )
( )

( 2) ( 1)1

2
1 1

1 1

n x n x nx xn x x
x x

e n e n e ee e
e e

+ ++ ¢ - + + - + +-= =- -
. 

b) ( ) ( ) ( )
( )

11
1

2
1 1

1 11
1 1

n nn n n
k k

k k

nx n xxkx x x x

+--
= =

¢ ¢ - + +-= = =å å - -
. 

 4.24. Neka funkcijata f  ima izvod vo to~kata x a= . Presmetajte gi  

slednite granici: 

 

  a) ( )( )1lim ( )
n
n f a f an¥

+ - ; 

  b) ( ) ( )( )1lim 2n
n f a f a n¥

- - ; 

  v) ( ) ( )( )1 1lim
n
n f a f an n¥

+ - - ; 

 g) ( ) ( ) ( )( )1 2lim ( )
n

kn f a f a f a kf an n n¥
+ + + + + - ,  

kade {to k ÎN  sme go fiksirale.  

 

d) 
0

( ) (0)
lim

( )cos (0)

x

x

f x e f
f x x f

-
-

,  0, (0) 0a f ¢= ¹ ; 

|)  
0

( ) (0)
lim

n n

x

a f x x f
x a

-
- , n ÎN . 

Re{enie.  a)  ( )f a¢ . 

b)  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )
( )

1
21lim lim2 212 2

n n

f a f a f ann f a f a n
n

¥ ¥

+ - - ¢
- - = =

-
.  

v)   ( ) ( )( )1 1lim
n
n f a f an n¥

+ - - =
( )1 ( )

lim 1n

f a f an

n
¥

+ -
+  

( )
( )

1( )
lim 21n

f a f a n
f a

n
¥

- -
¢+ = . 
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g)  ( ) ( ) ( )( )1 2lim ( )
n

kn f a f a f a kf an n n¥
+ + + + + - =

( )1 ( )
lim 1n

f a f an

n
¥

+ -
+  

( ) ( )2 ( )( )
2 lim lim2n n

kf a f af a f a nn
k k

n n
¥ ¥

+ -+ -
+ + + ( )

( 1)
2

k k
f a

+ ¢= . 

d)  Ako stavime ( ) ( ) xg x f x e=   i  ( ) ( )cosh x f x x= , imame 

( )
( )

0
0 0

0

( ) (0)( ) (0) lim( ) (0) 0lim lim
( )cos (0) ( ) (0) ( ) (0) 0lim

x
x

x x

x

g x gg x g
f x e f x gx
f x x f h x h h x h h

x x


 



--
¢-

= = = =¢- - -
 

( )

( )

( )

( )

0 00 (0) 0 (0)
0 cos0 (0)sin0 0
f e f e f f

f f f
¢ ¢+ +

= =
¢ ¢-

. 

|)   Neka  ( )
( )

n
f xg x x= , toga{  

0

( ) (0)
lim

n n

x

a f x x f
x a

-
- = 

( ) 2
0 0 0

( ) (0)
( ) ( )

lim lim lim
n n n n n n n

x x x

f x f
g x g ax a x a x a g a ax a x a  

- - ¢= = = ⋅ =- -  

( )
( )

1
2 1

2
( )

( )
n n

n n n
n

f a a nf a a
a f a a nf a a

a

-
-¢ - ¢= = - . 

4.25. Funkciite f  i  g   imaat izvod vo to~kata a . Presmetajte ja 

granicata 
( ) ( ) ( ) ( )

lim
n

f x g a f a g x
x a¥

-
- . 

Re{enie. ( ) ( ) ( ) ( )f a g a f a g a¢ ¢- .   
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4.2. Izvod od slo`ena funkcija 

 

Neka funkcijata ( ) ( ): , ,g a b c d  ima prv izvod vo to~kata ( )0 ,x a bÎ , i neka 

( ): ,f c d R  ima prv izvod vo to~kata ( ) ( )0 ,g x c dÎ . Toga{ prviot izvod  vo 

to~kata 0x  na slo`enata funkcija h f g=  ,  ( ): ,h a b R  postoi i va`i  

( ) ( ) ( )0 0 0( )gh x f g x g x¢ ¢ ¢= ⋅                                                (3.1) 

 

Zada~i: 

4.26.Najdete izvod na slednite funkcii:  

a) ( )( ) nf x ax b= + ,  b) ( )( )
mn

n
a bxf x a bx
+= - , 

v) 44 1( ) 3 1
xf x x
-= + ,  g)  ( )

3
2 2 2
3 3( )f x a x= + , 

d)  ( )( ) 1
nxf x x= - ,  |)  1( ) 1

xf x x x
-= + . 

Re{enie: a) Ako zamenime ax b u+ = , toga{ ( ) nf u u= . Bidej}i 

1( ) nf u nu -¢ =  i ( )u x a¢ = , imame 1( ) ( ) ( ) ( )nf x f u u x an ax b -¢ ¢ ¢= ⋅ = + .  

b)  Zamenuvame 
n
n

a bx ua bx
+ =- , toga{ ( ) mf u u= . Od 1( ) mf u mu -¢ =  i 

( )

1

2
2( )

n

n
nabxu x
a bx

-
¢ =

-
, 

imame 
1 1

1
2 ( )

( ) ( ) ( )
( )

n n m

n m
mnabx a bx

f x f u u x
a bx

- -

+
+¢ ¢ ¢= ⋅ =

-
.  

v) Ako zamenime 1
1

x ux
- =+ , toga{ 44( ) 3f u u= . Bidej}i 

3
4

4 3
4 1 1( ) 3 4 3

f u u
u

-
¢ = =  i 

( )2
2( )
1

u x
x

¢ =
+

, imame 
34

2( ) ( ) ( )
3( 1) ( 1)( 1)

f x f u u x
x x x

¢ ¢ ¢= ⋅ =
+ + -

. 

g) Ako zamenime 
2 2
3 3a x u+ = , toga{ 

3
2( )f u u= . Bidej}i 3( ) 2f u u¢ =  i 3

2( )
3

u x
x

¢ = , 

imame 

2 2
3 3
3( ) ( ) ( ) a xf x f u u x
x
+¢ ¢ ¢= ⋅ = . 

d) 
1

1( ) ( ) ( )
(1 )

n

n
nxf x f u u x
x
-

+¢ ¢ ¢= ⋅ =
-

.  |)  2
11( ) 1 1 (1 )
xx xf x x x x

+-¢ = -+ - +
.  
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4.27.Najdete izvod na slednite funkcii:  

a) ( ) sin(sin )f x x= ,   b)  2( ) cos (cos(3 ))f x x= , 

v)   ( )2 1( ) cos 1
xf x x

-= + ,  g)  1( ) 1 tgxf x x
+= + , 

d)  ( )cos( ) arcsin cos
b a xf x a b x
+= + , ( ), 0,b a x< Î p ,  

|)  ( )2( ) arctg tgf x x= . 

Re{enie: a)  Ako zamenime sinx u= , toga{ ( ) sinf u u= . Bidej}i 

( ) cosf u u¢ =  i ( ) cosu x x¢ = , imame  ( ) cos(sin ) cosf x x x¢ = ⋅ . 

b)  Zamenuvame cos(cos(3 ))x u= , toga{ 2( )f u u= . Od ( ) 2f u u¢ =  i 

( ) 3sin(3 )sin(cos(3 ))u x x x¢ =  (sli~no kako vo zada~ata pod 1)), imame deka 

( ) ( ) ( ) 6sin(3 ) sin(cos(3 )) cos(cos(3 ))f x f u u x x x x¢ ¢ ¢= ⋅ = ⋅ ⋅ .  

v)  Vo ovoj slu~aj, ( ) ( )( )1 1( ) 2cos cos1 1
x xf x x x

¢- -¢ = =+ +  

( ) ( )( ) ( )2
1 1 1 1 12cos sin sin 21 1 1 1(1 )

x x x x
x x x xx x

¢- - - -=- =+ + + ++
. 

g)   Zamenuvame 11 tgx ux
++ = , toga{ ( )f u u= . Od 1( ) 2f u u

¢ =  i 

2 2

1( ) 1cos
u x xx x

-¢ = + , imame deka 
2 2

1( )
1 12 1 tg cos

f x
x xx x x

-¢ =
+ ++

.  

d)  
2 2

( ) cos
a bf x a b x

- -¢ = + .   |)  
( )4 2

2tg( )
1 tg cos

xf x
x x

¢ =
+

. 

4.28.Najdete izvod na slednite funkcii:  

 a)  2( ) 1 lnf x x= + ,  b)  ( )3 3( ) ln sin 4
xf x += , 

 v)  ( )4( ) ln sinf x x= ,  g)  ( ) arctg(ln( ))f x ax b= + , 

 d)   ( )( )( ) ln ln lnf x x= ,  |)  
( )2 2ln 1 arctg( ) 2 2
x xf x

+
= - . 

Re{enie: a)  So smenata 21 ln x u+ = , dobivame:  

( )2
2 2

1 ln( ) 1 ln
2 1 ln 1 ln

xf x x
x x x

¢¢ = + =
+ +

. 
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b)  Vo ovoj slu~aj : 

( )
( )( )

23

31( ) ln sin 433 ln sin 4

xf x
x

¢+¢ = =
+⋅

 

( )
( )

23

31 1 sin3 43 sin3 ln sin 44

x
xx

¢+= ⋅ =++⋅ ( )23

3ctg 4
312 ln sin 4

x

x

+

+⋅
. 

v) Ako zamenime ( )ln sinx u= , toga{ 4( )f u u= . Bidej}i 3( ) 4f u u¢ =  i 

1( ) cossinu x xx
¢ = ⋅ , imame  ( )3( ) 4ln sin ctgf x x x= ⋅ . 

g) 2 2
1 1( ) (ln( ))

1 (ln( )) 1 (ln( ))
af x ax b ax bax b ax b

¢ ¢= + = ⋅ ++ + + +
. 

d) So smenata ( )ln lnx u= , dobivame:  ( )1 1( ) ln(ln )
ln(ln ) ln ln(ln )

f x x
x x x x

¢¢ = ⋅ =
⋅ ⋅

. 

|)  2
arctg( )

1
x xf x

x
-¢ =
+

. 

4.29.Najdete izvod na slednite funkcii:  

 a)  ( )1tg( ) 2 xf x = ,  b)  ln( ) 2
x
xf x = , 

 v)  ( )
xx ee ef x e e= + ,  g)  ( )2 3 2( ) sin x xf x e + -= , 

 d)   sin( ) xf x e= ,  |)  
3sin( ) xf x a= , 

 e)  2
2( ) arcsin

1
xf x
x

=
+

,  `) ( )f x x x x= + + . 

Re{enie: a)  So smenata ( )1tg ux = , dobivame:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1tg1 1tg tg

2 2 2

1 1 1 2 ln2( ) 2 ln2 tg 2 ln2 1 1cos cos

x
x xf x x x xx x

¢ ¢
¢ = ⋅ = ⋅ ⋅ =- . 

b)  Vo ovoj slu~aj :  ( )ln ln
2

ln 1( ) 2 ln2 2 ln2ln ln
x x
x xx xf x x x

¢ -¢ = ⋅ = ⋅ . 

v)  ( )
xx x ex e x e ef x e e e e e¢ = ⋅ + ⋅ ⋅ . 

g)   ( ) ( )2 23 2 3 2( ) cos 2 3x x x xf x e e x+ - + -¢ = ⋅ ⋅ + .  d)   sin
sin
1( ) cos

2
x

x
f x e x

e
¢ = ⋅ ⋅ . 

|)  ( )3 3sin 3 sin 2( ) ln sin ln 3sin cosx xf x a a x a a x x¢¢ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . 
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e)  

( )
( )
( )

( )

( ) ( )

2 2 2

22 22 2 2

2

2 1 4 2 11( )
1 1 121

1

x x x
f x

x x xx
x

+ - -¢ = = =
+ - +-

+

 

 
( )

( )
2 2

2 2
2

2 , 12 1 1
21 1 , 1

1

xx x
x x x

x

ìï <ï- ï += =í- + ï- >ï +ïî

.  Izvodot ne postoi za 1x = . 

`)  ( )1 1 1( ) 1 1 22
f x xx xx x x

é ù¢ = + +ê ú+ë û+ +
.  

4.30. So primena na metodot na logaritmirawe, najdete izvodi na slednite 

funkcii:  

    a) 
( )

( ) ( )

2

3 4
2( )

1 3
xf x

x x
+=

+ +
,    1x >- , b)  ( ) xf x x= ,     0x > ,  

    v)  ( ) xxf x x= ,    0x> ,   g)  ( ) xf x x= ,   0x> , 

 d) ( ) xf x x= ,     0x> ,  |)  2( ) ( 1)xf x x= + ,    1x>- ,  e) 

sin( ) xf x x= ,    0x> ,    `) ( ) (sin )xf x x= ,     ( )0,x Î p  , z) 

( )sin( ) cos xf x x= ,  ( ),2 2x p pÎ - , y) ( )( ) ln xf x x= ,    1x > . 

Re{enie. a) Funkcijata f  mo`e da se zapi{e kako  

( )

( ) ( )

2

3 4
2ln

2ln( 2) 3ln( 1) 4ln( 3)1 3( )
x

x x xx xf x e e
+

+ - + - ++ += = . 

Taka,      ( )2ln( 2) 3ln( 1) 4ln( 3)( ) 2ln( 2) 3ln( 1) 4ln( 3)x x xf x e x x x+ - + - + ¢¢ = ⋅ + - + - + =  

 ( ) ( )2ln( 2) 3ln( 1) 4ln( 3) 2 3 4 2 3 4( )2 1 3 2 1 3
x x xe f xx x x x x x
+ - + - += ⋅ - - = ⋅ - - =+ + + + + +  

 
( ) ( )

2

3 4

( 2) 2 3 4
2 1 31 ( 3)

x
x x xx x

+
= - -+ + ++ +

. 

b)  Bidej}i ln( ) x xf x e= ,  0x > ,  imame ( ) ( )( ) ( ) ln ln 1xf x f x x x x x¢¢ = ⋅ = + . 

v)  Od ravenstvoto ln ln( )
xx xx x xf x e e= = , 0x>  , imame 

( ) ( ) ( )2 1( ) ( ) ln (ln 1)ln ln lnx x xx x x x xxf x f x x x x x x x x x x x xx
-¢¢ = ⋅ = + + = ⋅ ⋅ + + . 

g)  ( )ln ln 2( ) 2
x x x xf x e x x

¢ +¢ = = . 

d)  Od ravenstvoto 
1 ln( ) xxf x e= , 0x>  , sleduva  
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( ) ( )2
1 1( ) ( ) ln 1 lnxf x f x x x xx x

¢
¢ = ⋅ = ⋅ ⋅ - . 

|)  Od ravenstvoto 
2 ln( 1)( ) xxf x e += , 1x >-  , sleduva  

( ) 2 ln( 1)2 2 1( ) ( ) ln( 1) ( 1) 1
x x

f x f x x xx x xx
¢ æ ö+ ÷ç¢ = ⋅ + = + ⋅ ⋅ - ÷ç ÷ç +è ø

. 

e)  ( )sin sin( ) cos lnx xf x x x x x¢ = + . 

`)  ( ) ( )( ) (sin ) ln(sin ) (sin ) lnsin ctgx xf x x x x x x x x¢¢ = ⋅ = + . 

z)  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
sin sin sin( ) cos sin ln cos cos cos ln cos cos
x x xf x x x x x x x x

¢¢ = ⋅ ⋅ = ⋅ - . 

y)  ( ) ( ) ( ) ( )1( ) ln lnln ln lnln ln
x xf x x x x x x x

¢¢ = = + . 

4.31. Sekoja od funkciite 1 2, , nf f f  e razli~na od nula i ima izvod vo 

to~kata x . Doka`ete go ravenstvoto:  
( )

( )1

1
1

( )
( )

n

k n
k k
n

k kk
k

f f x
x

f xf
=

=
=

¢
 ¢

= å


. 

Re{enie. Funkcijata ( )

1
( )

n

k
k

f x f x
=

=   mo`e da se zapi{e kako 1
ln ( )

( )

n

k
k

f x
f x e =

å
= .  

Taka,   ( )( )
1

n

k
k
f x

=

¢
 ( )1

ln ( )

11 1

( ) ( )
( ) ( )

n

k
k

n nnf x k k
k

kk kk k

f x f x
e f x

f x f x
=

== =

¢ ¢å
= =å å .  

4.32.  Neka funkciite f  i  g  imaat  izvod vo to~kata x  i ( ) 0f x > . 

Poka`ete go ravenstvoto: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

ln ( ) ( )
( )

g g x f xf x f x g x f x g x
f x
¢æ ö¢ ÷ç ¢= + ÷ç ÷çè ø

. 

 Upatstvo.  Go koristime pretstavuvaweto  lng g ff e= .  

 

4.33. Presmetajte gi  izvodite na  funkciite vo navedenite to~ki: 

a) 353( ) arctg cos(ln )f x x=   vo to~kata 1x = . 

b) ( )sin( )
xxf x x=       vo to~kata 2x p= . 

  Re{enija. 
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 a) ( )3
2 352 353

1 1 3ln( ) sin(ln )
1 cos (ln )3 arctg cos(ln )

x
f x x xxx
¢ = ⋅ ⋅ - ⋅

+⋅
.  Vo to~kata 

1x =  izvodot iznesuva: ( )1 0f ¢ = . 

b)  So primena na metodot na logaritmirawe, dobivame 

( ) ( ) ( ) ( )( ln(sin ) ln ) sin( ) ( ln(sin ) ln ) ln(sin ) ln ctg 1
x

x x x xf x e x x x x x x xx
⋅ -¢ ¢= ⋅ ⋅ - = - + -  Vo 

to~kata 2x p=  izvodot iznesuva ( ) ( ) ( )22 ln 12 2f
p

p p¢ =- ⋅ +p . 

4.34. Najdete izvod na funkcijata 
2 1sin , 0( )

0, 0
x xxf x

x

ìï ¹ï=í =ïïî
, 

Re{enie. Za 0x ¹ , 1 1( ) 2 sin cosf x x x x¢ = - , a vo to~kata 0x =  imame 

2

0

1sin
(0) lim 0

h

h hf h
¢ = = . Zna~i, 

1 12 sin cos , 0( )
0, 0

x xx xf x
x

ìï - ¹ï¢ =í =ïïî
.  

 4.35. Neka funkcijata f  ima izvod vo to~kata 0x . Presmetaj ja granicata 

( )0

0

1
lim

( )

n

n

f x n
f x¥

æ ö+ ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 ako  0( ) 0f x > . 

Re{enie. 
( ) ( )0

0 0
0

1
1lim lim exp ln( ( )) ln( ( ))

( )

n

n n

f x n
n f x f xnf x¥ ¥

æ ö+ ÷ç ÷ é ùç ÷ = + - =ç ÷ ê úç ë û÷ç ÷÷çè ø
 

( )( )0 0 0
0 0

0

1ln( ( )) ln( ( )) ( )
exp lim exp ln ( ) ( ) exp1 ( )n

f x f x f xn f x f x
f x

n
¥

é ù ¢æ ö+ -ê ú ÷ç¢ ¢= = = ÷çê ú ÷÷çè øê úë û
. 

4.36. Ako realnata funkcija f  ima kone~en izvod vo sekoja to~ka od 

segmentot [ ],a b , dali  toga{  funkcijata f ¢  e ograni~ena na [ ],a b ? 

Re{enie.  Odgovorot e negativen. Na primer,  neka 1, 1a b=- =  i  

[ ]: 1,1f - R  e definirana so  
( ]
[ ]

3 2 1sin , 0,1
( )

0, 1,0
x xxf x

x

ìï Îï=í Î -ïïî
.  Za ( ]0,1x Î , 

( )
1 2 1 23 1 1sin cos2f x x xx x

-¢ = - , a za [ )1,0x Î - , ( ) 0f x¢ = . Bidej}i 

3 2
1 2

0 0 0

1sin(0 ) (0) 1lim lim lim sin 0
x x x

xf x f x xx x x+ + +  

+ -
= = = , imame (0) 0f ¢ = .  Zna~i,  
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( )
( ]
[ ]

1 2 1 23 1 1sin cos , 0,12
0, 1,0

x x xx xf x
x

-ìï - Îï¢ =í Î -ïïî
.  

Funkcujata f ¢  ne  e ograni~ena na [ ]1,1- . Navistina, neka izbereme 1
(2 1)nx n

=
+ p

. 

Nizata ( )n nx  konvergira kon nulata, dodeka ( ) ( )lim lim 2 1nn n
f x n

¥ ¥
¢ = + p=+¥ , 

{to zna~i deka  
0

lim ( )
x
f x


¢ =+¥ .   

Grafikot na funkcijata e pretstaven na slikata    . 

   4.37. Pri koi uslovi funkcijata ( )

1sin , 0
0, 0

nx xxf x
x

ìï ¹ï=í =ïïî
   

a) ima kone~en izvod vo to~kata 0x = ; 

b) ima neprekinat izvod vo to~kata 0x =  ? 

Re{enija: a)  Za da postoi kone~en izvod vo to~kata 0x = , treba  leviot i 

desniot izvod da se ednakvi. Od 1
0 0

1sin 1(0) lim lim sin
n

n
x x

x xf xx x 
-

  
¢ = = , sleduva deka 

tie izvodi postojat koga 1n>  i se ednakvi na nula. Taka, funkcijata f  ima 

kone~en izvod vo to~kata 0x =  koga 1n> . 

b) Kako vo prethodnata zada~a, dobivame deka 

1 21 1sin cos , 0( )
0, 0

n nnx x xx xf x
x

- -ìï - ¹ï¢ =í =ïïî
.  Funkcijata f ¢  e neprekinata vo to~kata 

0x =  ako i samo ako 
00

lim ( ) lim ( ) (0)
xx

f x f x f
-+ 

¢ ¢ ¢= = . 

Limesite 
0

lim ( )
x

f x
+

¢  i 
0

lim ( )
x

f x
-

¢  postojat samo koga 2n>  i tie se ednakvi na nula. 

Od druga strana, ako 2n> , toga{ 
00

lim ( ) lim ( ) 0
xx

f x f x
-+ 

¢ ¢= = . 

 4.38. Najdete izvod na slednite funkcii: 

 a)   2 3 3 2( )f x sh x ch x= + ,   

b)  ( ) ln( )f x chx= , 

v)  ( ) arccos( ) (sin6 )f x thx sh x= + , 

Re{enie. a) 3 2 2( ) 3 ( 2 2 )f x x xsh x chx sh x¢ = + .    b)  ( )f x thx¢ = . 

v) 
( )

( )
2

1( ) (sin6 ) sin6 6cos6 (sin6 )
1
thxf x ch x x xch xchxth x

¢ ¢¢ =- + ⋅ =- +
-

.  
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4.3. Izvod od funkcii {to ne se eksplicitno zadadeni 

(implicitni funkcii) 

 

Ako za funkcijata ( ) ( ): , ,f a b c d  va`at slednite uslovi: 

• ima prv izvod vo to~kata  ( )0 ,x a bÎ ; 

•  monotona na intervalot ( ),a b ; 

• ( )0 0f x¢ ¹ ,  

toga{ postoi inverzna funkcija ( ) ( )1 : , ,f c d a b-   za funkcijata f . Pod gornite 

uslovi, prv izvod na inverznata funkcija 1f -  vo to~kata ( )0 0y f x=  e ednakov na  

( )
( )

1
0

0

1( )f y
f x

- ¢ = ¢ .                                                              (4.1) 

Neka so ravenkata 

( , ) 0F x y =                                                                      (4.2) 

 e definirana edinstvena funkcija ( )y f x= , ( ),x a bÎ . Toga{ velime deka 

funkcijata f  e zadadena implicitno so  ravenkata (4.2) . Prviot izvod na 

implicitno dadenata funkcija f  vo to~kata 0x  e ednakov na  

( )
( )

( )

/
0 0

0 /
0 0

,

,
y

x

F x y
f x

F x y
¢ =- .                                                              (4.3) 

Neka funkciite ( )x x t=  i ( )y y t= , ( ),t Î a b , se diferencijabilni po 

promenlivata t . So preslikuvawe f , taka {to na vrednosta ( )x x t= , ( ),t Î a b  

odgovara  vrednost  ( )y y t= , e opredelena funkcija ( )y f x= , koja se vika 

parametarska funkcija. Prviot izvod na parametarskata  funkcija ( )y f x=  vo 

to~kata 0x  e ednakov na  

( )
( )
( )

/
0

0 /
0

t

t

y t
y x

x t
¢ =- , ( )0 ,t Î a b                                                (4.4) 

kade {to 0 0( )x t x= . Da napomeneme deka formulata (4.4) ima smisol samo za onie 

0t vo  koi funkciite ( )x x t=  i ( )y y t= imaat  prvi  izvodi  i va`i 0( ) 0tx t¢ ¹  .  
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Zada~i: 

 

4.39. Koristej}i go praviloto za diferencirawe na inverzna funkcija, 

najdete izvod na funkciite: 

 a)  3( )f x x= , x ÎR , b)   ( ) arcsinf x x= , ( )0,1x Î , v)   2( ) ln 1f x x= + . 

Re{enie.  a)  Ako stavime 3( )y f x x= = , toga{ 3x y= . Taka funkcijata 

1 3( ) ,f y y y- = ÎR  e inverzna za dadenata  funkcija f . Taa ima izvod 

1 2( ) ( ) 3f y y- ¢ = . Taka,  2 31 2
1 1 1( )

3( ) ( ) 3
f x

yf y x-
¢ = = =¢ ⋅

. 

b) Ako stavime ( ) arcsiny f x x= = , toga{ 2sinx y= . Funkcijata 1 2( ) sinf y y- = , 

( )0, 2y pÎ  e inverzna za dadenata  funkcija f . Taa ima izvod 1( ) ( ) 2sin cosf y y y- ¢ = . 

Taka,  

1 2
1 1 1( )

( ) ( ) 2 12sinarcsin 1 sin arcsin
f x

f y x xx x-
¢ = = =¢ -⋅ -

. 

v)   Za 0x>  inverznata funkcija 1 2( ) 1yf y e- = -  ima izvod  
2

1
2

( ) ( )
1

y

y
ef y
e

- ¢ =
-

. 

Taka, 
2 2

2 2 2
1( )

1 1
y

y
e x xf x
e x x

-¢ = = =
+ +

.   

 

4.40. Najdete gi izvodite na inverznite hiperboliski  funkcii. 

Re{enie. ]e gi razgleduvame inverznite na hiperboliskite funkcii: 

sh : R R ,  [ )ch : 1, ¥R ,  shth ch
xx x=  i  chcth sh

xx x= . 

a) I na~in: Funkcijata sh 2
x xe ex

--=  e strogo monotono raste~ka i surjektivna 

funkcija na R . Spored toa, taa ima inverzna funkcija arsh : R R . Od 

2
x xe ey

--= , sleduva deka 21xe y y= + +  (ravenstvoto 21xe y y= - +  ne se zema 

predvid bidej}i 0xe > ). Odtuka ( )2ln 1x y y= + + , y ÎR , t.e . 

( )2arsh ln 1y y y= + + , y ÎR , pa imame 
2

1arsh
1

x
x

¢ =
+

.  
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II na~in:  Neka arshy x= , toga{   

2 2
1 1 1 1arsh chsh 1 sh 1

x yy y x
¢ = = = =¢ + +

. 

b)  I na~in: Funkcijata ch 2
x xe ex

-+=  e strogo monotona na sekoj od intervalite 

( ],0-¥  i [ )0,¥ . Nejzinite restrikcii na tie intervali gi ozna~uvame so 

( ]ch ch/ ,0- = -¥  i [ )ch ch/ 0,+ = +¥ . Nivnite inverzni funkcii gi oznauvame so 

arch-  i arch+  soodvetno. Tie se neprekinati, strogo monotoni (prvata opa|a~ka, 

a vtorata raste~ka), definirani na [ )1,¥ . Sli~no kako arsh , i ovie funkcii 

mo`eme da gi izrazime so:  2arch ln( 1)y y y- = - - , 1y³   i  

2arch ln( 1)y y y+ = + - , 1y³ , ili kratko so  2arch ln( 1)y y y=  - , 1y³ .  Taka 

imame 
2
1arch

1
x

x
¢ =

-
. 

II na~in:  Neka archy x= , toga{   

2 2
1 1 1 1arch shch ch 1 1

x yy y x
¢ = = = =¢ - -

. 

v)  11arth ln2 1
xx x

+= - , 1x < .      g)  11arcth ln2 1
xx x
+= - ,  1x > .   

 

4.41. Najdete izvod na inverznite na funkciite:  

a) ( ) lnf x x x= + . 

b) 2( ) 3f x x x= + . 

v) sin( ) 2
xf x x= + . 

g) ( ) xf x x e= + . 

Re{enie:. a) ( )1 1( ) 1 11
xf x x

x

- ¢ = = ++
.        b)  ( )1 1( ) 3 2f x x

- ¢ = + .  

v)  ( )1 1 2( ) cos cos 21 2
f x x x
- ¢ = = ++

.            g)  ( )1 1( ) 1 xf x e
- ¢ = + .                                                  

4.42. Opredelete go izvodot na implicitno zadadenite funkcii:     

a)  2 5 10 0x y- - = .  b) 2 2 2x y r+ = . 
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v) 1 0yy xe- + = .  g) 
22

2 2 1yx
a b

+ = . 

  d) 2 2 2 2 2( )x y a x y+ = - . |) 4 22 1 0y y x- - = . 

  e) 2 1 xyy e= + .   `) x y a+ = . 

  z) sin( )y x y= + .  y) sinyx ye= . 

  i) 2 2x y xy a- = .  j) sin cos 1x y y x- = . 

  k)  
2 2x yy e += .   l) y xx y= . 

 Re{enija. a) Barame izvod po x  na levata strana od ravenstvoto i go 

izedna~uvame so nula. Dobivame: 2 5 0y ¢- = , odkade 2
5y ¢ = .   b)  Po 

diferenciraweto po x na dadenoto ravenstvo, dobivame 2 2 0x yy ¢+ =  ili 

xy y¢ =- .  v)   Od 0y yy e xe y¢ ¢- - = , sleduva 1
y
y

ey xe
¢ = - . g)  

2

2
xby
ya

¢ =- .  d)  Od 

( )22 2 2 2x yy a x yy¢ ¢+ = -  sleduva  
( )
( )

2

2
1
1

x a
y
y a

-¢=
+

.  |)   Vo ovoj slu~aj  

3 24 4 2 0y yy x y¢- - = , pa imame 
( )22
yy
y x

¢ =
-

.  e)  Bidej}i  2 ( )xyyy e y xy¢ ¢= + , imame  

2
xy

xy
yey y xe

¢ = - . `)   Od 1 02 2
y

x y
¢

+ =   sleduva  
yy x¢ =- .    z)  

cos( )
1 cos( )

x y
y

x y
+¢=

- +
.   y)  

Vo ovoj slu~aj,  sin sin1 cosy yy e ye y y¢ ¢= + ⋅ , pa imame 
( )sin

1
1 cosyy

e y y
¢ =

+
.    

i) 
2

2
2
2

y xyy
x xy

-¢=
-

.    j)  
sin sin

cos cos
y x x yy x x y

+¢= - .    k)  
2 2

2 2
2

1 2
x y

x y
xey
ye

+

+
¢=

-
.  l)  Od y xx y=  

imame ln lny x x ye e= , pa zatoa ln lny x x y= . Diferencirame po x  i dobivame 

ln lny xy x y yx y¢ ¢+ = + , od kade {to sleduva 
2

2
ln
ln

y xy yy
x xy x

-¢=
-

.  

 

4.43. Opredelete go izvodot na implicitno zadadenite funkcii vo 

soodvetnite to~ki:  

a)  3( ) 27( )x y x y+ = -   vo to~kata (2,1). 

b) 32 1y xy= +  vo to~kata  (1,1). 
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v) 2 2arctg lny x yx = +   vo to~kata  (2,1).. 

 Re{enie.  a)  So diferencirawe dobivame  ( )23( ) 1 27(1 )x y y y¢ ¢+ + = - .  

Stavame 2x =  i  1y=   i dobivame 1
2y ¢ = .   b) 1y ¢ =- . 

v)  So diferencirawe po x  dobivame ,x yy x yx y
+¢= ¹- . Vo to~kata ( )2,1  izvodot 

prima vrednost 2y ¢ = .  

 

4.44. Poka`ete deka funkcijata ln 1xy y- =  ja zadovoluva relacijata 

2 ( 1) 0y xy y¢+ - = . 

 

4.45.  Za parametarskite funkcii ( )x x t=  i ( )y y t=  presmetajte ( )y x¢ : 

  a)  3 33 1, 3 1x t t y t t= + + = - + , 

  b)  
2

3 3
3 3,

1 1
at atx y
t t

= =
+ +

, 

  v)  3,x t y t= = , 

  g)  2
2

11,
1

tx t y
t
-= + =
+

, 

  d) (cos sin ), (sin cos )x a t t t y a t t t= + = - , 

  |)  ( sin ), (1 cos )x a t t y a t= - = - , 

  e)  2lnctg , tg ctgx t y t t= = + , 

  `) 
2 2

1 1arccos , arcsin
1 1

x y
t t

= =
+ +

, 

  z)  2ln 1 , 1 arctgx t y t= + = - . 

 Re{enija. a)  Imame 2 2( ) 3 3, ( ) 3 3x t t y t t¢ ¢= + = -  i so zamena vo 

( )
( )

( )
y ty x
x t
¢¢ = ¢ , dobivame ( )

2

2
1
1

ty x
t

-¢ =
+

. 



4.3. Izvod od implicitni funkcii 

 265

b) Od ( )
( )

( )
( )

( )
( )

3 3

2 23 3

3 1 2 3 2
,

1 1

a t at t
x t y t

t t

- -¢ ¢= =
+ +

, so zamena vo ( )
( )

( )
y ty x
x t
¢¢ = ¢ , dobivame 

( )
( )3

3
2

1 2
t t

y x
t

-¢ =
-

.  v) ( )
6
2

3
y x

t
¢ =

⋅
.   g)  ( )

( )2
1
1

ty x
t t

+¢ =
+

.    

d)  ( )
( )2 1ctg , ,2
ky x t t k+ p¢ = ¹ ÎZ .     |)  ( ) ctg , 2 ,2

ty x t k k¢ = ¹ p ÎZ . 

e)  ( ) ctg2 , ,2
ky x t t kp¢ = ¹ ÎZ .     `) ( ) 2

ty x¢ = . 

z)  ( )
( ) ( )

2
22 2

22

1 , 01 1
111 1 1 , 01 11

tt t tx t
t tt t t

tt

ìï >ï- - ï +¢ = = =í+ ï+ + - <ï- +ïî+

, 

( )
( ) ( )22 2 2

2

1 1 1
11 11

1

y t
tt t t

t

¢ = =
++ +-

+

. Zna~i, ( ) { 1, 0
1, 0
t

y x t
>

¢ = - < .  

  

4.46. Za parametarskite funkcii ( )x x t=  i ( )y y t=  presmetajte ( )y x¢  za 

dadeno t : 

 a)  cos , sint tx e t y e t= =  za 4t p= . 

 b) ( )lntg cos sin , (sin cos )2
tx a t t y a t t= + - = +  za  4t p= . 

 

Re{enija. a) ( )
( )
( )
sin cos sin cos

cos sincos sin

t

t
e t t t ty x t te t t

+ +¢ = = --
. Taka, ( )

4t
y x p=
¢ =¥ .   

b)  ( )

44
tg 1

tty x t p=
p=

¢ = = .  
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4.4. Tangenta i normala na ramninska kriva 

 

Ako funkcijata :( , )f a b   ima prv izvod vo to~kata ( )0 ,x a bÎ , toga{ pravata  

0 0 0( )( )y y f x x x¢- = -                                           (5.1) 

kade {to 0 0( )y f x= , se vika tangenta na grafikot na funkcijata f  vo to~kata 

( )0 0, ( )A x f x . Ako dodatno va`i ( )0 0f x¢ ¹ , toga{ pravata  

0 0
0

1 ( )
( )

y y x x
f x

- =- -
¢                                           (5.2) 

e normala na grafikot na funkcijata f  vo to~kata ( )0 0, ( )A x f x . 

 

 

Zada~i 

4.47. Sostavi ravenka na tangenta i normala na funkcijata: 

      a)   3( ) 4 3f x x x= - +  za 1x = . 

      b)  1( ) 2
xf x x
+= +  vo prese~nite to~ki so parabolata 

2 4 8( ) 16
x xg x + += . 

       v)  1( ) arcsin 2
xf x -=  vo presekot so x- oskata. 

       g)  
21( ) xf x e -=  vo presekot so pravata 1y = . 

       d)  ( ) xf x x=    vo to~kata 1x = .  

 

Re{enie: a) Go nao|ame izvodot na funkcijata vo to~kata 1x = : 

( )1 1f ¢ =- . Ravenkata na tangentata e ( )( )(1) 1 1y f f x¢- = -   t.e.  1y x= - , a na 

normalata 
( )

( )1(1) 1
1

y f x
f

- =- -¢  t.e. 1y x= - . 
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b)  Prese~nite to~ki na krivite se ( )10,2A  i ( )56,4B - . Ravenkite na tangentite na 

funkcijata f   vo to~kite A  i B  se  1
4 2
xy = +  i  13

16 8
xy= +  soodvetno. Ravenkite 

na normalite na funkcijata f   vo to~kite A  i B  se  14 2y x=- +  i  

37916
4

y x=- -  soodvetno.  

 

 

v) Gi barame ravenkite na tangentata i normalata na funkcijata vo to~kata ( )1,0 . 

Od 1( )
(1 )(3 )

f x
x x

¢ =
+ -

, dobivame deka izvodot na funkcijata za 1x =  iznesuva  

1(1) 2f ¢ = . Baranite ravenki se  soodvetno  2 1 0y x- + =   i  2 2 0x y+ - = .  
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g)  Vo to~kata ( 1,1)A -  ravenkite na tangentata i normalata se 2 3 0y x- - =  i 

2 1 0y x+ - =  soodvetno, a vo to~kata (1,1)B  tie se 2 3 0y x+ - =  i 2 1 0y x- - = .  

 

d)  y x= . 
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4.48.  Sostavi ravenka na tangenta na krivata 2 2y x= +  koja e paralelna 

so pravata 2y x= - . 

Re{enie:.Ravenkata na tangentata na krivata 2 2y x= +  vo to~kata  

( )0 0,x y  e 2
0 02 2 0y x x x- + + = . Taa e paralelna so pravata 2y x= -  ako  02 1x = . 

Baranata tangenta e 9 04y x- + = .  

4.49. Od koordinatniot po~etok se povle~eni tangenti na krivata 

2 1y x x= + + . Opredelete gi koordinatite na dopirnite to~ki. 

Re{enie:. Ravenkata na tangentata na krivata 2 1y x x= + +  vo to~kata  

( )0 0,x y  e 2
0 0(1 2 ) 1 0y x x x- + + - = . Taa minuva niz koordinatniot po~etok, pa zatoa   

2
0 1 0x - = , t.e.  0 1x =-  i 0 1x = .  Zna~i, gi barame ravenkite na tangentite na 

krivata 2 1y x x= + +  vo to~kite ( )1,1-  i ( )1,3 . Baranite ravenki se: y x=-   i  

3y x=  .  

 

 

 

 

4.50.  Sostavete ravenka na normala na krivata 2y x= +  vo prese~nata 

to~ka  so krivata y x= . 

Re{enie: To~kite ( )1, 1- -  i  ( )2,2  se prese~nite to~ki. Od druga strana, 

1
2 2

y
x

¢ =
+

, pa zatoa  1( 1) 2y ¢ - =   i  1(2) 4y ¢ = . So zamena vo ravenkata za normala   
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( )
( )0 0

0

1y y x x
f x

- =- -¢  za normalite vo to~kite ( )1, 1- -  i ( )2,2  dobivame 

2 3 0y x+ + =  i  4 10 0y x+ - = .  

4.51. Poka`ete  deka tangentite na hiperbolata 4
2

xy x
-= -  vo nejzinite 

prese~ni to~ki so koordinatnite oski se paralelni. 

Re{enie: Hiperbolata 4
2

xy x
-= -  so koordinatnite oski se se~e vo to~kite 

( )0,2   i  ( )4,0 . Koeficientot na pravecot na tangentata na grafikot na 

funkcijata  vo to~kata ( )0,2  e ( ) 10 2y ¢ = . Isto taka, koeficientot na pravecot na 

tangentata na grafikot na funkcijata  vo to~kata ( )4,0   e ( ) 10 2y ¢ = , {to zna~i 

deka tangentite na hiperbolata 4
2

xy x
-= -  vo vo to~kite ( )0,2   i  ( )4,0   se 

paralelni.   

4.52. Poka`ete deka normalite na parabolata 2 1y x x= - +  vo to~kite  

1 2 3
50, 1, 2x x x= =- =  se se~at vo edna to~ka. 

Re{enie:  Ravenkite ns normalite na krivata 2 1y x x= - +   vo to~kite  

1 2 3
50, 1, 2x x x= =- =  se:  1y x= + ,     10

3 3
xy = +  i  43

4 8
xy=- +   soodvetno.  Tie se 

se~at  vo to~kata ( )7 9,2 2 . 

4.53.. Sostavete ravenka na normala na krivata lny x x=  paralelna so 

pravata 2 2 3 0x y- + = . 

Re{enie: Ravenkata na normalata na krivata lny x x=  vo to~kata 

( )0 0 0, lnx x x  e ( ) ( )0 0 0 0 0ln 1 ln ln 1 0y x x x x x x+ + - + - = . Taa e paralelna so pravata  

2 2 3 0x y- + =  ako 0ln 1 1x + =-  t.e. 2
0x e-= . Zna~i ravenkata na normalata e: 

23 0x y e-- - = .  

 

4.54. Opredelete ja ravenkata  na tangentata  na krivata  
3 1y x x= -  vo 

to~kite so abscisi:   a)  0x =  ,  b)  1x = ,  v)  2x = . 

Re{enie.  Imame (0) 0y = , (1) 0y = ,  (2) 2y =- ,   
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( )23
3 4

3 1
xy
x

-¢=
-

,                                                 (1) 

( )0 1y¢ = ,  ( ) 52 3y ¢ =- .  Sleduva deka ravenkata na tangentata e: 

 a)  y x= ,     v)  5 3 4 0x y+ - = . 

b)  Koga 1x =  formulata (1) nema smisla. Vo toj slu~aj, neposredno 

presmetuvame  
( )231 1

( ) (1)
lim lim1 1x x

y x y x
x x 

- -= =-¥- -
.  

Toa zna~i deka krivata 
3 1y x x= -  vo to~kata (1,0)  ima vertikalna 

tangentata  1x = .           

 

4.55. Sostavete ravenka na tangenta i normala na funkcijata: 

 a)  3 2
1 3 1, 22
tx y tt t

+= = +  vo to~kata (2,2). 

    b)   cos , sinx t t y t t= =  vo to~kata 4t p= . 

 v)     2cos cos2 , 2sin sin2x t t y t t= - = -   vo to~kite  2t p= ,  t =p   i  

3
2t p= . 

Re{enie: a)  Prvo }e ja opredelime vrednosta na t  {to odgovara za 

dadenite vrednosti na x  i y . Zna~i, t  istovremeno gi zadovoluva dvete ravenki:  

3

2

12 ,
3 12 .22

t
t

tt

+ìï =ïïíï = +ïïî
 

Koreni na vtorata ravenka se: 1 1t =  i 2
1
4t =- , a samo 1t =  e re{enie na prvata 

ravenka.  

Za da go najdeme izvodot ( )y x¢  vo to~kata 2x = , ja koristime formulata 

( ) ( )
( )

( )
( )
6

2 2

y t t t
y x

x t t

¢ +
¢ = =

¢ +
 za 1t = . Taka dobivame   ( ) 72 10y ¢ = .  

Ravenkata na baranata tangenta e od oblik  72 ( 2)10y x- = -  t.e. 7 10 6 0x y- + = , a 

ravenkata na normalata od oblik: 62 ( 2)10y x- =- - , t.e. 10 7 34 0x y+ - = . 
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b)  ( ) ( )
2 24. 4 04x y pp+ + p- - = .  

v)  Imame  1, 22t x yp=  = = ; 3, 0t x y=p =- = ;   

3 1, 22t x yp=  = =- ;  3tg 2
t

x
t

y ty
x
¢

¢ = =¢ ; 
2

1x ty p=
¢ =- ;  3

2
1x t

y p=
¢ =  .  

Vo to~kata t =p   ( )3, 0x y=- =  funkcijata xy ¢  ne e opredelena. Ravenkite na 

tangentite vo to~kite 2t p=   i  3
2t p=  }e bidat  1 0x y+ - =   i  3 0x y- - =   

soodvetno.  

Da ja razgledame funkcijata vo okolina na to~kata 3x =- . Bidej}i vo okolinata 

na to~kata t =p  imame 0ty ¢ < , funkciata ( )x y  e neprekinata vo taa okolina i 

va`i 3ctg 2
t

y
y

x tx
y
¢

¢ = =¢ . Ravenkata na tangentata na funkcijata vo to~kata  

0, 3y x= =-   e 3 0x y+ = ⋅   t.e.  3x =-  - tangentata e paralelna so y-oskata. 
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 4.56. Doka`i deka tangentata na lemniskatata cos2ar= q  vo to~kata za 

6
pq=  e paralelna so x- oskata. 

 Re{enie. ]e ja napi{eme ravenkata na lemniskatata vo parametarski 

vid: 

cos cos2 cosx a=r q= q q , 

sin cos2 siny a=r q= q q . 

Imame  ( ) 6
6 4
ax p = ,    ( ) 2

6 4
ay p¢ = ,  

( ) cos sin2 cos2 sin
cos2

ax aq q¢ q =- - q q
q

,    ( ) 26x ap¢ =   i   

 

 ( ) sin sin2 cos2 cos
cos2

ay aq q¢ q =- + q q
q

,  ( ) 06y
p¢ = , 

pa taka ( ) 04
ay ¢ = .  

Ravenkata na baranata tangenta glasi 2 04
ay- = , pa zna~i taa e paralelna so x-  

oskata.  

 

 4.57. Najdete go agolot pod koj se se~at krivite: 

    a)  1( ) 2
xf x x
+= +  i 

2 4 8( ) 16
x xg x + += ; 

    b)  2 2 8x y+ =  i  22y x= . 

 Re{enie. a) Dve prese~ni to~ki: ( )10,2  i ( )56,4- ; aglite vo tie to~ki 

0 0j =  i 1
18arctg31j =  soodvetno. 

b) Dve prese~ni to~ki: ( )2,2  i ( )2,2- ; aglite vo tie to~ki 0 1 arctg3j =j = .   
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4.5.  Izvod od povisok red. Lajbnicova formula. 

 

Neka funkcijata :( , )f a b R  ima prv izvod vo sekoja to~ka ( ),x a bÎ .Toga{ 

funkcijata :( , )f a b¢ R  se vika prv izvod na funkcijata f  na ( , )a b . Ako postoi 

prv izvod na funkcijata f ¢   vo to~kata 0 ( , )x a bÎ , toga{ toj se vika vtor izvod na 

funkcijata f  vo to~kata 0x  i se ozna~uva so ( )0f x¢¢ . Na toj na~in se definiraat i 

treti, ~etvrti, .. ,n- ti izvod na funkcijata f vo to~kata 0x  i se ozna~uvaat  so 

( )0f x¢¢¢ , ( )( )4
0f x , .. , ( )( )0nf x  soodvetno. 

Ako funkciite ( )u x  i ( )v x  imaat izvod od n- ti red, toga{ i funkciite 

( ) ( )u x v xa +b , ,a bÎR  i ( ) ( )u x v x isto taka imaat izvod od n- ti red i va`i: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n n nu v x u x v xa +b =a +b                                         (6.1) 

( ) ( ) ( )

0
( ) ( ) ( ) ( )

n
n k n k k

n
k

uv x C u x v x-
=

= å                                           (6.2) 

Formulata (6.2) se vika Lajbnicova formula. 

 

 

Zada~i: 

 

4.58. Najdi vtor izvod na  funkciite:  

         a) sin( ) xf x xe= . b) 2( ) sinf x x= .  v) ( ) lnf x x x= .   

     g) ( ) arctgf x x= . d) 2( ) xf x xe= .  |) ( ) xf x x= . 

Re{enija:  a) ( ) sin2f x x¢ = ,  ( ) 2cos2f x x¢¢ = .  b) sin( ) (1 cos )xf x e x x¢ = + ,  

sin 2( ) (2cos cos sin )xf x e x x x x¢¢ = + - . v)  ( ) ln 1f x x¢ = + ,  1( )f x x¢¢ = .  g)  2
1( )

1
f x

x
¢ =

+
,  

( )22
2( )

1
xf x
x

-¢¢ =
+

. d) ( )2( ) 1 2xf x e x¢ = + , ( )2( ) 4 1xf x e x¢¢ = + . |)  ( )( ) ln 1xf x x x¢ = + ,  

( )2 1( ) ln 1x xf x x x x -¢¢ = + + .  

 

4.59. Najdi  tret izvod na funkciite:. 

a) ( ) ( 2) xf x x e= - .      b) ( ) ln( )f x ax b= + . 
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Re{enie: a) ( ) ( 1) xf x x e¢ = - , ( ) xf x xe¢¢ = , ( ) ( 1) xf x x e¢¢¢ = + .   

b) ( ) af x ax b
¢ = + ,  

( )2
( ) af x

ax b
-¢¢ =
+

,  
( )

2

3
2( ) af x
ax b

¢¢¢ =
+

.  

 

4.60. Najdi  n- ti izvod na funkciite:  

a) ( ) nf x x= .  b) ( ) xf x e= . 

v) ( ) xf x a= .  g)  ( ) xf x xe= . 

d) ( ) axf x e= .  |) ( ) xf x e-= . 

e) ( ) sinf x x= . ̀ ) ( ) sin( ) cos( )f x ax bx= + . 

Re{enija. a) Ako ( ) nf x x= , toga{ 1( ) nf x nx -¢ = , ( ) 2( ) 1 nf x n n x -¢¢ = - , 

...., ( )( ) !nf x n= .  b) ( )( )n xf x e= . v) ( ) lnxf x a a¢ = , 2( ) lnxf x a a¢¢ = , .. .., ( )( ) lnn x nf x a x= .  

g) ( )( ) ( )n xf x e x n= + .  d) ( )( )n n axf x a e= .  |) ( )( ) ( 1)n n xf x e-= - . 

e) ( )( ) cos sin 2f x x x p¢ = = + , ( )2( ) sin sin 2f x x x p¢¢ =- = + , ( )3( ) cos sin 2f x x x p¢¢¢ =- = + ,  

( )( )( ) sin 2
n nf x x p= + .  `) ( ) ( )( )( ) sin cos2 2

n n nn nf x a ax b bxp p= + + + . 

 

4.61. Proveri deka slednite funkcii gi zadovoluvaat relaciite:  

a) 
22

21 ln 12 2
x xxy x x+= + + + + ,      2 lny xy y¢ ¢= + . 

b) xy xe-= ,    2(1 )xy x y¢ = - . 

v) 
2

arcsin
1

xy
x

=
-

,    2(1 ) 1x y xy¢- - = . 

g) 
2

2
x

y xe-= ,    ( )ln 1xy y y x¢ = - . 

d) sin( arcsin )y n x= ,   2 2(1 ) 0x y xy n y¢¢ ¢- - + = . 

|) arcsinn xy e= ,    2 2(1 ) 0x y xy n y¢¢ ¢- - - = . 

e) cos(ln ) sin(ln )y a x b x= + ,  2 0x y xy y¢¢ ¢+ + = . 

`) 2 sin(5 )xy e x= ,   4 29 0y y y¢¢ ¢- + = . 

Odgovori. a)    . b)   . v)   .g)   .d) .|)ne. e) da. `) da. 
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4.62. So primena na Lajbnicovata formula najdi gi izvodite na dadenite 

funkcii:  

a) 2(2 1)y x x= - ,   (6)y . 

b) 2axy e x= ,   (10)y . 

v) shy x x= ,   (100)y . 

 Re{enija. Ja koristime Lajbnicovata formula: ( )( ) ( ) ( )

0

n
i i n in
n

i
uv C u v -

=
= å . a) 

Vo ovoj slu~aj ( )u x x=  i 2( ) (2 1)v x x= - . Izvodite na u  i v  se:  

( ) 1u x¢ = , ( )( ) 0, 2,3,ku x k= =  , ( ) 4(2 1)v x x¢ = - , ( ) 8v x¢¢ = , ( )( ) 0, 3,4,kv x k= =  .  

Taka, ( ) ( ) ( )26 0 6 1 0 15 0 0 20 0 0 15 0 8 6 0 4 2 1 0 2 1 0y x x x= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ - + ⋅ - = .  

b) ( ) axu x e=  i 2( )v x x= . Kako vo prethodniot primer, koristej}i ja Lajbnicovata 

formula, imame: 

( )( ) ( )102 8 (8) 9 (9) (10) (0) 8 2 2
10 10 20 90ax axe x C u v C u v u v a a x ax e¢¢ ¢= + + = + + . 

v) ( )u x x= , ( ) shv x x= . Izvodite na u  i v  se: 1u¢ = , ( )( ) 0, 2ku x k= ³ , 

( )
sh , 2

( ) ch , 2 1
n

x n k
v x x n k

=ìïï=í = +ïïî
. Toga{ (100)( ) sh 100chy x x x x= + .  

 

4.63. Opredeli go vtoriot izvod na implicitno zadadenite funkcii:  

        a) 2 2 2x y r+ = .    b) 3 0y y x- + = . v) 0yy x e+ + = .   

        g) 2 2y px= .         d) arctgy x y= + ; |) 2 22 4 2 2 0x xy y x y+ + - + - = . 

 Re{enija. a) Dvapati ja diferencirame implicitnata funkcija 

2 2 2x y r+ = , dobivame 2 2 0x yy¢+ =  i 21 0y yy¢ ¢¢+ + = .  Vo poslednoto ravenstvo 

zamenuvame xy y¢ =-  i dobivame: 
2 2 2

3 3
x y ry
y y
+¢¢=- =- . 

b) Diferencirame po x  i  go opredeluvame y¢ : 

23 1 0y y y¢ ¢- + = , odkade  2
1

1 3
y

y
¢ =

-
. 

Diferencirame u{te edna{ po x :  
( )22

6
1 3
yyy
y

¢¢¢ =
-

. Na krajot zamenuvame y¢  i  
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dobivame: 
( )32

6
1 3
yy
y

¢¢ =
-

. 

v) 1
1yy e

¢ =- + ,  
( ) ( )2 31 1

y y

y y
e y ey
e e

¢¢¢ = =-
+ +

.    g)  
py y¢ = ,  

2

3
py
y

¢¢ = .  

d) 21
1
yy
y
¢¢ = +

+
 

2

2 2
1 11yy
y y
+¢= = + , 

( )2

53
2 12 yyy
yy

¢ +¢¢ =- =- . |) 
( )3

3
1

x yy
x y
+ -¢¢=
+ -

.  

 

 4.64. Presmetaj: 

     a)  ( )( )0ny  ako  arctgy x= ;  b) ( )( )1ny  ako  2( 1)ny x= - . 

 Re{enie. a) ]e najdeme nekolku izvodi na funkcijata i }e gi opredelime 

nivnite vrednosti vo nulata: 

 

arctgy x= , (0) 0y = ; 

2
1

1
y

x
¢ =

+
, (0) 1y ¢ = ; 

( )22
2

1
xy
x

¢¢ =-
+

, (0) 0y ¢¢ = ; 

( )32
6 2
1
xy
x
-¢¢¢ =

+
, (0) 2y¢¢¢ =- ; 

 

 

( )

( )
34

42
24 24
1

xy
x

-=
+

,  ( )4 (0) 0y = ; 

( )

( )
2 4

5
52

24 240 120
1
x xy
x

- +=
+

, ( )5 (0) 24y = ; 

( )

( )
3 5

6
62

720 2400 720
1

x x xy
x

- + -=
+

, ( )6 (0) 0y = . 

Koristej}i go principot na matemati~ka indukcija mo`eme da zaklu~ime deka 

( )

( )
0, 2

(0) 1 ( 1), 2 1
n n

n k
y n n k

=ìïï=í - - = +ïïî
. 

b) ( )(1) 2 !n ny n= .  

4.65. Opredeli go vtoriot  izvod xxy ¢¢  na parametarski zadadenite 

funkcii:  

      a)  sintx e t= , costy e t= , ( )0, 2t pÎ ; 

      b)  lnx t= , 3y t= , 0t> ; 

      v)   atx e-= , aty e= , t ÎR ; 

      g)   lnx t= , 1
1y t= - , 0t> , 1t ¹ . 
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Re{enie. a) Za funkcijata imame (cos sin )t
ty e t t¢ = -  i (cos sin )t

tx e t t¢ = + , 

0tx ¢ ¹  na ( )0, 2
p . Dobivame cos sin

cos sinx
t ty t t
-¢ = + . Ponatamu, 

( )
( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )

2

3

sin cos cos sin cos sin sin cos
cos sin 2
cos sin cos sin

x t
xx t t

t

t t t t t t t t
y t ty

e t tx e t t

- - + - - - +¢¢ + -¢¢ = = =¢ + +
.  

b) 23ty t¢ =  i 1
tx t
¢ = , 0tx ¢ ¹  na ( )0,¥ . Dobivame 33xy t¢ = . Ponatamu, 

( ) 2
39 91

x t
xx

t

y ty t
x

t

¢¢
¢¢ = = =¢ .  v)  32 at

xxy e¢¢ =- .  g) 
( )3
(1 )
1xx
t t

y
t
+¢¢ =
-

.   

4.66. Opredeli go tretiot  izvod xxxy¢¢¢  na parametarski zadadenite 

funkcii:  

       a)  costx e t-= , sinty e t-= ; 

     b)  tx e-= , 3y t= ; 

 Re{enie. a) (cos sin )t
ty e t t-¢ = - , (cos sin )t

tx e t t-¢ =- + ,  sin cos
cos sinx
t ty t t
-¢ = + . 

Ponatamu, ( )
( )2

2
cos sinx t

y
t t

¢¢ =
+

, 
( )

( )3
2

cos sin

tx t
xx

t

y ey
x t t

¢¢ -¢¢ = =¢ +
,  

( ) ( )
( )4

4 cos 2sin
cos sin

t

xx t
e t ty
t t

¢ -¢¢ =
+

,  
( ) ( )

( )

2

5
4 2sin cos

cos sin

txx t
xxx

t

y e t ty
x t t

¢¢¢ -¢¢¢ = =¢ +
. 

b) 23ty t¢ = , t
tx e-¢ =- ,  23 t

xy t e¢ =- . Ponatamu, ( ) ( )3 2t
x t
y te t¢¢ =- + ,  

( )
( )23 2x t t

xx
t

y
y te t

x

¢¢
¢¢ = = +

¢
, ( ) ( )2 26 3 1t

xx t
y e t t¢¢¢ = + + ,  

( )
( )3 26 3 1xx t t

xxx
t

y
y e t t

x

¢¢¢
¢¢¢ = =- + +

¢
.  

 4.67. Ako 2
2 1( )

3 1
xf x

x x
+=

- +
, doka`i deka  

( ) ( ) ( )1 2(0) 3 (0) ( 1) (0)n n nf nf n n f- -= - - ,  2n> . 

 Re{enie.  ]e pobarame n- ti izvod na levata i desnata strana na 

ravenstvoto: ( )2 3 1 ( ) 2 1x x f x x- + = + .  So matemati~ka indukcija poka`uvame deka 

za 2n> , va`i ravenstvoto 

( ) ( ) ( )( )2 ( 1) 21 ( ) (2 3) ( ) ( 3 1) 0n n nn n f x x nf x x x f x- -- + - + - + = . 

Vo poslednoto ravenstvo zamenuvame  0x =  i go dobivame baranoto ravenstvo.  
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4.6.  Diferencijal na funkcija. 

 

Ako narasnuvaweto yD  na funkcijata :( , )f a b R  vo to~kata ( )0 ,x a bÎ  mo`e 

da se napi{e vo oblik 

( )0 0( ) ( )y f x x f x A x x xD = +D - = D +a D D                             (7.1) 

za nekoe AÎR  koe zavisi od 0x , no ne i od xD , i va`i ( )
0

lim 0
x

x
D 

a D = , toga{ 

za funkcijata f  velime deka e diferencijailna vo to~kata 0x .  

Da napomeneme deka va`i slednoto tvrdewe: Funkcijata :( , )f a b R  e 

diferencijabilna vo to~kata ( )0 ,x a bÎ  ako i samo ako taa ima prv izvod vo taa 

to~ka. Pritoa, ( )0A f x¢= . 

Diferencijal na diferencijabilna funkcija f vo to~kata x e linearnata 

funkcija ( ):df x R R  od narasnuvaweto na argumentot xD  zadadena so  

( )( )df x x A xD = D , xD ÎR . 

Koristime oznaka dy  ili df . Diferencijalot dx  na identi~nata funkcija 

( )I x x= , x ÎR  e ( )dx x xD =D . Zatoa, koristime oznaka dx x=D .  

Zaradi gornoto tvrdewe, diferencijalot na diferencijabilna funkcija f vo 

to~kata 0x  mo`eme da go pretstavime kako 0 0( ) ( )df x f x dx¢= . 

Ako funkcijata ( )y f x=  e diferencijabilna vo sekoja to~ka od intervalot 

( ),a b , toga{ ( ) ( )df x f x dx¢= , ( ),x a b" Î .  

Ravenstvoto (7.1) mo`e da se zapi{e vo kako: 

( )0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x df x x x+D = + +a D D . 

Ako ( )0 0df x ¹ , toga{ za pribli`no pretstavuvawe na funkcijata vo to~ka 

0x x+D mo`ema da ja koristime formulata: 

0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x df x+D » + .                                     (7.2) 

 

Zada~i: 

4.68. Opredelete gi diferencijalite na slednite funkcii:  
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a) ( ) xf x xe-= ;     b) 
2

2( )
x

f x xe-= ;             v) 

( ) cos(ln ) sin(ln )f x a x b x= + ; g)  ( ) sin( arcsin )f x n x= .  

Re{enie. a) Prviot izvod na funkcijata f  e  ( )( ) 1 xf x x e-¢ = - , pa od  

Formulata ( ) ( )df x f x dx¢= , diferencijalot na f   vo to~kata x  od domenot na 

funkcijata e daden so ( ) (1 ) xdf x x e dx-= - . 

b) Vo ovoj slu~aj 
2

2 2( ) (1 )
x

df x x e dx-= - . 

 

4.69. Opredelete gi diferencijalite na implicitno zadadenite funkcii:  

a) 2 2 2x y r+ = .  b) 3 0y y x- + = . 

v) 0yy x e+ + = .  g) 2 2y px= . 

d) arctgy x y= + ; |) 2 2ln arctgyx y x+ = . 

 Re{enija. a) Ja diferencirame implicitnata funkcija 2 2 2x y r+ = , 

dobivame 2 2 0x yy ¢+ =  t.e. xy y¢ =- . Taka  xdy dxy=- . 

b) Diferencirame po x  i  go opredeluvame y¢ : 23 1 0y y y¢ ¢- + = , od kade  

2
1

1 3
y

y
¢ =

-
.  Diferencijalot e 2

1
1 3

dy dx
y

=
-

. 

v) 1
1ydy dxe=- + .    g)  

pdy dxy= .  d) ( )2
11dy dx
y

= + .   |) 
x ydy dxx y
+= - .  

  

4.70. Presmetejte pribli`no:  

a) 0sin31 . b) 9.0003 . v) ln1.001 .  

g) 3 1.0003 . d)  0.1e .  |)   arctg1.05 . 

Re{enija:  a). Za funkcijata ( ) sin ,f x x=  nejziniot izvod e ( ) cosf x x¢ = . 

Od formulata ( ) ( ) ( )f x x f x f x x¢+D » + D , 0xD  , za 030 6x p= = , 01 180x pD = = , 

sleduva, 0 1 3sin31 sin cos 0.5156 6 180 2 2 180
p p p p» + ⋅ = + = .   

b) Za funkcijata ( ) , 0f x x x= ³  nejziniot izvod e ( ) 1
2f x x

¢ = . Za 4x = ,  
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0.0003xD = , sleduva 19.0003 9 0.0003 3.00005
2 9

» + ⋅ = .  

v) ( ) lnf x x= , 1( )f x x¢ = , 1ln(1.001) ln1 0.001 0.0011» + ⋅ = .   

g) 3 3
3 2
11.0003 1 0.0003 1.0001

3 1
» + ⋅ =

⋅
.   d) 0.1 1.1e » . |)   0.1arctg1.05 0.814

p+» » . 

 

 4.71.  Opredelete go vtoriot diferencijal  2d y   za funkcijata: 

      a)  xy e=  ;  b) 21y x= + ; 

      v)   cos5y x= ; g) sin lny x x= . 

 Re{enie.  a) ( )( ) ( ) ( )2 2( )x x x x xd y d d e d y dx d e dx d e dx e dxdx e dx¢= = = = = = . 

b)  Prvo }e go opredelime prviot diferencijal: 
21

xdxdy
x

=
+

. Potoa,  

( )
( )

2
2 2

2
22 2 32

21
2 1

11 1 1

xx dx x dx
xxdx xdx dxd y d dy d dx dx

xx x x

æ ö+ -¢ ÷ç ÷æ ö æ ö ç + ÷ç÷ ÷ç ç ÷= = = = =÷ ÷ ç ÷çç ç ÷÷ ÷ç ç è ø+è ø è ø+ + +
. 

v) 5sin5dy xdx=- ,  2 225cos5d y xdx=- ; g) ( )2 2
2

2cos sinsin ln x xd y x x dxx x
= - + - .  

 4.72. Opredelete go tretiot diferencijal  3d y   za funkcijata: 

      a)   3sin(2 5)y x= +  ;  b) 2 xy x e-= ; 

      v)   ch5y x= ;  g) 2siny x= . 

 Re{enie.  a) 3 3 324cos(2 5)d y y dx x dx¢¢¢= =- + .   

b) ( )( )33 2 6 6xd y e x x dx-=- - + . 

v) ( )33 shd y x dx= .  g) ( )33 4sin2d y x dx=- . 

 4.73. Opredelete go diferencijalot od dadeniot red    za funkcijata: 

      a)  2 xy x e= ,  10d y ;   

b) shy x x= ,  100d y ; 

 Re{enie. Koistej}i ja Lajbnicovata formula, imame: 

a) ( )( ) ( )1010 2 10 2 1020 90x xd y x e dx x x e dx= = + + .     b)  100 100( sh 100ch )d y x x x dx= + .  
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4.7. Teoremi za sredna vrednost 

 

Teorema na Rol. Ako funkcijata [ ]: ,f a b R  e neprekinata na segmentot [ ],a b , 

diferencijabilna na intervalot ( ),a b  i va`i , toga{ postoi barem eden realen 

broj ( ),a bxÎ , taka {to ( ) 0f ¢ x = . 

Teorema na Lagran`. Ako funkcijata [ ]: ,f a b R  e neprekinata na segmentot 

[ ],a b  i diferencijabilna na intervalot ( ),a b , toga{ postoi barem eden realen 

broj ( ),a bxÎ , taka {to ( )
( ) ( )f b f a

f b a
-¢ x = - . 

Teorema na Ko{i. Neka funkciite f  i g  se neprekinati na segmentot [ ],a b  i 

diferencijabilni na intervalot ( ),a b  i u{te ( ) 0g x¢ ¹ , ( ),x a b" Î , toga{ postoi 

barem eden realen broj ( ),a bxÎ , taka {to 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
f b f af
g b g ag

¢ -x =¢ -x
. 

(Ako ( ) ( )g a g b¹ , toga{ uslovot ( ) 0g x¢ ¹ , ( ),x a b" Î  mo`e da se zameni so 

poslabiot uslov ( )( ) ( )( )2 2 0f x g x¢ ¢+ ¹ , ( ),x a bÎ .) 

 

Zada~i:  

4.74. Poka`ete deka za sekoi 1 2, , na a a ÎR , ravenkata  

1 1cos cos( 1) cos 0n na nx a n x a x-+ - + + =  

ima barem edno re{enie  vo intervalot ( )0,p . 

Re{enija.  Funkcijata 

1
1( ) sin sin( 1) sin 01

n na a
f x nx n x a xn n

-= + - + + =-    

e neprekinata na [ ]0,p , diferencijabilna na ( )0,p  i go zadovoluva uslovot  

(0) ( ) 0f f= p = . Spored teoremata na Rol, postoi ( )0,cÎ p  takvo {to ( ) 0f c¢ = , t.e 

1 1cos cos( 1) cos 0n na nc a n c a c-+ - + + = , {to i treba{e da se poka`e.  

4.75. Proverete dali slednite funkcii gi ispolnuvaat uslovite na 

teoremata na Rol vo dadenite segmenti: 



4.7. Teoremi za sredna vrednost 

 283

      a) 1
1( ) sin sin( 1) sin 01

n na a
f x nx n x a xn n

-= + - + + =-   na segmentot 

0, 2
pé ù

ê úë û , 

      b) ( ) 2f x x= -   na segmentot [ ]1,3 , 

      v) 3 2( )f x x=  na segmentot [ ]1,1- , 

      g)  ( ) lnsinf x x=  na segmentot 5,6 6
p pé ù
ê úë û . 

Re{enija: a)  Ne, bidej}i  (0) ( )2f f p¹ . Imeno vrednosta ( )2f
p   zavisi od 

koeficientite , 1,2, ,ia i n=  . 

b) Ne, bidej}i funkcijata nema prv izvod vo to~kata 2x = . 

v) Ne, bidej}i funkcijata nema prv izvod vo to~kata 0x = .  

( )
3 2

30 0
10 lim lim

x x
xf
x x- -- D  D 

D¢ = = =-¥D D
, 

( )
3 2

0
0 lim

x
xf
x++ D 

D¢ = =+¥D .   

g) Da.  

4.76. Ako 1 2 1na x x x b+< < < < <  se nuli na polinomot P  na segmentot 

[ ],a b , toga{ postoi to~ka ( ),c a bÎ  takva {to  ( )( ) 0nP c = . 

Re{enie: Na sekoj od segmentite [ ]1, , 1,i ix x i n+ =   se ispolneti uslovite 

od teoremata na Rol za polinomot P , pa postojat barem n  to~ki ic  takvi {to 

( ) 0iP c¢ = .  Na sekoj od segmentite [ ]1, , 1, 1i ic c i n+ = -  se ispolneti uslovite od 

teoremata na Rol za polinomot P ¢ , pa postojat barem 2n-  to~ki id  takvi {to 

( ) 0iP d¢¢ = , 1, 2i n= - .  Ja povtoruvame postapkata 1n-  pati i dobivame 

( )2 2n n- - =  to~ki , 1,2i ix =  takvi {to ( )( )1 0, 1,2.n
iP i- x = =  Ja primenuvame 

teoremata na Rol za polinomot ( )1nP - na segmentot [ ]1 2,x x , pa postoi barem edna 

to~ka ( )1 2,cÎ x x  takva {to ( )( ) 0nP c = , {to treba{e da se poka`e.   

4.77. Na intervalite ( )2,2-  i ( )2,3  odredi gi to~kite vo koi tangentite na 

grafikot na funkcijata 2( ) ( 4)( 3)f x x x= - -  se horizontalni. 

Re{enie. Dadenata funkcija gi zadovoluva uslovite na teoremata na Rol  
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na segmentite [ ]2,2-  i [ ]2,3 . Od 2( ) 3 6 4f x x x¢ = - -  sleduva deka ( ) 0f x¢ =  za 

( )1
3 21 2,23c -= Î -  i ( )2

3 21 2,33c += Î . Vo to~kite 1c  i 2c  tangentite na 

grafikot na funkcijata 2( ) ( 4)( 3)f x x x= - -  se horizontalni.  

4.78. Poka`i deka na intervalot ( )0,1   mno`estvoto to~ki vo koi 

tangentite na grafikot na funkcijata 
sin , 0

( ) 0, 0
x xxf x x

pì >ïï=í =ïïî
 se horizontalni e 

beskone~no. 

Re{enie. Bidej}i ( ) 0f x =  za 1,x kk= ÎN , teoremata na Rol mo`eme da ja 

primenime na sekoj od segmentite 1 1,1k k
é ù
ê ú+ë û

, k ÎN . Sleduva deka postojat 

beskone~no mnogu  to~ki kx ,  1 1
1 kk k<x <+  vo koi izvodot na funkcijata e nula. 

 

 4.79. Doka`ete deka ravenkata 3 4 5x x x+ =  ima na R  edinstveno re{enie 

2.x =  

 Re{enie. Neka ( ) ( )3 4( ) 15 5
x x

f x = + - , Rx Î . Ako ravenkata ( ) 0f x =  ima dva 

korena, toga{ spored teoremata na Rol, za nekoe cÎR  }e imame ( ) 0f c¢ = . No, 

( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 4 4 3 4 4( ) ln ln ln 05 5 5 5 5 5 5
x x x x

f x¢ = + < + < , x" ÎR .  

 4.80. Ako funkcijata ( ): ,f a b R  go zadovoluva sledniot uslov 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , px x a b f x f x C x xÎ  - £ -  

kade {to 0C >  i 1p> , toga{ taa e konstantna. Poka`i! 

Re{enie. Funkcijata f  e diferencijabilna bidej}i za sekoj ( )1 ,x a bÎ  

imame 
( ) ( ) 11 2

1 2
1 2

0pf x f x
C x x

x x
--

£ - 
-

 koga 2 1x x . Isto taka imame  deka  

( )1 0f x¢ = .  

Na sekoj segment [ ]1 2,x x  mo`eme da ja primenime teoremata na Lagran`, 

pa za nekoe ( )1 2,t x xÎ  }e va`i ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 0f x f x x x f t¢- = - = . Zna~i, ( ) ( )1 2f x f x=  

za proizvolni dve to~ki od ( ),a b .  
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4.81. Neka funkcijata f  e neprekinata na segmentot [ ]0,1  i 

diferencijabilna na ( )0,1 . Doka`i deka postoi ( )0,1cÎ  taka {to 

( ) (1 )
(1) (0) 2

f c f c
f f

¢ ¢+ -
- = . 

Re{enie. Neka ( )
( ) ( )1

2
f x f xg x - -= , [ ]0,1x Î . Postoi izvodot 

( )
( ) ( )1

2
f x f xg x
¢ ¢+ -¢ = , ( )0,1x Î . Ja primenuvame teoremata na Lagran` za 

funkcijata g  i dobivame:   

(1) (0) ( )g g g c¢- = , ( )0,1cÎ . 

Zna~i,  

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 1
2 2

f f f f- -- =
( ) ( )1

2
f c f c¢ ¢+ -

,  

t.e. 

( ) ( )1 0f f- =
( ) ( )1

2
f c f c¢ ¢+ -

, 

{to treba{e da se doka`e.  

 4.82. Neka [ ]: ,f a b R e neprekinata funkcija, diferencijabilna na ( ),a b  

i neka ( )f a a= , ( )f b b= . Doka`ete deka postojat ,u v  takvi {to a u v b< < <  i 

( ) ( )

1 1 2
f u f v

+ =¢ ¢ . 

 Re{enie. Zaradi neprekinatosta na f  postoi ( ),c a bÎ   taka {to 

( ) ( )
( ) 2 2

f a f b a bf c
+ += = . Ja primenuvame teoremata na Lagran` na segmentite [ ],a c  

i [ ],c b  i nao|ame broevi ,u v  takvi {to a u c v b< < < <   i  
( ) ( )

( )
f c f a

f u c a
-¢ = - , 

( ) ( )
( )

f b f c
f v b c

-¢ = - . Lesno se proveruva deka va`i: 
( ) ( )

1 1 2
f u f v

+ =¢ ¢ . 

 4.83. Neka funkcijata f e neprekinata na [ ],a h a h- + , diferencijabilna 

na ( ),a h a h- + . Doka`ete deka postoi ( )0,1qÎ  taka {to: 

         a) ( )( ) ( )
( )

f a h f a h
f a h f a hh

+ - - ¢ ¢= +q + -q ; 

         b)  ( )( ) 2 ( ) ( )
( )

f a h f a f a h
f a h f a hh

+ - + - ¢ ¢= +q - -q . 



IV. Diferencijalno smetewe 

 286

 Re{enie.  a) Ja razgleduvame funkcijata ( ) ( ) ( )g t f a th f a th= + - -  na 

segmentot [ ]0,1 . Spored teoremata na Lagran`, postoi ( )0,1qÎ  taka {to 

( ) ( ) ( )( )(1) (0) 1g g g f a h f a h h¢ ¢ ¢- = q ⋅ = +q + -q . Taka, dobivame  

( )( ) ( ) (1) (0)
( )

f a h f a h g g
f a h f a hh h

+ - - - ¢ ¢= = +q + -q . 

b) Ja primenuvame teoremata na Lagran` na funkcijata 

( ) ( ) ( ) 2 ( )g t f a th f a th f a= + + - -  na segmentot [ ]0,1 , pa postoi ( )0,1qÎ  taka {to 

( ) ( ) ( )( )(1) (0) 1g g g f a h f a h h¢ ¢ ¢- = q ⋅ = +q - -q . Zna~i, 

( )( ) 2 ( ) ( ) (1) (0)
( )

f a h f a f a h g g
f a h f a hh h

+ - + - - ¢ ¢= = +q - -q .  

 4.84. Neka funkcijata f  e neprekinata na [ ]0,2  , postoi f ¢¢ na ( )0,2  i neka 

(0) 0f = , (1) 1f = ,  (2) 2f = . Poka`ete deka postoi ( )0,2cÎ  taka {to ( ) 0f c¢¢ = . 

 Re{enie. Ja primenuvame teoremata na Lagran` na sekoj od segmentite 

[ ]0,1  i [ ]1,2 , pa }e postojat ( )1 0,1c Î  i ( )2 1,2c Î  taka {to: ( )1(1) (0) 1f f f c¢- = ⋅  i 

( )2(2) (1) 1f f f c¢- = ⋅ , t.e. ( )1 1f c¢ = i ( )2 1f c¢ = . Ja razgleduvame funkcijata f ¢  na 

segmentot [ ]1 2,c c . Taa gi ispolnuva uslovite na teoremata na Rol, pa postoi 

( )0,2cÎ  taka {to ( ) 0f c¢¢ = . 

 4.85. Neka funkciite ( ): ,f a b R  i ( ): ,g a b R imaat izvodi na ( ),a b  i 

neka ( ) ( ) ( ), ,f x g x x a b¢ ¢= " Î . Poka`ete deka postoi C ÎR  taka {to ( ),x a b" Î ,  

( ) ( )f x g x C= + . 

 Re{enie. Funkcijata ( ): ,h f g a b= - R  ima izvod na ( ),a b  i va`i 

( ) 0h x¢ = , ( ),x a b" Î . Neka fiksirame ( )0 ,x a bÎ  i neka 0x x¹  e proizvolno. 

Funkcijata h  gi ispolnuva uslovite na teoremata na Lagran`, pa postoi 

( )0,x xqÎ  taka {to ( ) ( ) ( )( )0 0 0h x h x h x x¢- = q - = . Dobivme deka ( ),x a b" Î , 

( ) ( )0h x h x=  t.e. ( )h x C= .  

4.86.  Doka`ete deka ako funkcijata :f R R  go zadovoluva uslovot     

( ) ( ) 0f x f x¢¢ + =  za sekoj x , toga{ postoi konstanta k  taka {to ( ) ( )2 2( ) ( )f x f x k¢ + =  

za sekoj x  i u{te f  e ograni~ena funkcija. 
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Re{enie. Neka ( ) ( )2 2( ) ( ) ( )g x f x f x¢= + . Od ( ) ( ) ( )( )( ) 2 0g x f x f x f x¢ ¢ ¢¢= + =  i 

zada~ata 4.85. sleduva deka ( ) ( )2 2( ) ( ) ( )g x f x f x k¢= + = . Tvrdeweto deka f  e 

ograni~ena funkcija sleduva od neravenstvoto:  ( ) ( )2 2( ) ( ) ( )f x f x f x k¢£ + = .  

4.87. Opredelete ja klasata funkcii so osobina: 

      a)  ( ) ( )f x f x¢ =  za sekoj x . 

      b)   ( )(1 ) ( ) 0,x f x f x¢+ -a = aÎR ,  ( )1,x bÎ - , 

      v)   ( ) ( ) 0f x f x¢¢ + =  za sekoj x . 

    Re{enie.  a) Poznato ni e deka ( )x xe e¢ = , x" ÎR . Dali postoi druga 

funkcija so taa osobina?  Neka  f  takva {to ( ) ( )f x f x¢ = , x" ÎR . Ja razgleduvame 

funkcijata  ( )
( )
x
f x

g x e= . Taa e diferencijabilna na R  nejziniot izvod e 

( )
2

( ) ( )
( ) ( ) 0

x x
x x

x
f x e f x e

g x f x e f x e
e

¢ -¢ = = - = , x" ÎR . Spored zada~ata 4.85..  g    e 

konstantna funkcija t.e. 
( )
x
f x

Ce = . Zna~i, sekoja funkcija so osobina ( ) ( )f x f x¢ = , 

x" ÎR  e od oblik  ( ) xf x Ce= .  

b) Poznato ni e deka ( )(1 ) (1 )1x xx
a a¢ a+ = ++ , 1x" ¹- , t.e za funkcijata 

( )1y x a= +  va`at uslovite na zada~ata.  Dali postoi druga funkcija so taa 

osobina?  Neka  f  takva {to ( )(1 ) ( ) 0,x f x f x¢+ -a = aÎR ,  ( )1,x bÎ - . Ja 

razgleduvame funkcijata  ( )
( )

( )
1
f x

g x
x a=

+
. Taa e diferencijabilna na ( )1,b-  i 

nejziniot izvod e ( )
1

(1 ) ( ) ( )
0

(1 )
x f x f x

g x
x a+
¢+ -a¢ = =
+

, ( )1,x bÎ - . Spored zada~ata 4.85. , g    

e konstantna funkcija t.e. ( )
( )

( )
1
f x

g x C
x a= =

+
. Zna~i, sekoja funkcija so osobina 

( )(1 ) ( ) 0,x f x f x¢+ -a = aÎR , ( )1,x bÎ -  e od oblik  ( ) (1 )f x C x a= + . 

v) Neka f  e proizvolna funkcija koja go zadovoluva uslovot ( ) ( ) 0f x f x¢¢ + =  za 

sekoj x  i neka 1(0)f C=  i 2(0)f C¢ = . ]e poka`eme deka  ( ) 1 2cos sinf x C x C x= + , 
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x" ÎR . Ja razgleduvame funkcijata ( ) 1 2( ) cos sing x f x C x C x= - - . Funkcijata g  

go zadovoluva uslovot ( ) ( ) 0g x g x¢¢ + = , pa kako vo zada~ata 4.86. poka`uvame deka 

postoi konstanta C , taka {to ( )( ) ( )2 2( )g x g x C¢ + = , x" ÎR . Od ( )0 (0) 0g g¢ = =  

sleduva deka 0C = , pa imame deka ( ) 0g x = , x" ÎR , t.e. ( ) 1 2cos sinf x C x C x= + , 

x" ÎR .   

 4.88. Opredelete funkcija ( ): ,f a b R  {to ima izvod na ( ),a b  i go 

zadovoluva uslovot: 

  a)  D$ ÎR , ( ),x a b" Î ,  ( )f x D¢ = ; 

b)  ,D E$ ÎR , ( ),x a b" Î ,  ( )f x Ex D¢ = + . 

 Re{enie. a) Ja razgleduvame funkcijata  ( )g x Dx= . Taa e 

diferencijabilna na R  i va`i ( ) ( ) ( ), ,f x g x x a b¢ ¢= " Î . Spored zada~ata 4.85. 

postoi C ÎR  taka {to ( ),x a b" Î ,  ( ) ( )f x g x C Dx C= + = + . 

b) Vo ovoj slu~aj ja razgleduvame funkcijata  ( ) 21
2g x Ex Dx= + . Kako pod a), 

dobivame deka ( ) 21
2f x Ex Dx C= + + .  

 4.89. Neka :f R R  e nekonstantna,  periodi~na funkcija i 

diferencijabilna na R . Doka`ete deka postoi pozitiven realen broj a   taka 

{to za sekoj period 0T ¹  va`i T a³ . 

 Re{enie. Da go pretpostavime sprotivnoto, t.e. neka ( )n nT ÎN  e niza 

periodi za funkcijata koja konvergira kon 0 . Neka x ÎR  e proizvolno. Toga{, 

( )
( ) ( )

lim 0n
n n

f x T f x
f x T¥

+ -¢ = = . Spored  zada~ata 4.85.  ( 0)g = , dobivame deka f  e 

konstantna funkcija.  

 4.90. Doka`ete gi neravenstvata: 

    a) sin sinx y x y- £ - , ,x y ÎR ; 

    b) arctg arctgx y x y- £ - , ,x y ÎR ; 

    v) lnx y x yx
x y y
- -< < ,  0 y x< < ; 

   g) 1 1( ) ( )n n n nny x y x y nx x y- -- < - < - . 

 Re{enie. Neka y x< .  
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a) Ja razgleduvame funkcijata ( ) sinf x x= . Taa e neprekinata i ima kone~en izvod 

na segmentot [ ],y x . Spored Lagran`ovata terema na segmentot [ ],y x , postoi 

( ),c y xÎ  taka {to sin sin ( )cosx y x y c- = - ,  odkade e   

sin sin cosx y x y c x y- = - ⋅ £ - . 

b) Koristej}i ja Lagran`ovata terema na segmentot [ ],y x  imame: 

2
( )

arctg arctg
1
x y

x y
c

-
- =

+
, y c x< <  , odkade se dobiva 

arctg arctgx y x y- £ - . 

v) Koristej}i ja Lagran`ovata terema na segmentot [ ],y x  imame: 

( )
ln ln

x y
x y c

-
- = , 0 y c x< < < . Odovde go dobivame neravenstvoto  

( ) ( )
ln

x y x yx
x y y
- -

< < .  

g) Ja razgleduvame funkcijata  ( ) nf x x=  na segmntot [ ],y x . Taa e neprekinata i 

ima kone~en prv izvod ( ) 1nf x nx -¢ =  na dadeniot interval.  Spored Lagran`ovata 

terema na segmentot [ ],y x , postoi  ( ),c y xÎ  taka {to ( ) 1( ) ( ) nf x f y
f c ncx y

-- ¢= =- . 

y c x< < ; 

1 1 1n n ny c x- - -< < ; 

1 1 1n n nny nc nx- - -< < ; 

1 1( ) ( )n nf x f y
ny nxx y

- --
< <- ; 

1 1
n n

n nx yny nxx y
- --< <- . 

Na krajot se dobiva: 

( ) ( )1 1n n n nny x y x y nx x y- -- < - < - .  

4.91. Doka`ete ja formulata  arcsin arccos 2x x p+ = . 

Re{enie. Ja razgleduvame funkcijata ( ) arcsin arccosf x x x= +  na 

segmentot [ ]1,1- . Taa e diferencijabilna na intervalot ( )1,1-  i 

( )
2 2

1 1 0
1 1

f x
x x

¢ = - =
- -

, za sekoj ( )1,1x Î - . Toga{,  f    e konstantna funkcija, 

t,e  arcsin arccosx x C+ = , za sekoj ( )1,1x Î - . Za da go opredelime C , zemame, na 
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primer 0x =  i dobivame 2C p= . Isto taka, so neposredna proverka, dobivame 

( )1 2f p = .  

 4.92. Doka`i deka ako funkcijata f , definirana na kone~en ili 

beskone~en interval ( ),a b , ima ograni~en izvod, toga{ taa e ramnomerno 

neprekinata na ( ),a b . 

 Re{enie. Za sekoi dve to~ki ( )1 2, ,x x a bÎ , spored formulata na Lagran` 

imame 

( )2 1 2 1 2 1( ) ( )f x f x f c x x M x x¢- = - £ - , 

kade {to M  e taka izbran da ( )f x M¢ £ , ( ),x a b" Î . 

Neka 0e>  e proizvolno i neka M
ed< , toga{ za 2 1x x- <d  }e imame 

2 1 2 1( ) ( )f x f x M x x- £ - <e , {to treba{e da se poka`e.  

 4.93. Funkcijata :( , )f a b R , ,a bÎR  ima vtor izvod na 

( , )a b i
( )

( )

,
sup
x a b

f x
Î

¢¢ <+¥ . Doka`ete deka funkcijata f  e ramnomerno neprekinata 

na ( , )a b . 

 Re{enie. Neka ( )0 ,x a bÎ  e proizvolno fiksirana i ( ),x a bÎ , 0x x¹ . Za  

funkcijata f ¢  va`at uslovite na teoremata na Lagran` na [ ]0,x x , pa postoi 

( )1 0,x xq Î  taka {to ( ) ( ) ( )( )0 1 0 ( )f x f x f x x M b a¢ ¢ ¢- = q - < - , kade {to 

( )
( )

,
sup
x a b

M f x
Î

¢¢= .  Dobivame deka za ( ),x a b" Î , ( )f x C¢ < . kade {to 

( )0 ( )C f x M b a¢= + - . Kako vo predhodnata zada~a poka`uvame deka f  e 

ramnomerno neprekinata na ( , )a b .  

 4.94. Neka funkcijata f  e diferencijabilna na [ ]0,1 , (0) 0f =  i za nekoe 

0k>  e to~no neravenstvoto ( ) ( )f x k f x¢ £ , [ ]0,1x" Î . Doka`ete deka toga{ 

( ) 0f x = , [ ]0,1x" Î . 

 Re{enie. Neka [ ]10, 0,12x k
é ùÎ Çê úë û  i n ÎN  se dadeni. So primena  na 

teoremata na Lagran` n-pati, dobivame: 
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  ( ) ( ) ( )1 1 1
1( ) ( ) (0) 2f x f x f f x k f x f¢= - = x £ x £ x = ( ) ( ) ( )2 1 2 1 22

1 1
2 2 2

kf f f¢ x x £ x x £ x £  

( )1
2n nf£ x , kade {to ( )1 0,xx Î , ( )1 0,i i+x Î x , 1,2, , 1i n= - . Bidej}i funkcijata 

f  e ograni~ena na [ ]0,1 , i n  proizvolen priroden broj, sleduva deka ( ) 0f x = , 

[ ]0,1x" Î .  

 4.95. Dali teoremata na Ko{i mo`e da se primeni na funkciite   

2( ) 2f x x x= + , 3( )g x x= , [ ]1,1x Î - ? 

 Re{enie. Da. ]e ja odredime to~kata x  koja go zadovoluva uslovot 

( )
( )

(1) ( 1)
(1) ( 1)
f f f
g g g

¢- - x= ¢- - x
, ( )1,1xÎ - . Od 2

2 23 1
1 1 3

x++ =+ x
, dobivame ( )1

1 13 1,16
+x = Î -  i 

( )2
1 13 1,16
-x = Î - .  

 4.96. Neka funkcijata f e neprekinata na [ ],a h a h- + , diferencijabilna 

na ( ),a h a h- + . Ako postoi ( )f a¢¢ , doka`ete deka  

         20

( ) 2 ( ) ( )
( ) lim

h

f a h f a f a h
f a

h

+ - + -¢¢ = . 

 Re{enie. Neka ( ) ( ) 2 ( ) ( )g t f a th f a f a th= + - + -  i 2( ) ( )h t th= , ( )0,1t Î . 

Spored teoremata na Ko{i za sredna vrednost, postoi ( )0,1q Î  taka {to 

(1) (0) ( )
(1) (0) ( )
g g g
h h h

¢- q
= ¢- q

, t.e.   
( ) ( )

2 2
( ) 2 ( ) ( )

2

f a h h f a h hf a h f a f a h
h h

¢ +q - -q+ - + -
= =

q
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

22

f a h f a h f a h f a f a h f a
h h h

¢ ¢ ¢ ¢ ¢æ ö+q - -q +q - -q - ÷ç ÷ç= = + ÷çq q -q ÷÷ççè ø
. Ako pu{time 

0h , bidej}i po pretpostavka postoi ( )f a¢¢ , imame 

20

( ) 2 ( ) ( )
( ) lim

h

f a h f a f a h
f a

h

+ - + -¢¢ = .   
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      4.8.  Lopitalovo pravilo 

 

Neka cÎR  ili e eden od simbolite +¥ i -¥ . Izrazot 
( )
( )
f x
g x

e neopredelen od 

oblik
" "0
0 vo x c=  ako lim ( ) 0

x c
f x


= i lim ( ) 0

x c
g x


= . Izrazot 

( )
( )
f x
g x

e neopredelen od 

oblik
" "¥
¥  vo x c=   ako lim ( )

x c
f x


=¥  i lim ( )

x c
g x


=¥ .  

Lopitalovo pravilo. Neka funkciite f  i g  se diferencijabilni vo sekoja to~ka 

od intervalot ( ),a b , osven mo`ebi vo to~kata ( ),c a bÎ . Ako ( ) 0g x¢ ¹  za x c¹  i 

ako 
( )
( )
f x
g x

e neopredelen izraz od oblik
" "0
0 ili  

" "¥
¥  vo x c= , toga{ va`i  

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x c x c

f x f x
g x g x 

¢
= ¢                                                         (9.1) 

pod uslov da postoi 
( )

lim
( )x c

f x
g x

¢
¢ .  

Lopitalovoto pravilo va`i i ako 
( )

lim
( )x c

f x
g x

¢
=¥

¢
. 

 

Zada~i: 

 

4.97. So primena na Lopitalovoto pravilo, opredelete gi slednite 

grani~ni vrednosti:  

    a) 
0
cos 3 1lim 2x
x x
x

+ - ;  b)  
0
lncoslim , , 0lncosx

ax a bbx
¹ ; 

    v)  
1

1lim 1
n

x
x
x

-
- ;   g)   

0
1lim

x

x
a
x
- ; 

    d)  
cos

0
lim

x
x xx
xe
e e- - ;  |)  sin0

sinlim x xx
x x
e e
-
-

;                               
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Re{enie:  a)  Funkciite ( ) cos 3 1f x x x= + -   i ( ) 2g x x=  se diferencijabilni na 

interval {to ja sodr`i nulata. Izrazot e od oblik 0
0  koga 0x , pa imame 

0 0
cos 3 1 sin 3 3lim lim2 2 2x x
x x x
x 

+ - - += = .  

I vo narednite zada~i uslovite za Lopitalovoto pravilo se ispolneti, pa imame: 

b)  
0 0 0

sin
lncos sin coscoslim lim limlncos sin sin cos

cos
x x x

a ax
ax a ax bxax
bx b bx b bx ax

bx
  

- ⋅= = ⋅-
.   

v)  
1

1 1
1lim lim1 1

n n

x x
x nx nx

-

 
- = =- .   g)  

0 0
1 lnlim lim ln1

x x

x x
a a a ax 

- = = .  

d) 
cos cos cos

0 0
sinlim lim 2

x x x
x x x xx x
xe e x xe e
e e e e- - 

-= =- + .  

|) sin sin sin 2 sin0 0 0
sin 1 cos sinlim lim lim

cos sin cosx x x x x x xx x x
x x x x
e e e x e e x e x e  
- -= = =
- - ⋅ + ⋅ - ⋅

 

sin sin 3 sin0
coslim 1

cos 3cos sin cosx x x xx
x

e x e x x e xe
= =

+ ⋅ + ⋅ -
.  

4.98.  Opredelete gi slednite grani~ni vrednosti : 

     a)  
2

2
3 2 2lim

1x
x x
x+¥
+ -
-

;  b) 3lnlim , 0bx
x b
x+¥

> ; 

     v)  lnlnlim lnx
x
x+¥

;   g)  
2

lim xx
x
x e+¥ + ; 

     d)  
ln( )

lim
ln( )

x

xx

ae b
ce d+¥

+
+

;   |)  lim
m
xx
x
a+¥

. 

Re{enie: Izrazite se od oblik ¥¥  koga  x¥ , i uslovite na Lopitalovoto 

pravilo se ispolneti, pa imame : 

a) 
2

2
3 2 2 6 2 6lim lim 32 21x x
x x x

xx+¥ +¥
+ - += = =
-

.      

b) 1

3
3ln 3lim lim lim 0b b bx x x
x x
x bx bx-+¥ +¥ +¥

= = = .  

v)  
1

1lnlim lim 01 lnx x
x x

x
x

+¥ +¥
= = .  g)  

2 2 2lim lim lim 01x xxx x x
x x
x e ee+¥ +¥ +¥

= = =+ + .  

d) 
ln( )

lim lim lim 1
ln( )

x
x x x

x xxx x x
x

ae
ae b ae b ace

ce acece d
ce d

+¥ +¥ +¥

+ += = =
+

+
.   
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|)  
( )

1 !lim lim lim 0ln ln
m m
x mx xx x x
x mx m
a a a a a

-

+¥ +¥ +¥
= = = = .   

4.99.  Opredelete gi slednite grani~ni vrednosti : 

     a)  lim x
x

xe-
+¥

;  b)  
0

lim ln
x
x x


; 

     v)  ( )lim ln 1
x

ax x¥
+ ;  g)  ( )lim 1

a
x

x
x e

¥
- ; 

     d)  ( )1
1 1lim 1 lnx x x

-- ;  |)  ( )0
1 1lim sinx x x
- ; 

Re{enie: a) Izrazot e od oblik 0¥⋅  koga x¥ . Delej}i gi broitelot i 

imenitelot so xe- , izrazot }e dobie oblik: ¥
¥ , i uslovite na Lopitalovoto 

pravilo se ispolneti, pa imame : 

11lim lim lim lim lim 01 1
x

x
x xx x x x x

x

x
xe xxe e e

e

--
+¥ +¥ +¥ +¥ +¥

-

= = = = = .  

b) Izrazot e od oblik ( )0⋅ -¥  koga 0x . Delej}i gi broitelot i imenitelot so 

x , izrazot }e dobie oblik: -¥
¥ , i uslovite na Lopitalovoto pravilo se 

ispolneti, pa imame : 

0 0 0 0
2

ln 1
1lim ln lim lim lim( ) 01 1x x x x

x
xx x x

x x
   

= = = - =- .  

v)  Izrazot e od oblik 0¥⋅  koga x¥ . Gi  delime  broitelot i imenitelot so 

x , izrazot }e dobie oblik: 0
0 , i uslovite na Lopitalovoto pravilo se ispolneti, 

pa imame : 

( )
( ) ( )2

2

ln 1
1

lim ln 1 lim lim1 1x x x

aax ax x xa xx ax
x x

¥ ¥ ¥

-+
+

+ = = =- .  

g)  Izrazot e od oblik 0¥⋅  koga x¥ . Delej}i gi broitelot i imenitelot so x , 

izrazot }e dobie oblik: 0
0 , i uslovite na Lopitalovoto pravilo se ispolneti, pa 

imame : 
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2

2

1
1lim ( 1) lim lim1 1

a ax x
a
x

x x x

ae e
xx e a

x x
¥ ¥ ¥

--
- = = =- .  

d)  Izrazot e od oblik ¥-¥  koga 1x . Presmetuvaweto go sveduvame na slu~aj 

0
0 , i uslovite na Lopitalovoto pravilo se ispolneti, pa imame : 

( ) ( )1 1 1

1 1ln 11 1lim lim lim1 1ln 1 ln ln 1x x x
x x x

x x x x x x
  

-- +- = = =- - + -
 

2

1 1
2

1
1 1lim lim1 1 1 2x x

x
x

x x
 

- -= = =-++
.  

|) Izrazot e od oblik ¥-¥  koga 1x . Presmetuvaweto go sveduvame na slu~aj 

0
0 , i uslovite na Lopitalovoto pravilo se ispolneti, pa imame : 

     ( )0 0 0
1 1 sin cos 1lim lim limsin sin sin cosx x x

x x x
x x x x x x x  

- -- = = =+ 0
sinlim 02cos sinx
x

x x x
- =- .   

 4.100. Opredelete gi slednite grani~ni vrednosti : 

    a)  ( )sin
0

1lim
x

x x+
; b)  

1 ln( 1)

0
lim

xe

x
x

+

-


;     v)  ( )tg

2

lim sin x

x
xp

; 

     g)  
0

lim x
x
x


;   d)  ( )ctg

2

lim tg x

x
x

-p
;     |)  

( )tg
0

lim lnctg x
x

x
+

. 

Re{enie. a) Vo ovoj slu~aj imame neopredelenost od oblik 0¥ . Neka 

( )sin1 x
y x= . Toga{ ( )1ln sin lny x x=  i ( )

0 0
1lim ln lim sin ln

x x
y x x+ + 
=  e neopredelenost od 

oblik 0⋅¥ . Transformirame do neopredelenost od oblik ¥¥  i go primenuvame 

Lopitalovoto pravilo:  

( ) 2

0 0 0 0 0
2

1
1 ln sinlim ln lim sin ln lim lim lim 0cos cos1

sinsin
x x x x x

x xxy x x x x x
xx

+ + + + +    

--= = = = =- . Sleduva, 

0
0

lim 1
x
y e

+
= = .  b)  Vo ovoj primer se pojavuva neopredelen oblik 00 . Od 

ravenstvoto 
0 0 0 0

1
ln 1lim lim lim lim 1

ln( 1)
1

x x
x x x xxx x x x
x

x e ex
e xe e xee
e

+ + + +   
-= = = =+-

-
   dobivame   
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1 ln( 1) 1
0

lim
xe

x
x e e

+

-


= = .  v)  I vo ovoj primer se pojavuva neopredelen oblik 00 . Za 

funkcijata ( )tgsin xy x=  imame 
2 2 2 2 2

cos
lnsin sinlim ln lim tg lnsin lim limctg 1

sin
x x x x

x
x xy x x x

x
p p p p   

= = = =-  

2

lim cos sin 0
x

x xp
=- = .  Sleduva, 0

2

lim 1
x
y ep
= = .  

g)  
0 0 0

2

1
lim ln lim ln lim 01x x x

xy x x

x
+ + +  

= = =- . Zna~i 0
0

lim 1x
x

x e
+

= = . 

d)  Vo ovoj primer se pojavuva neopredelen oblik 0¥ .  Od ravenstvoto 

2 2

lntglim ctg lntg lim 0tgx x

xx x x- -p p 
= = , sleduva, ctg 0

2

lim tg 1x

x
x e

-p
= = . 

|)  Od 
( )

( )0 0 0 0

1 1 ctgctglnlnctg lnctg tglim tg lnlnctg lim lim limctg lnctgctgx x x x

xxx x xx x x xx
+ + + +   

¢

= = = =¢  

2

0 0
2

1
coslim lim tg 01tg

sin
x x

x x
x

x
+ + 

= =- =- , sleduva, tg 0
0

lim lnctg 1x
x

x e
+

= = .   

 4.101.  Funkcijata ( ): 0,f ¥ R  ima izvod na ( )0,¥ , pri {to 

( )( ) 0,f x f x x¢+  ¥ . Doka`ete deka ( ) 0,f x x ¥ . 

 Re{enie. Go primenuvame Lopitalovoto pravilo:  

( )( )( )( )
lim ( ) lim lim 0

xx

x xx x x

f x f x ef x e
f x e e¥ ¥ ¥

¢+
= = = .  

              4.102.  Funkcijata ( ): 0,f ¥ R  ima izvod na ( )0,¥ , pri {to 

( )( ) 2 0,f x f x x x¢+  ¥ .  Doka`ete deka ( ) 0,f x x ¥ . 

 Re{enie. Go primenuvame Lopitalovoto pravilo:  

( )( )
( )( )

1( )( ) 2lim ( ) lim lim lim ( ) 2 01
2

xx

xx x x xx

f x f x ef x e xf x f x f x x
e e x

¥ ¥ ¥ ¥

¢+
¢= = = + = .  

 4.103.  Opredelete gi slednite grani~ni vrednosti: 

             a)  
( )2

0

1sin
lim sinx

x x
x

; b)  2 sinlim 2 sinx
x x
x x+¥
-
+ ; v)   

2

tglim secx

x
xp

. 
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 Re{enie. a)  Granicata  
( )

( )

( ) ( )
0 0

1 12 sin cos
lim lim cosx x

x x xf x
xg x 

-¢
=¢  ne postoi, 

pa  ne mo`eme da go primenime Lopitalovoto pravilo. Me|utoa, dadenata 

grani~na vrednost postoi i e ednakva na ( )0 0
1lim lim sin 1 0 0sinx x

x x xx 
= ⋅ = . 

b)  Za 0x> , imame 2 12 1 2 sin
2 1 2 sin 2 1

xx x x
x x x x

+- -£ £+ + -  i  2 12 1lim lim 12 1 2 1x x
xx

x x¥ ¥
+- = =+ - , pa 

2 sinlim 12 sinx
x x
x x+¥
- =+ .  I vo ovoj slu~aj ne postoi grani~nata vrednost 

( )

( )

2 sin 2 coslim lim 2 cos2 sinx x

x x x
xx x+¥ +¥

¢- -= +¢+
, pa ne mo`eme da go primenime Lopitalovoto 

pravilo.  v)  
2

2 2 2 2

tg tgsec seclim lim lim limsec secsec tg tgx x x x

x xx x
x xx x xp p p p   
= = = = . Primenuvaweto na 

Lopitalovoto pravilo ne ne doveduva do celta, iako postoi granicata: 

2 2 2

tg sin coslim lim lim sin 1sec cosx x x

x x x xx xp p p  
= = = .   

 4.104. Doka`ete deka ako za funkcijata ( )f x  postoi vtoriot izvod ( )f x¢¢ , 

toga{ va`i: 

( )
20

( ) ( )
lim
h

f x h f x h
f x

h

+ - -¢¢ = . 

 Re{enie. So primena na Lopitalovoto pravilo imame:  

20 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim 2h h

f x h f x h f x h f x h
hh 

¢ ¢+ - - + - -
= =

0 0

( ) ( ) ( ) ( )1 lim lim2 h h

f x h f x f x f x h
h h 

¢ ¢ ¢ ¢æ ö+ - - - ÷ç + =÷ç ÷÷çè ø
 

( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( )1 lim lim2 h h

f x h f x f x h f x
f xh h 

¢ ¢ ¢ ¢æ ö+ - - - ÷ç ¢¢= + =÷ç ÷÷ç -è ø
.   
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       4 .9.  Tejlorova formula 

1) Neka funkcijata ( )( ): ,f x a b    e takva {to za sekoj ( ),x a bÎ , postoi ( 1)( )nf x+ . Toga{ 

za sekoj ( ),x a bÎ , postoi ( )0,1qÎ  takov {to to~na e formulata 

( )( )
( )

0
0

0
( ) ( )

!

kn k

n
k

f x
f x x x R x

k=
= - +å .                           (10.1) 

Formulata (10.1) ja narekuvame formula na Tejlor od n- ti red za funkcijata ( )f x  vo 

okolina na to~kata 0x , a  

( ) ( )
( 1)

10 0
0

( )
( )

( 1)!

n
n

n

f x x x
R x x x

n

+
++ q -

= -
+

 

 se narekuva ostato~en ~len. 

Zna~i 

( )
( )

( )
( )

( ) ( 1)
10 0 0

0 0
0

( )
( )

! ( 1)!

k nn k n

k

f x f x x x
f x x x x x

k n

+
+

=

+q -
= - + -å +

.        (10.2) 

Formulata (10.2) ja narekuvame formula na Tejlor od n- ti red za funkcijata ( )f x  vo 

okolina na to~kata 0x , so ostato~en ~len na Lagran`. 

3) Ako 0 0x = , toga{ Tajlorovata formula ja narekuvame Maklorenova formula: 

( )
( )

( )

0

0( ) , 0
!
kn

k n

k

ff x x o x x
k=

= + å .                                    (10.3) 

Zada~i 

4.105. Neka funkcijata ( )f x  e beskone~no diferencijabilna vo okolina 

na to~kata 0 0x = .  

a) Ako funkcijata e parna, toga{ za sekoe n ÎN  

( )
( ) ( )
(2 )

2
2 1

0

0
( ) ;

2 !

kn
k

n
k

f
f x x R x

k +
=

= +å ; 

b) Ako funkcijata e neparna, toga{ za sekoe n ÎN  

( )
( ) ( )
(2 1)

2 1
2 2

0

0
( ) ;

2 1 !

kn
k

n
k

f
f x x R x

k

+
+

+
=

= +å
+

. 

Re{enie.  Neka funkcijata ( )f x  e beskone~no diferencijabilna na  
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intervalot  ( ),l l- . Ako funkcijata e parna, toga{ nejziniot izvod e neparna 

funkcija, a bidej}i izvodot na neparna funkcija e parna funkcija (vidi zada~a 

4.17.), sleduva deka ( )2 1 (0) 0,kf k- = ÎN . Ako funkcijata e neparna, od istite 

pri~ini sleduva deka  vo toj slu~aj, ( )2 (0) 0,kf k= ÎN .  Zna~i, ako funkcijata e 

beskone~no diferencijabilna, formulata (10.3) mo`e da se zapi{e kako: 

a) 
( )

( )
(2 )

2
2 1

0

0
( ) ( );

2 !

kn
k

n
k

f
f x x R x

k +
=

= +å   za parna funkcija, Ostato~niot ~len e zapi{an 

vo vid 2 1( )nR x+  a ne vo vid 2 ( )nR x , bidej}i posledniot sobran ~len od Tejloroviot 

polinom e ednakov na nula. 

b) 
( )

( )
(2 1)

2 1
2 2

0

0
( ) ( )

2 1 !

kn
k

n
k

f
f x x R x

k

+
+

+
=

= +å
+

  za neparna funkcija.  

4.106.  Ako 
0

( ) ( )
n

k
k n

k
f x a x R x

=
= +å ,  

0
( ) ( )

n
k

k n
k

g x b x R x
=

= +å , toga{ 

a) 
0

( ) ( )
n
k k
k n

k
f bx b a x R x

=
= +å , 

b)  ( )
0

( ) ( ) ( )
n

k
k k n

k
f x g x a b x R x

=
+ = + +å ; 

v)  
0

( ) ( ) ( )
n

k
k n

k
f x g x c x R x

=
= +å , 0x , kade {to 

0

k

k p k p
p

c a b -
=

= å .  

 Re{enie. a) Neka ( ) ( )h x f bx= . Lesno se poka`uva deka ( ) ( )( ) ( )k k kh x b f bx= ,  

( ) ( )(0) (0)k k kh b f= , pa imame 
( )

0 0

(0)
( ) ( ) ( ) ( )

!

kkn n
k n k k

k n
k k

b f
f bx h x x o x b a x R x

k= =
= = + = +å å .  

b) Neka ( ) ( ) ( )h x f x g x= + . Toga{ ( ) ( ) ( )(0) (0) (0)k k kh f g= + , pa imame  

( ) ( )

0 0

(0) (0)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

!

k kn n
k k

n k k n
k k

f g
f x g x h x x R x a b x R x

k= =

+
+ = = + = + +å å . 

v)  Neka ( ) ( ) ( )h x f x g x= . Soglasno Lajbnicovata formula,  

( )
( )( )

( ) ( )

0 0

! (0) (0)
(0) (0) (0)

!( )!

p k pk kpk p k p
k

p p

k f g
h C f g

p k p

-
-

= =
= =å å -

, pa Maklorenoviot razvoj na 

funkcijata ( )h x e  
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( )

( )

( )

( )0

0 00 0 0

! (0) (0)
!( )! (0) (0)

( )
! !( )!

p k pk

p k pn n k n kp
k k k

p k p
p pk k k

k f g
p k p f g

h x x x a b x
k p k p

-

-=
-

= == = =

å -
= = =å å å å å-

.   

4.107. Najdete ja Maklorenovata formula so ostato~en ~len vo oblik na 

Peano za funkciite: 

              a) ( ) sinf x x= ;   b)  ( ) cosf x x= ; 

  v) ( ) shf x x= ;   g)  ( ) chf x x= ; 

  d)  ( ) (1 )f x x a= + , aÎR ; |)   1( ) 1f x x= - ; 

  e)  1( ) 1f x x= + ;   `)  ( ) xf x e= ; 

z)  ( ) ln(1 )f x x= + ;  y) ( ) ln(1 )f x x= - . 

 Re{enie. a) So pomo{ na matemati~ka indukcija se poka`uva deka 

( ) ( )(sin ) sin 2
k kx x p= + , 1,2,k =  , pa zatoa  ( )

0, 2 ,
(0) 1 , 2 1,
k

m
k m m

f ( ) k m m
= Îìïï=í - = + Îïïî

N
N .   Ako 

se iskoristi formulata  (10.2) dobivame  

3 5 7 2 1

2 2sin ( 1) ( )
3! 5! 7! (2 1)!

n
n

n
x x x xx x R x

n

+

+= - + - + + - +
+

 . 

Da napomeneme deka ostato~niot ~len go zapi{uvame vo oblikot 2 2( )nR x+  , a ne vo 

oblik 2 1( )nR x+ , bidej}i posledniot sobran ~len od Tejloroviot polinom e 

ednakov na nula. 

b) Vo ovoj slu~aj ( ) ( )(cos ) cos 2
k kx x p= + , 1,2,k =  , pa zatoa   

( )
0, 2 1,

(0) ( 1) , 2 ,
k

m
k m m

f k m m
= + Îìïï=í - = Îïïî

N
N .   Ako se iskoristi formulata  (10.2) dobivame  

2 4 6 2

2 1cos 1 ( 1) ( )
2! 4! 6! (2 )!

n
n

n
x x x xx R x

n += - + - + + - + . 

Ostato~niot ~len go zapi{uvame vo oblikot 2 1( )nR x+  , a ne vo oblik 2 ( )nR x , 

bidej}i posledniot sobran ~len od Tejloroviot polinom e ednakov na nula. 

v) Bidej}i funkcijata ( ) shf x x=  e neparna funkcija, ( )( )2 1 chkf x x+ = , 

( )( )2 1 0 1kf + = , 1,2,k =  . Dobivame  
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3 5 7 2 1

2 2sh ( )
3! 5! 7! (2 1)!

n

n
x x x xx x R x

n

+

+= + + + + + +
+

 . 

g) 
2 4 6 2

2 1ch ( )
2! 4! 6! (2 )!

n

n
x x x xx x R x

n += + + + + + + . 

d) ( ) ( ) ( )( )( )( ) 1 1 1 kkf x k x a-=a a- a- - + , ( ) ( ) ( )( )(0) 1 1 !k kf k C ka=a a- a- - = . 

Dobivame  
0

(1 ) ( )
n

k k
n

k
x C x R xa

a
=

+ = +å . 

|) ( )1 1 1 ( )
1

n n
nx x R x

x
= - + + - +

+
 . 

e) 1 1 ( )
1

n
nx x R x

x
= + + + +

-
 . 

z) Ako ( ) ln(1 )f x x= + , toga{ (0) 0f = , ( )
( ) ( )

( )

11 1 !
( )

1

k
k

k

k
f x

x

-- -
=

+
, 

( ) ( ) ( )1
(0) 1 1 !

kkf k
-

= - - i po formulata (10.1) dobivame  

2 3 4
1ln(1 ) ( 1) ( )

2 3 4

n
n

n
x x x xx x R x

n
-+ = - + - + + - + .   

y) Ako vo formulata dobiena pod z) namesto x  stavime x- , dobivame 

2 3 4
ln(1 ) ( )

2 3 4

n

n
x x x xx x R x

n
- = - - - - - + .  

4.108. Razlo`ete po formulata na Tejlor vo okolina na to~kata 0 0x =  do 

( )nR x  funkcijata ( )f x , ako: 

 a)  1( )
1

f x
x

=
+

;   b) 1( ) 3 2f x x= + ; 

 v)  5( ) ln 4
xf x x
-= - ;  g) 2( ) ( 3) xf x x e-= + . 

Re{enie. a) Ja primenuvame formulata od zada~ata 4.107. pod d) za 

1
2a=-  i dobivame 

1
0 2

1 ( )
1

n
k k

n
k
C x R x

x -=
= +å

+
, kade {to 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2

1 1 11 ( 1) 1 1 3 2 1 1 2 1 !!2 2 2
! 2 ! 2 !

k k
k

k k

k k kC
k k k-

- - - - - - - ⋅ ⋅ - - -= = =
⋅ ⋅

 
.  

Dobivame 
( )

0

1 (2 1)!!1 1 ( )
2 !1

k
n

k
nkk

k
x R x

kx =

- -
= + +å

+
. 
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b) Bidej}i 
( )

1 1
3 2 32 1 2
x x

=+ +
, so primena na formulata vo zada~a 4.107. pod e), 

dobivame  ( )
10

1 31 ( )
3 2 2

n kk k
nkk

x R x
x +=

= - +å
+

. 

v) Od  
15 5 5ln ln ln4 4 1 4

x
x

xx
-- = +- -

 i zada~ata 4.107. pod z) i y), dobivame  

( )
1

5 5 1 1ln ln ( )
4 4 4 5

n k

nk kk

x x R x
x k=

- = + - +å
-

. 

g) Od formulata 
2 3

1 ( )
2! 3! !

n
x

n
x x xe x R x

n
= + + + + + + ,  i od  

2 2 2( 3) 3x x xx e xe e- - -+ = + ,  dobivame 

( ) ( )1
2 1

0 0

1 2 1 2
( 3) ( ) 3 ( )

! !

k kk kn n
x k n k

n
k k

x e x x o x x R x
k k

-
- -

= =

æ ö÷ç - -÷ç ÷ç+ = + + + =å å÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 

( )
( )

( )1 1

1 1

1 2 3 1 2
3 ( )

!1 !

k kk kn n
k k

n
k k

x x R x
kk

- -

= =

- -
= + + + =å å

-
 

( )
( ) ( )

1 1

1

1 2
3 6 ( )

1 !

k kn
k

n
k

k x R x
k

- -

=

-
= + - +å

-
.   

4.109. Razlo`ete ja po formulata na Makloren do 2 1( )nR x+  funkcijata 

4( ) cosf x x= . 

Re{enie. Gi koristime ravenstvoto  

( ) ( )2
4 1 cos2 1 cos41 3 1 1cos 1 2cos2 cos2 cos42 4 2 8 2 8

x xx x x x+ += = + + = + +  

i zada~ata 4.107. pod b) i dobivame  

2 1
4 2 2 2

2 1
1

( 1) 2
cos 1 (1 2 ) ( )

(2 )!

k kn
k k

n
k

x x R x
k

-
-

+
=

-
= + - +å .   

4.110. Razlo`ete gi po Maklorenovata formula do 2 1( )nR x+  funkciite: 

a)  ( ) arctgf x x= ; b) ( ) arcsinf x x= ; v) ( )2( ) ln 1f x x x= + + . 

Re{enie.  Ako postoi ( )( )1 0nf +  i e poznato razlo`uvaweto na funkcijata  
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( )
0

( )
n

k
k n

k
f x b x R x

=
¢ = +å  kade {to 

( )( )1 0
!

k

k
fb
k
+

= , toga{  

( ) ( )

( )
11

1
1 1

1 0

(0) (0)
( ) (0) ( ) (0) ( )

! 1 !

k kn n
k k

n n
k k

f f
f x f x R x f x R x

k k k

++
+

+ +
= =

= + + = + + =å å
+ ⋅

 

1
1

0
(0) ( )

1

n
k k

n
k

b
f x R x

k
+

+
=

= + +å
+

.                                        (*) 

a) Od ( ) 2
1arctg

1
x

x
¢ =

+
 i zada~ata 4.107. pod e), imame 2

22 0

1 ( 1) ( )
1

n
k k

n
k

x R x
x =

= - +å
+

. 

Odovde i od (*), 
2 1

2 1
0

arctg ( 1) ( )
2 1

n k
k

n
k

xx R x
k

+

+
=

= - +å
+

.  

b) Od ( )
2

1arcsin
1

x
x

¢ =
-

, razvojot 2
22 1

(2 1)!!1 1 ( )
2 !1

n
k

nkk

k
x R x

kx =

-
= + +å

-
 i od (*), 

imame 
( )

2 1
2 1

1

(2 1)!!
arcsin ( )

2 ! 2 1

n
k

nkk

k
x x x R x

k k
+

+
=

-
= + +å

+
.  

v)  ( ) ( )
2 2 1

2 1
1

1 (2 1)!!
ln 1 ( )

2 !(2 1)

k
n

k
nkk

k
x x x x R x

k k
+

+
=

- -
+ + = + +å

+
.  

4.111.  Razlo`ete ja do 6( )R x  funkcijata:  

        a) 
2

( ) 1 sin
xf x x= + ;  b)  

2

2
1( )
1
x xf x
x x

- +=
+ +

; 

        v)  
2

2
1( )

2
xf x
x x

+=
+ -

; g)  2 3( ) 1
xf x x
-= + . 

Re{enie. a) Neka 
6

6
0

( ) ( )k
k

k
f x a x R x

=
= +å  e Maklorenoviot zazvoj na 

funkcijata ( )f x  do 6( )R x .  ]e gi iskoristime relacijata  ( ) 21 sin ( )x f x x+ =  i 

Maklorenoviot razvoj na funkcijata 
3 5

6sin ( )
3! 5!
x xx x R x= - + +  i dobivame  

63 5
2

6 6
0

1 ( ) ( )
3! 5!

k
k

k

x xx R x a x R x x
=

æ öæ ö ÷÷çç + - + + + =å ÷÷çç ÷ç ÷çè øè ø
.  So sramnuvawe na koeficientite 

pred 2 3 4 5 61, , , , , ,x x x x x x  go dobivame sistemot ravenki: 

0 0a = , 1. 0 0a a+ = , 2. 1 1a a+ = , 0
3 2. 0

3!
a

a a+ - = , 1
4 3. 0

3!
a

a a+ - = ,  

2 0
5 4. 0

3! 5!
a a

a a+ - + =  i  3 1
6 5 0

3! 5!
a a

a a+ - + =   so ~ie re{avawe dobivame 0 0a = ,  
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1. 0a = , 2. 1a = , 3 1a =- , 4 1a = , 5
5
6a =-  i  6

2
3a = .   

Spored toa, 2 3 4 5 6
6

5 2( ) ( )
6 3

f x x x x x x R x= - + - + + . 

b)  Neka 
6

6
0

( ) ( )k
k

k
f x a x R x

=
= +å  e Maklorenoviot razvoj na funkcijata ( )f x  do 

6( )R x .  ]e gi iskoristime relacijata  ( )
6

2 2
6

0
1 ( ) 1k

k
k

x x a x R x x x
=

æ ö÷ç+ + + = - +å ÷ç ÷çè ø
 i 

sli~no kako pod a),  dobivame 2 4 5
6( ) 1 2 2 2 2 ( )f x x x x x R x= - + - + + . 

v) 2 3 4 5 6
6

1 1 7 9 23 41 87( ) ( )
2 4 8 16 32 64 128

f x x x x x x x R x=- - - - - - - + . 

g)  2 3 4 5 6
6( ) 3 5 5 5 5 5 5 ( )f x x x x x x x R x=- + - + - + - + .  

 4.112. Razlo`ete ja do 3( )R x  funkcijata: 

        a)   sin( ) xf x e= ;  b) ( ) sin(arctg )f x x= ; 

        v)   ( ) ln(1 arcsin )f x x= + ; g)  ( ) tg(sh3 )f x x= . 

Re{enie. a) Maklorenoviot razvoj na funkcijata e   

3

3
0

( ) ( )
!

k

k
f e R

k
w

=

ww = = + wå , kade {to ( ) sinx xw = .  Maklorenoviot razvoj na 

funkciite , 1,2,3k kw =  e:  ( ) 3

4( )
3!
xx x R xw = - + ,  ( )2 2

3( )x x R xw = + ,  

( ) ( )3 3 3x x o xw = + . 

 Sleduva  ( )3 2 3 2
sin 3

3( ) 1 1 ( )
3! 2! 3! 2!

x x x x xf x e x o x x R x= = + - + + + = + + + .  

b) Maklorenoviot razvoj na funkcijata e  
3

3( ) sin ( )
3!

f Rww = w=w- + w  , kade {to 

( ) arctgx xw = .  Maklorenoviot razvoj na funkciite , 1,2,3k kw =  e:  

( ) 3

3( )
3
xx x R xw = - +  (vidi zada~a 4.110 pod a)),  ( ) ( )2 2 3x x o xw = + , 

( )3 3
3( )x x R xw = + . Sleduva   

3 3 3

3 3( ) sinarctg ( ) ( )
3 3! 2
x x xf x x x R x x R x= = - - + = - + .  

v) Maklorenoviot razvoj na funkcijata e  
2 3

3( ) ln(1 ) ( )
2 3

f R xw ww = +w =w- + +  ,  
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kade {to ( ) arcsinx xw = .  Maklorenoviot razvoj na funkciite , 1,2,3k kw =  e:  

( ) 3

4( )
6
xx x R xw = + +  (vidi zada~a 4.110 pod b)),  ( )2 2

3( )x x R xw = + , 

( )3 3
3( )x x R xw = + . Sleduva  

( ) 3 2 3 2 3

3 3( ) ln 1 arcsin ( ) ( )
6 2 3 2 2
x x x x xf x x x R x x R x= + = + - + + = - + + .  

g) ( ) 3

4
27( ) tg sh 3 ( )

2
xf x x x R x= = + + .  

 4.113. Razlo`ete ja po formulata na Tejlor vo okolina na to~kata 2x =  

do ( )nR x  funkcijata 2( ) ln(2 3)f x x x= - + .  

 Re{enie. Bidej}i ( )( )22 3 3 1x x x x- + = - + , pa ako stavime 2x t- = , 

dobivame  ( )( ) ( )22 3 1 3 3(1 ) 1 3
tx x t t t- + = - + = - + .  Odovde sleduva deka 

( ) ( ) ln3 ln(1 ) ln(1 )3
tf x g t t= = + - + + .  Ja razlo`uvame po Mekloren funkcijata 

( )g t , a potoa zamenuvame t  so 2x- :  
( ) 1

1 1

1
( ) ln3 (t)

3

k kn nk

nkk k

ttg t R
k k

-

= =

-
= - + +å å

⋅
;   

( ) ( ) ( )1

1 1

2 1 2
( ) ln3 ( )

3

k k k
n n

nkk k

x x
f x R x

k k

-

= =

- - -
= - + +å å

⋅
.  

4.114. Doka`i deka: 

     a) 
2

sin 2
xx x- £ , x ÎR ; 

     b) 
3 3 5

sin
3! 3! 5!
x x xx x x- < < - + , za 0x > . 

Re{enie. a) Ja primenuvame formulata na Tejlor za 2n =  i 0 0x =  na 

funkcijata ( ) sinf x x= . Dobivame 2sinsin
2!

x x xx= - , od kade {to sleduva 

2
sin 2

xx x- £ , x ÎR . 

b) Ako ( ) sinf x x= , toga{ (2) (4)(0) (0) (0) 0f f f= = = , (0) 1f ¢ = , (3)(0) 1f =- , 

( ) ( )( )( ) (sin ) sin 2
n n nf x x x p= = + . Ja primenuvame formulata na Tejlor za 5n=  i 

0 0x =  i dobivame: ( )3 5 5sin sin 23! 5!
x xx x p= - + x+ , odkade {to sleduva desnoto 
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neravenstvo. Za levoto neravenstvo, vo Tejlorovata formula zemame 3n =  i 

0 0x = .  

 

 4.115. Presmetajte  

    a) 3e  so to~nost do 310- ;   

    b)  0sin9  so to~nost do 510- ; 

    v)  3 29  so to~nost do 310- .                              

Re{enie:  a) Maklorenovata formula za funkcijata ( ) xf x e=  s ostato~en ~len vo 

forma na Lagran` e dadena so: 1

0 ! ( 1)!
n k x

x n

k

x ee x
k n

q +
=

= +å +
, 0 1<q< . Za da za 1

3x = , 

gre{kata bide pomala od 310- , dovolno e da bide 
3 3

1 10
3 ( 1)!n
e
n

q
-

+ <
+

 t.e 3n³ . 

Zna~i, 
3

0

1 1.395
3 !

x
kk

e
k=

» =å  . 

v)   ]e zapi{eme  3 3 229 3 1 27= ⋅ +    i }e ja iskoristime funkcijata 
1
3( ) (1 )f x x= + , 

so {to dobivame: ( )23
2

2 229 3 1 0.207911781 81
» + - = .                                 

 4.116. Neka :f R R  e ograni~ena funkcija koja ima neprekinati i 

ograni~eni izvodi od prv i vtor red na mno`estvoto R .  Ako sup ( )
x

a f x
Î

=
R

,  

sup ( )
x

b f x
Î

¢=
R

 i sup ( )
x

c f x
Î

¢¢=
R

, doka`ete deka 2 2b ac£ . 

 Re{enie. Neka x ÎR  e proizvolna. Za proizvolno h ÎR , da gi napi{eme 

Tajlorovite formuli: 

2
1( ) ( ) ( ) ( )2

hf x h f x hf x f x h¢ ¢¢+ = + + +q  

2
2( ) ( ) ( ) ( )2

hf x h f x hf x f x h¢ ¢¢- = - + -q , 

kade {to ( )0,1iq Î , 1,2i= .  So odzemawe na gornite ravenstva, dobivame 

( )
2

1 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )2
hf x h f x h hf x f x h f x h¢ ¢¢ ¢¢+ - - = + +q - -q , 

odkade {to sleuva ( )
2

1 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )2
hf x h f x h hf x f x h f x h¢ ¢¢ ¢¢+ - - ³ - +q + -q .  
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Dobivame  
2

2 2 ( ) 22
ha hf x c¢³ -  t.e.  ( )2 2 2 0ch f x h a¢- + ³ . Poslednoto neravenstvo e 

to~no za sekoe h ÎR . 

Ako 0c= , toga{ ( ) 0f x¢¢ = ,  x" ÎR , pa  ( )f x Ax B= + . Zaradi ograni~enosta na f , 

sleduva deka 0A= , pa va`i 2 2b ac£ .  

Ako  0c> , toga{  ( )2 2 2 0ch f x h a¢- + ³  ako i samo ako ( )2( ) 2f x ac¢ £ . Bidej}i 

( )2( ) 2f x ac¢ £ , x" ÎR , toga{ ( )2 2sup ( ) 2
x
f x b ac

Î
¢ = £

R
.  

Koristej}i ja Tejlorovata formula presmetajte gi granicite: 

4.117.  a) 20

ln(1 )
lim
x

x x
x

+ -
;  b)   20

1lim
x

x
e x
x
- - ; 

Re{enie. a) Koristej}i go razvojot  

2
1ln(1 ) ( 1) ( )

2

n
n

n
x xx x R x

n
-+ = - + + - + , i zaradi  

32
2 20 0

( ) ( )
lim lim 0

3!x x

R x f x
x

x x 

¢¢¢ q
= = , 

imame  

2 2

2 2

2 2 20 0 0

( ) ( )ln(1 ) 12 2lim lim lim
2x x x

x xx R x x R xx x
x x x  

- + - - ++ -
= = =- . 

b) 
( )2

2

2 20 0

1 1
1 12!lim lim

2

x

x x

xx R x x
e x
x x 

+ + + - -
- - = = .    

4.118.  a) 
20

arctg arcsinlim
x

x x
x

-
;  b)  

2

40

cos 1 2lim
x

xx

x

- +
. 

 Re{enie. 

a) 
( ) ( ) ( )3 3 4

3 3 3

2 2 30 0 0

arctg arcsin 3 6 2lim lim lim 0
x x x

x x xx R x x R x R x
x x
x x x  

- + - - + - +- = = = . 

b) 
( ) ( )2 2 4 2 52

5 5

4 4 50 0 0

cos 1 1
12 2! 4! 2 4!lim lim lim
24x x x

x x x x xx x R x x x R x

x x x  

- + - + + - + - + + +
= = = .  
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4.10. Monotonost i lokalni ekstremi na funkcii 

 

1) Neka funkcijata f  e neprekinata na segmentot [ ],a b  i diferencijabilna na 

intervalot ( ),a b . 

• funkcijata f e monotono raste~ka ako i samo ako ( ) 0f x¢ ³ , ( ),x a b" Î ; 

• funkcijata f e monotono opa|a~ka ako i samo ako ( ) 0f x¢ £ , ( ),x a b" Î . 

2) Brojot ( ),c a bÎ e kriti~en broj za funkcijata [ ]: ,f a b R  ako ( ) 0f c¢ =  ili  

( )f c¢ ne postoi. 

3) Ako funkcijata [ ]: ,f a b R  e neprekinata na [ ],a b  i ima lokalen ekstrem 

(maksimum ili minimum) vo to~kata ( ),c a bÎ , toga{ c e kriti~en broj za funkcijata 

f . 

4) Neka funkcijata f  vo to~kata ( ),c a bÎ  gi ima site izvodi do red  2n ³  i neka 

va`i ( ) ( ) ( )1 ( ) 0nf c f c f c-¢ ¢¢= = = = , no ( )( ) 0nf c ¹ . 

• Ako n  e neparen broj, toga{ c  ne e ekstremna vrednost na funkcijata f  

• Ako n  e paren broj, toga{ c   e ekstremna vrednost na funkcijata f , i pritoa, 

ako ( )( ) 0nf c > , toga{ funkcijata ima lokaln minimum vo c , a ako ( )( ) 0nf c < , 

toga{ funkcijata ima lokaln maksimum vo c . 

 

Zada~i 

4.119.  Opredeli gi intervalite na monotonost na funkciite:  

 

    a) 
3 23 2 43 2
x xy x= - + - ;  b)  

( )21

x

x
ey
e

=
+

; 

    v) 2
1y
x

= ;    g)  2 2 1y x x= - + ; 

    d)  1y x x= - ;    |)  2y x= + ; 

    e)  
2

2
1 3
3
xy
x

+=
+

;   `) lny x x= . 
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Re{enie: a) 2 3 2y x x¢ = - + ;.  2 3 2 0x x- + = ; 1,2
3 9 8

2x  -=  t.e. 1 2x = ; 

2 1x = . ( )( )1 2y x x¢ = - - .  ( ) 0y x¢ >  za ( ) ( ),1 2,x Î -¥ È ¥ , {to zna~i deka 

funkcijata monotono raste na na intervalite ( ),1-¥  i ( )2,¥ . Za ( )1,2x Î , 

( ) 0y x¢ < , {to zna~i deka funkcijata  opa|a na ( )1,2 . 

b) 
( )

( )3
1

1

x x

x
e ey
e

-¢ =
+

. 0y ¢ =   ako  0x = . Funkcijata 
( )21

x

x
ey
e

=
+

 raste vo to~kite x  za 

koi va`i ( ) 0y x¢ > , dodeka opa|a tamu kade {to ( ) 0y x¢ < . ( ) 0y x¢ >  

 1 0xe- >  ( ),0x Î -¥ .  ( ) 0y x¢ <   1 0xe- <  ( )0,x Î ¥ . Zna~i, funkcijata 

raste vo intervalot ( ),0-¥ , a opa|a vo  ( )0,¥ . 

v) 3
2y
x

¢ =- . Za ( ),0x Î -¥ , ( ) 0y x¢ > , {to zna~i deka funkcijata raste vo ( ),0-¥ . 

Ako ( )0,x Î ¥ , toga{ ( ) 0y x¢ < , {to zna~i deka funkcijata opa|a vo ( )0,¥ . 

g) ( )2 1 0y x¢ = - >  za site ( )1,x Î ¥ . Funkcijata monotono raste na ( )1,¥ . Ako 

( ),1x Î -¥ , toga{ ( ) 0y x¢ < , {to zna~i deka funkcijata opa|a vo ( ),1-¥ . 

d) funkcijata 1y x x= -  monotono raste na intervalite ( ),0-¥  i ( )0,¥ , bidej}i  

( ) ( )2
11 0, ,0 0,y x
x

¢ = + > " Î -¥ È ¥ .  

|) Funkcijata 2y x= +  monotono raste na celata definiciona oblast, bidej}i  

( )1 0, 2,
2 2

y x
x

¢ = > " Î - ¥
+

.  

e) 2 2
16 0, 0

(3 )
xy x
x

¢ = > " >
+

 i 2 2
16 0, 0

(3 )
xy x
x

¢ = < " <
+

. Zna~i, funkcijata raste na 

( )0,¥  i opa|a na ( ),0-¥ . 

`) ln 1y x¢ = + . ( )1 1ln 1 0 ln 1 ,y x x x e x e
-¢ = + >  >-  >  Î ¥ .  

( )1 1ln 1 0 ln 1 0,y x x x e x e
-¢ = + <  <-  <  Î . Zna~i, funkcijata raste na ( )1,e ¥  

i opa|a na ( )10,e .   

 4.120. Opredeli gi intervalite na monotonost na funkciite:  

    a) 
3 3 2

2 2
2, ,

1 1
t t tx y t
t t

-= = Î
+ +

R ; b)  
3 3 2

2 2
2, ,

1 1
t t tx y t
t t

-= = Î
+ +

R ; 
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Re{enie.  a)  Od 
( )

2 2

22

( 3)

1
t
t t

x
t

+¢ =
+

 i 
( )

2

22

( 1)( 4)

1
t
t t t t

y
t

- + +¢ =
+

 sleduva 

( )
2

2
( 1)( 4)

3
t

x
t

y t t t
y

t tx
¢ - + +¢ = =¢ +

.  

Bidej}i  0xy ¢ >  za  ( ) ( ),0 1,t Î -¥ È ¥  t.e. za  ( ) ( )1,0 ,2x Î -¥ È ¥  sleduva deka 

funkcijata monotono raste na na intervalite ( ),0-¥  i ( )1,2 ¥ . Od 0xy ¢ <  sleduva 

deka funkcijata monotono opa|a na ( )10,2 .  b)  Funkcijata monotono opa|a na na 

intervalite ( )1, e-¥-  i ( ),e¥ , a monotono raste na intervalot ( )1,ee- .  

 4.121.   Neka f e neprekinata funkcija na [ ]0,1 ,diferencijabilna na 

( )0,1 , (0) 4f = , (1) 2f = , ( ) 2f x¢ ³-  [ ]0,1x" Î . Doka`i deka ( )f x  e linearna 

funkcija. 

 Re{enie. Da ja razgledame funkcijata ( ) ( ) 2 4g x f x x= + - . Taa e 

neprekinata na [ ]0,1 , diferencijabilna na ( )0,1  i  ( ) ( ) 2 2 2 0g x f x¢ ¢= + ³- + = . 

Zna~i, g  e monotono raste~ka na [ ]0,1 , a bidej}i, ( ) ( )0 0 4 0g f= - = ,  ( )1 0g = , 

imame deka ( ) [ ]0, 0,1g x x= " Î  t.e. ( ) 2 4f x x=- + .  

 4.122.  Ako funkcijata g  e monotono raste~ka i diferencijabilna na 

( )0,¥ , a f  diferencijabilna na ( )0,¥  i postoi ( )0 0,x Î ¥  so osobina 

( ) ( )f x g x¢ ¢£  za 0x x³ , toga{ ( ) ( ) ( ) ( )0 0f x f x g x g x- £ -  za 0x x³ . 

 Re{enie. Funkciite f  i g  gi zadovoluvaat uslovite na teoremata na 

Ko{i, pa za sekoe 0x x³  postoi ( )0,x xx Î  taka {to 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0

0

f x f x f
g x g x g

¢- x= ¢- x
. Od 

uslovot na zada~ata, desnata strana od posledniot izraz e pomala od 1, pa bidej}i 

g  e monotono raste~ka na ( )0,¥ , imame ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x g x g x g x g x- £ - = -  za 

0x x³ .  

 4.123.  Poka`ete gi slednite neravenstva: 

      a)  
2

cos 1 ,2
xx x³ - ÎR ;  b)  arctg , 0x x x£ ³ . 
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 Re{enie.  a)  Ako ozna~ime ( ) cosf x x=  i  
2

( ) 1 2
xg x = - , imame 

( ) ( )0 0 1f g= =  i  ( ) sinf x x¢ =- , ( )g x x¢ =- . Funkcijata ( ) sinh x x x= -  e monotono 

raste~ka i u{te ( )0 0h = , pa imame sin 0x x- >  za 0x > , t.e.  sinx x>  za 0x > .  

Od ( )( )f x g x¢ ¢>  za 0x >  sleduva ( )( )f x g x>  za 0x > , t.e. 
2

cos 1 , 02
xx x> - > . 

Bidej}i funkciite f  i g  se parni,  za 0x <  t.e. 0x- >  imame 

( )( ) ( ) ( )f x f x g x g x= - > - = . 

b)  Ako  ( ) arctg , 0f x x x x= - ³ , toga{  2
1( ) 1 0

1
f x

x
¢ = - >

+
, zna~i funkcijata 

monotono raste. Neka 0x ³ , toga{  ( ) ( )0f x f³  od kade {to sleduva dadenoto 

neravenstvo.  

 4.124. Opredeli gi ekstremnite vrednosti na slednite funkcii: 

  a)  3 2( ) 2 15 36 14f x x x x= - + - ;  b)  
( )
( )

3

2
3( )
1

xf x
x
+=
+

; 

  v)  ( ) ch cosf x x x= + ;   g)  23( ) (1 )( 2)f x x x= - - ; 

 Re{enie.  a)  Bidej}i ( )( )2( ) 6 30 36 6 2 3f x x x x x¢ = - + = - - , stacionarnite 

to~ki na funkcijata se 2x =  i 3x = . Vtoriot izvod na funkcijata e  

( ) 12 30f x x¢¢ = - . Od (2) 6 0f ¢¢ =- <  i (3) 6 0f ¢¢ = >  sleduva deka vo to~kata 2x =  

funkcijata ima lokalen maksimum (2) 14f = , a vo to~kata 3x =  lokalen minimum 

(3) 13f = . 

b)  Funkcijata e definirana i diferencijabilna na mno`estvoto { }R\ 1- . 

Prviot izvod 
2

3
( 3) ( 3)

( )
( 1)

x x
f x

x
+ -¢ =

+
 se anulira za 3x =- i 3x = . Lesno se 

proveruva deka postoi okolina na to~kata 3x =-  vo koja ( ) 0f x¢ ³ , t.e. ne go 

menuva znakot, pa zaklu~uvame deka  stacionarnata to~ka 3x =-  ne e to~ka na 

ekstrem. Vo to~kata 3x =  funkcijata ima lokalen minimum bidej}i na primer za 

1d =  va`i: ( )3 ,3x" Î -d , ( ) 0f x <  i ( )3,3x" Î +d , ( ) 0f x > . 

v) Funkcijata e diferencijabilna za site x ÎR . Bidej}i ( ) sh sinf x x x¢ = -  i 

sh sin 0x x- =  ima samo edno re{enie 0x = , ekstremot na funkcijata mo`e da 

bide samo vo taa to~ka. Vtoriot izvod na funkcijata e  ( ) ch cosf x x x¢¢ = - . 
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Bidej}i (0) 0f ¢¢ = , barame tret izvod ( ) sh sinf x x x¢¢¢ = + . I za nego va`i (0) 0f ¢¢¢ = . 

Go barame naredniot izvod ( )4 ( ) ch cosf x x x= + . Bidej}i ( )4 (0) 2 0f = > , 

zaklu~uvame deka dadenata funkcija ima lokalen minimum vo to~kata 0x = . 

g)  Funkcijata e definirana i neprekinata  za site x ÎR . Prviot izvod 

23
4 3( )

(1 ) ( 2)
xf x

x x
-¢ =

- -
 ne postoi vo to~kite 1x =  i 2x = . ( ) 0f x¢ =  za 4

3x = , 

( ) 0f x¢ <  za ( ) ( ) ( )4,1 1, 2,3x Î -¥ È È ¥ , ( ) 0f x¢ >  za ( )4,23x Î . Funkcijata raste na 

intervalot ( )4,23  a opa|a na intervalite ( ),1-¥ , ( )41,3  i ( )2,¥ . Zna~i, za 2x =  

funkcijata dostignuva lokalen maksimum (2) 0f = , a za 4
3x =  lokalen minimum  

( ) 34 4
3 2f =- .  Prviot izvod ne go menuva znakot vo okolina na to~kata 1x = , pa vo 

ovaa to~ka funkcijata nema ekstrem.  

4.125.  Opredeli gi ekstremite na funkciite ( )y f x= :  

    a) ( )sin , cos , 0, 2
t tx e t y e t t p= = Î ; b)  

3 3 2

2 2
2, ,

1 1
t t tx y t
t t

-= = Î
+ +

R . 

Re{enie.  a)  cos sin
cos sinx
t ty t t
-¢ = + ;  

( )3
2

cos sinxx t
y

e t t
-¢¢ =
+

  (vidi zada~a 4.65. pod 

a)). Prviot izvod se anulira za 4t p= , i bidej}i 
4 4

1 0
2

xx ty
e

p p=
-¢¢ = <
⋅

, zaklu~uvame 

deka funkcijata ima lokalen maksimum vo to~kata 
4

2
ex
p

= .  b)  Analiziraj}i gi 

intervalite na monotonost (zada~a 4.120.) zaklu~uvame deka vo to~kata 1x e=-  

funkcijata ima lokalen minimum, a vo to~kata x e= , lokalen maksimum.  
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4.11.  Konveksni funkcii 

 

1) Funkcijata : ( , )f a b R  e konveksna (vdlabnata) na intervalot ( ),a b  ako za 

sekoi ( )1 2, ,x x a bÎ , ( )0,1a Î  va`i  1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f xa + -a <a + -a . 

2) Funkcijata : ( , )f a b R  e konkavna (ispaknata) na intervalot ( ),a b  ako za 

sekoi ( )1 2, ,x x a bÎ , ( )0,1a Î  va`i  1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f xa + -a >a + -a . 

3) Ako funkcijata f  e dvapati diferencijabilna na otvoren interval ( ),a b ,    

toga{  taa e  

• konveksna na ( ),a b  ako za sekoe ( ),x a bÎ  va`i ( ) 0f x¢¢ > ; 

• konkavna  na ( ),a b  ako za sekoe ( ),x a bÎ  va`i ( ) 0f x¢¢ < . 

4) Ako to~kata ( ), ( )c f c  e prevojna to~ka na funkcijata f , toga{ ili  

( ) 0f x¢¢ =  ili ( )f x¢¢  ne postoi. 

 

Zada~i: 

 

4.126.  Neka funkciite f  i  g  se konveksni na intervalot ( ),a b . Toga{: 

a) funkcijata tf sg+ , kade  {to , 0t s >  e konveksna na ( ),a b ; 

b) funkcijata { }( ) max ( ), ( )h x f x g x=  e konveksna na ( ),a b ; 

Re{enie. Neka ( )1 2, 0,x x Î +¥ , ( )0,1a Î  se dadeni. Toga{  

a) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 21 1 1tf sg x x tf x x sg x x+ a + -a = a + -a + a + -a £  

( ) ( ) ( )1 11t f x t f x£ a + -a + ( )1s g xa ( ) 21 ( )s g x+ -a =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2( ( )) 1 ( )) ( ) 1 ( )tf x sg x ftf x sg x tf sg x tf sg x=a + + -a + =a + + -a + . 

b)  ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2( 1 ) max ( 1 ), ( 1 )h x x f x x g x xa + -a = a + -a a + -a £  

( ) ( ){ }1 2 1 2max ( ) 1 ( ), ( ) 1 ( )f x f x g x g x£ a + -a a + -a £
( ) ( ){ }1 1 2 2max ( ), ( )} max{ 1 ( ), 1 ( )f x g x f x g x£ a a + -a -a £  

( ){ } ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2max ( ), ( )} 1 max{ ( ), ( ) 1f x g x f x g x h x h x£a + -a =a + -a .  
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4.127.  Neka ( ): 0,f +¥ R . Doka`ete deka funkcijata ( ) ( )1g x f x=  e 

konveksna ako i samo ako e konveksna funkcijata ( ) ( )h x xf x= . 

Re{enie. Neka funkcijata g  e konveksna i neka ( )1 2, 0,x x Î +¥ , ( )0,1a Î  

se dadeni. Imame:   

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 11 1 1h x x x x f x x fu u u u
-a -aa aa + -a = a + -a a + -a = + + =

( )( ) ( ) ( )
1 2

1 21 2

1 2 1 2

1
1 1 1 1

u u
f u uu u

u u u u

æ öæ öa -a ÷÷ç ç ÷÷-a ç ça ÷÷ç ç= + + =÷÷ç ç ÷÷-a -aa aç ç ÷÷+ +ç ç ÷÷÷÷çç è øè ø

( )( ) ( ) ( )
1 2

1 21 2

1 2 1 2

1
1

1 1
u u

g u uu u
u u u u

æ öa -a ÷ç ÷-a ça ÷ç= + + =÷ç ÷-a -aa aç ÷+ +ç ÷÷çè ø
 

( )( ) ( ) ( )
1 2

1 21 2

1 2 1 2

1
1

1 1
u u

g u uu u
u u u u

æ öa -a ÷ç ÷-a ça ÷ç= + + £÷ç ÷-a -aa aç ÷+ +ç ÷÷çè ø

( )( ) ( ) ( )
1 2

1 21 2

1 2 1 2

1
1 ( ) ( )1 1

u u
g u g uu u

u u u u

æ öa -a ÷ç ÷-a ça ÷ç£ + + =÷ç ÷-a -aa aç ÷+ +ç ÷÷çè ø
 

( ) ( )1 21 2 1 1 2 2
1 1 1 1( ) ( )g u g u f fu u u u u u

a -a a -a= + = + = .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 21 1x f x x f x h x h x=a + -a =a + -a  

Pritoa vovedovme smena  1 , 1,2i i
x iu= = ,  iskoristivme konveksnosta na g , kako i 

faktot deka ( )
( )1

1 2

0,11
u

u u

a
Î-aa +

, ( )
( )2

1 2

1
0,11

u

u u

-a
Î-aa +

 i ( ) ( )
1 2

1 2 1 2

1
11 1

u u

u u u u

a -a
+ =-a -aa a+ +

. 

Poka`avme deka i funkcijata h  e konveksna.  

Obratno, }e poka`eme deka ako h  e konveksna funkcija, toga{ i g  e  konveksna.  

Neka ( )1 2, 0,x x Î +¥ , ( )0,1a Î  se dadeni. Sli~no kako vo prviot del na dokazot 

dobivame: 

( )( ) ( )( )1 2 1 2

11g x x g u u
-aaa + -a = + =  

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
1 1 1 1 1

u u u u
g u u f u u

u u u u u u u u

æ öæ ö æ öa -a a -a÷÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷ç ç ç= + = + =÷÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷-a -a -a -aa a a aç ç ç÷÷ ÷+ + + +ç ç ç÷÷ ÷÷ ÷÷ç çç è ø è øè ø
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 21 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
1

1 1 1 1
u u u u

u u f u uu u
u u u u u u u u

æ ö æ öa -a a -a÷ ÷ç ç÷ ÷-a ç ça ÷ ÷ç ç= + + + =÷ ÷ç ç÷ ÷-a -a -a -aa a a aç ç÷ ÷+ + + +ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
 

( )( ) ( ) ( )
1 2

1 21 2

1 2 1 2

1
1

1 1
u u

h u uu u
u u u u

æ öa -a ÷ç ÷-a ça ÷ç= + + £÷ç ÷-a -aa aç ÷+ +ç ÷÷çè ø

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 21 2

1 2 1 2

1
1 ( )1 1

u u
h u h uu u

u u u u

æ öa -a ÷ç ÷-a ça ÷ç£ + + =÷ç ÷-a -aa aç ÷+ +ç ÷÷çè ø
 

( ) ( )1 2 1 1 2 21 2 1 2
1 1( ) ( )h u h u u f u u f uu u u u

a -a a -a= + = + =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 2
1 11 1f f g x g xx x=a + -a =a + -a .  

4.128.  Poka`ete deka za sekoi ( ), 0,a b Î ¥ , ( )0,1l Î  e ispolneto 

neravenstvoto:  

( )
1 1

11ab a bl -l£ l + -l . 

 Re{enie. Da ja razgledame funkcijata ( ) ,xf x e x= ÎR . Bidej}i ( ) xf x e¢ =  e 

strogo monotono raste~ka na celata realna prava, sleduva deka funkcijata e 

strogo konveksna na celo R . Stavame 1
lnax = l , 2

ln
1
bx = -l  i dobivame  

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1f x x f x f xl + -l £l + -l  za sekoi ( ), 0,a b Î ¥ , ( )0,1l Î , odnosno  

( )
( )

ln ln ln ln1
1 11

a b a b
e e el + -ll -l l -l£l + -l . Spored toa ( )

1
1 1ln ln ln1ab a be e e =ll£ l + -l , od 

{to dobivame ( )
1 1

11ab a bl -l£l + -l .  

  

4.129. Ispitaj ja konveksnosta i konkavnosta na  funkciite:  

    a)  
3 23 2 43 2
x xy x= - + - ;  b)  

( )21

x

x
ey
e

=
+

; 

    v)  2
1y
x

= ;    g)  2 2 1y x x= - + ; 

    d)  1y x x= - ;    |)  2y x= + ; 

    e)  
2

2
1 3
3
xy
x

+=
+

;   `) lny x x= . 

Re{enie: a) 2 3 2y x x¢ = - + ;  2 3y x¢¢ = - .  
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Funkcijata 
3 23 2 43 2
x xy x= - + -  e konveksna vo to~kite x  za koi va`i ( ) 0y x¢¢ > , 

dodeka e konkavna  tamu kade {to ( ) 0y x¢¢ < . 

Za ( )3,2x Î ¥ , ( ) 0y x¢¢ > , {to zna~i deka funkcijata  e konveksna na ( )3,2 ¥ . Za 

( )3,2x Î -¥ , ( ) 0y x¢¢ < , {to zna~i deka funkcijata  e konkavna na ( )3,2-¥ . 

b)  ( )
( )3

1
1

x x

x
e ey
e

-¢ =
+

;  
( )
( )

2

4
2 1

0,
1

x x x

x

e e e
y x

e
- + -¢¢ = < "

+
. Zna~i, funkcijata 

( )21

x

x
ey
e

=
+

  e 

konkavna na definicionata  oblast.  

v) 3
2y
x

¢ =- . ( ) ( )4
6 0, ,0 0,y x
x

¢¢ = > " Î -¥ È ¥ . Zna~i, funkcijata 2
1y
x

=   e 

konveksna na definicionata  oblast.  

g) 2 0y ¢¢ = >  za site x ÎR , pa funkcijata e konveksna.  

d) 3
1y
x

¢¢ =- . Ako 0x < , toga{ 0y ¢¢ >  , dodeka za pozitivni x , 0y ¢¢ < . Zna~i, 

funkcijata e konveksna na intervalot ( ),0-¥  i konkavna na ( )0,¥ . 

|) Funkcijata 2y x= +  e konkavna na definicionata oblast, bidej}i  

( )
2
1 0, 2,

4( 2) 2
y x

x x
¢¢ =- < " Î - ¥

+ +
.  

e)  Funkcijata e konveksna na intervalot ( )1,1- , a konkavna na intervalite 

( ), 1-¥-  i ( )1,¥ .  

`) ( )1 0, 0,y xx¢¢ = > " Î ¥ . Funkcijata e konveksna.  
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4.12.  Grafik na funkcija 

Ispituvaweto na funkciite }e go vr{ime po sledniot redosled: 

1) Ja nao|ame definicionata oblast, to~kite na prekin. Ja opredeluvame 

periodi~nosta i parnosta na funkcijata, go opredeluvame  znakot na 

funkcijata i gi nao|ame prese~nite to~ki na krivata so koordinatnite oski. 

2) Odnesuvawe na funkcijata vo okolini na grani~nite to~ki od definicionata 

oblast. Gi opredeluvame asimptotite na funkcijata. 

3) Gi nao|ame  lokalnite  ekstremi i intervalite na monotonost. 

4) Konveksnost i konkavnost. To~ki na prevoj. 

5) Skicirawe grafik. 

Zada~i 

Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkciite: 

4.130  
( )3

2
2( )

( 2)
xf x
x
+=
-

. 

Re{enie. 1) Drobno racionalnata funkcija e definirana za site 

vrednosti na argumentot za koi imenitelot e razli~en od nula. Spored toa, 

definicionata oblast e mno`estvoto ( ) ( ),2 2,-¥ È ¥ , a to~kata 2x =  e to~ka na 

prekin. Bidej}i definicionata oblast ne e simetri~no mno`estvo vo odnos na 

koordinatniot po~etok, funkcijata ne e nitu parna, nitu neparna, nitu 

periodi~na. Za 2x >- , ( ) 0f x > , a za  2x <- , ( ) 0f x < .  Za  2x =- , ( ) 0f x = , za 

0x = , ( ) 2f x = . 

2)   
( )
( )

3

22

2lim
2x

x
x-

+ =+¥
-

, 
( )
( )

3

22

2lim
2x

x
x+

+ =+¥
-

. 
( )
( )

3

2
2lim
2x

x
x-¥
+ =-¥
-

,   

( )
( )

3

2
2lim
2x

x
x+¥
+ =+¥
-

. 

Vertikalna asimptota e 2x = . Funkcijata nema horizontalni asimptoti.  

Od ,  
( )
( )

3

1 2
( ) 2lim lim 1

2x x

f x xk x x x+¥ +¥
+= = =
-

,  
( )
( )

3

2 2
( ) 2lim lim 1

2x x

f x xk x x x-¥ -¥
+= = =
-

,   

( ) ( )
( )

3

1 1 2
2lim ( ) lim 10
2x x

xn f x k x x
x+¥ +¥

æ ö+ ÷ç= - = - =÷ç ÷çè ø-
, ( )2 2lim ( ) 10

x
n f x k x

-¥
= - = ,  

zaklu~uvame deka kosa asimptota e 10y x= + .  
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3) Prv izvod na funkcijata e: 
( ) ( )2

3
2 10( )
( 2)

x xf x
x

+ -¢ =
-

. Nuli na prviot izvod, t.e. 

stacionarnite to~ki za funkcijata se: 1 2x =-  i 10x = .  

Vtoriot izvod na funkcijata e:  ( )
4

96( 2)
( 2)
x

f x
x

+¢¢ =
-

. Bidej}i ( )10 0f ¢¢ > , to~kata 

10x =  e to~ka na lokalen minimum. Od ( )2 0f ¢¢ - =  i ( ) 4
962 0

( 4)
f ¢¢¢ - = ¹

-
 sleduva 

deka to~kata 2x =-  ne e to~ka na lokalen ekstrem. 

Ispituvame monotonost na funkcijata na intervalite: ( ), 2-¥- , ( )2,2- ,  ( )2,10  i 

( )10,+¥ . Funkcijata monotono raste na intervalite ( ), 2-¥- , ( )2,2- i ( )10,+¥ , 

bidej}i tamu ( ) 0f x¢ > , a monotono opa|a na intervalot ( )2,10  bidej}i 

( ) 0f x¢ < ( )2,10x" Î . 

4) Vtoriot izvod na funkcijata ( )
4

96( 2)
( 2)
x

f x
x

+¢¢ =
-

 e nula za 2x =-  i funkcijata 

f ¢¢  go menuva znakot vo okolina na 2- , {to zna~i deka 2x =-  e prevojna to~ka 

za funkcijata. 

Od  ( ) 0f x¢¢ >  za 2x >-  sleduva deka funkcijata e konveksna na intervalite 

( )2,2-  i ( )2,+¥ , a od ( ) 0f x¢¢ <  za 2x <-  sleduva deka funkcijata e konkavna na 

( ), 2-¥- . 

5. 
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4.131.  
( )22

( )
1
xf x

x
=-

-
. 

Re{enie. 1) Funkcijata e definirana za sekoj x , osven za 1x =-  i 1x = . 

Bidej}i ( ) ( )f x f x- =- , funkcijata e neparna , pa dovolno e ispituvawata da gi 

vr{ime samo na intervalite [ )0,1  i ( )1,¥ . Grafikot na funkcijata ja se~e 

x- oskata vo to~kata 0x = . 

2) Od 
( )221

lim
1x
x

x-
- =-¥

-
 i  

( )221
lim

1x
x

x+
- =-¥

-
 sleduva deka pravata 1x =  e 

vertikalna asimptota na krivata. Analogno se dobiva deka i pravata 1x = -  e 

vertikalna asimptota. Od 
( )22

lim 0
1x
x

x¥
- =

-
 sleduva deka pravata 0y =  e 

horizontalna asimptota. Pritoa, nema i kosi asimptoti. 

3) Izvodot 
( )

2

32
3 1( )

1
xf x
x

+¢ =
-

 ne se anulira nitu za edno x . Za [ )0,1x Î , ( ) 0f x¢ < , 

{to zna~i deka funkcijata monotono opa|a. Funkcijata monotono raste na 

intervalot ( )1,¥ , bidej}i ( ) 0f x¢ >  na ( )1,¥ . 

4) Vtoriot izvod 
( )

2

42

12 ( 1)
( )

1

x x
f x

x

+¢¢ =-
-

 se anulira vo to~kata 0x = , {to zna~i deka 

to~kata (0,0)  e prevojna to~ka na funkcijata. Funkcijata  e konkavna na 

intervalite [ )0,1 i ( )1,¥ .  

5)  

 



IV. Diferencijalno smetawe 

 320

4.132 
2

2
1( )
1

x xf x
x x

- +=
+ +

.   

Re{enie. 1) Funkcijata e definirana za sekoj x Î , bidej}i 2 1 0x x+ + > , 

x Î . Isto taka 2 1 0x x- + >  za sekoe x Î , pa funkcijata nema realni nuli i 

sekoga{ e pozitivna. Za 0x = , ( ) 1f x = . Dadenata funkcija ne e parna, neparna 

nitu periodi~na. 

2) 
2

2
1lim 1
1x

x x
x x¥

- + =
+ +

. Spored toa, pravata 1y =  e horizontalna asimptota na 

dadenata funkcija. Funkcijata nema vertikalni i kosi asimptoti. Proverete. 

3) Prviot izvod 
2

2 2
2( 1)

( )
( 1)
x

f x
x x

-¢ =
+ +

 se anulira za 1x =-  ili 1x = .  ( ) 0f x¢ >  za 

( ) ( ), 1 1,x Î -¥- È ¥  i ( ) 0f x¢ <  za ( )1,1x Î - ,      ja formirame prilo`enata  tabela 

x  -¥
 

 -1  1  +¥
 

( )f x¢   + 0 - 0 +  

( )f x  1   3 
 

1
3

 1 

 

od koja se gleda deka za 1x =-    

funkcijata dostignuva maksimum 

max ( 1) 3f f= - = ,  a za 1x =  funkci-

jata dostignuva minimum  

min
1(1) 3f f= = . 

4) Za vtoriot izvod 
3

2 3
3 1( ) 4

( 1)
x xf x
x x
- + +¢¢ =

+ +
 e neprekinata funkcija, i  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0, 1 0, 0 0, 1 0, 2 0f f f f f¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢- > - < > > - < , 

pa toj ima nuli vo 1x x= , 2x x=  i 3x x=  koi se vo intervalite 

( ) ( ) ( )2, 1 , 1, 0 , 1,2- - - , soodvetno, i tie se site negovi nuli. Spored toa na 

intervalite ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , , , , , ,x x x x x x-¥ ¥  ovoj izvod ne go menuva znakot.  

Bidej}i ( )2 0f ¢¢ - >  sleduva deka ( ) 0f x¢¢ >  za sekoj ( )1,x xÎ -¥ , pa tamu 

funkcijata e konveksna. 

Zaradi ( )1 21 ,x x- Î  i ( )1 0f ¢¢ - <  sleduva deka ( ) 0f x¢¢ <  na ( )1 2,x x , pa f  e 

konkavna. 

Sli~no, f  e konveksna na ( )2 3,x x  i konkavna na ( )3,x ¥  

5)  
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4.133. 
1

( ) 2 xf x x e
-

= - . 

Re{enie.  1) Definicionata oblast na funkcijata e  

{ } ( ) ( )\ 0 ,0 0,fD = = -¥ È ¥ . To~kata 0x =  e to~ka na prekin. Funkcijata ne 

e nitu parna, nitu neparna, nitu  periodi~na. Za, ( ) ( ) ( ),0 0,2 2,x Î -¥ È È ¥ ( ) 0f x > , 

a za  2x = , ( ) 0f x = .  

2) 
1

0
lim 2 x
x

x e
-

-


- =+¥ , 
1

0
lim 2 0x
x

x e
+

-


- = ,  
1

lim 2 x
x

x e-
¥

- =+¥  i 

1
lim 2 x
x

x e-
-¥

- =+¥ . 

Vertikana asimptota e 0x = . Funkcijata nema horizontalna asimptota. Od 

( )
11

22
lim lim 1

xx

x x

x ex e

x x

--

¥ ¥

--
= =  i ( ) ( )( )1 1

lim 2 lim 2 3x x
x x

x e x x e x
- -

¥ ¥
- - = - - =-  

sleduva deka kosa asimptota kon ¥  e 3y x= - . 

Sli~no,   

( )
11

22
lim lim 1

xx

x x

x ex e

x x

--

-¥ -¥

- --
= =-  i  

( ) ( )( )1 1
lim 2 lim 2 3x x
x x

x e x x e x
- -

-¥ -¥
- + = - - + =  

sleduva deka kosa asimptota kon -¥  e 3y x= - + . 

3) Funkcijata ne e diferencijabilna vo to~kata 2x =  zaradi 

( )
( )

0

1exp
2 12 lim

x

x
xf ex D 

D - +D¢ = =D . 

Prviot izvod na funkcijata e ( )

1

1

2

2
2

2

2, 2
2, 2

x

x

x xe x
xf x x xe x
x

-

-

ì + -ï- ⋅ <ïïï¢ = í + -ï ⋅ >ïïïî

. 
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Nuli na prviot izvod se: 1 2x =-  i 2 1x = . 

Funkcijata raste koga ( ) 0f x¢ > , t.e na intervalite ( )2,0- , ( )0,1  i ( )2,¥  a opa|a 

koga ( ) 0f x¢ < , t.e na ( ), 2-¥-  i ( )1,2 . 

Vtoriot izvod na funkcijata e: ( )

1

1

4

4

5 2, 2
5 2, 2

x

x

xe x
xf x xe x
x

-

-

-ìï- ⋅ <ïï¢¢ = í -ï ⋅ >ïïî
. 

( )2 0f ¢¢ - > , pa za 2x =-  funkcijata ima lokalen minimum. 

( )1 0f ¢¢ < , zna~i za 1x =  funkcijata ima lokalen maksimum. 

Vo 2x =  mo`e da ima lokalen ekstrem, no toj ne mo`e da se ispita so izvod. 

Bidej}i ( ) 0f x¢ <  za ( )1,2x Î  i ( ) 0f x¢ >  za ( )2,x Î ¥  sleduva deka to~kata ( )2, 0  e 

lokalen minimum (zaklu;okot mo`e da se izvede i od toa {to ( ) 0f x ³  za sekoj 

fx DÎ , f  e neprekinata vo sekoj fx DÎ  i ( )2 0f = ). 

4) Funkcijata e konveksna na ( ) { }2, \ 0
5

-¥  i ( )2,¥ , a konkavna na ( )2,2
5

. 

5) 

 

4.134. 3( ) 1f x x x= + . 



4.12.  Grafik na funkcija 

 323

Re{enie. 1) Definicionata oblast na dadenata funkcija e  .  

Funkcijata e neprekinata na R , nuli na funkcijata se 0x =  i 1x =- .  ( ) 0f x >  

za ( ) ( ), 1 0,x Î -¥- È ¥   i  ( ) 0f x <  za ( )1,0x Î - . Funkcijata ne e periodi~na, 

parna, neparna. Dadenata funkcija pominuva niz to~kite ( )0,0  i ( )1,0- . 

2) 3lim 1
x

x x
+¥

+ =+¥ ,  3lim 1
x

x x
-¥

+ =+¥ . Dadenata funkcija nema asimptoti. 

3) Funkcijata ne e diferencijabilna vo to~kata 1x =- : 

 ( )
( ) 3

0

1
1 lim

x

x x
f

x D 

D - ⋅ D¢ - = =-¥D . Prviot izvod na funkcijata e 

( )
23

4 3
3 ( 1)
xf x
x
+¢ =

⋅ +
i toj se anulira za  3

4x =- . Funkcijata raste koga ( ) 0f x¢ > , t.e 

na intervalot ( )3,4- ¥ , a opa|a koga ( ) 0f x¢ < , t.e na ( ), 1-¥-  i ( )31, 4- - . 

To~kata ( )1, 0-  ne e ekstrem bidej}i f  opa|a na 
3

,
4

æ ö÷ç ÷-¥ -ç ÷ç ÷çè ø
. 

Vtoriot izvod na funkcijata e: ( )

( ) 23
4 6

3 1 ( 1)
xf x

x x
+¢¢ =

+ ⋅ +
.  ( )3 04f ¢¢ - > , pa za 

3
4x =-  funkcijata ima lokalen minimum. 

4)  Funkcijata e konveksna na intervalite ( )3, 2-¥-  i ( )1,- ¥ , a konkavna na 

( )3, 12- - . 

5)   
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 4.135.  ( ) ( )23( ) 2 1f x x x= - + . 

 Re{enie. 1) Funkcijata e definirana i neprekinata na celata realna 

prava. ( ) 0f x <  za  1x <-  i ( ) 0f x >  za ( ) ( )1,2 2,x Î - È ¥ . Nuli na funkcijata se 

1x =-  i 2x = .  

2) ( ) ( )23lim 2 1
x

x x
¥

- + =+¥ ; ( ) ( )23lim 2 1
x

x x
-¥

- + =-¥ . 

Od 
( ) ( )23 2 1

lim 1
x

x x

x¥

- +
=  i ( ) ( )23lim 2 1 1

x
x x x

¥

æ ö÷ç - + - =-÷ç ÷çè ø
 zaklu~uvame deka 

pravata  1y x= -  e  kosa asimptota na funkcijata.  

3) Funkcijata e diferencijabilna za site { }\ 1 2x ,Î -R   i ( )

( )( )23 2 1
xf x

x x
¢ =

- +
. 

( ) 0f x¢ =  za 0x = , ( ) 0f x¢ >  za ( ) ( ) ( ), 1 1,0 2,x Î -¥- È - È ¥ , ( ) 0f x¢ <  za ( )0,2x Î . 

Funkcijata raste na intervalite ( ),0-¥  i ( )2,¥  a opa|a na intervalot ( )0,2 . 

Zna~i, za 0x =  funkcijata dostignuva lokalen maksimum 3(0) 4f = , a za 2x =  

lokalen minimum e (2) 0f = . 

4) Vtoriot izvod na funkcijata e ( )

( ) ( )4 53
2

2 1
f x

x x
-¢¢ =

- +
. Funkcijata e konveksna 

na intervalot ( ), 1-¥-   a konkavna na intervalite ( )1,2-  i ( )2,¥ . Prevojna 

to~ki se 1x =-  i 2x = . 

5)  
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4.136.  
2

3
2( )

1
xf x
x

=
-

. 

 Re{enie. 1) Definicionata oblast e mno`estvoto 

( ) ( ) ( ), 1 1,1 1,-¥- È - È ¥ , a to~kite 1x =  se to~ki na prekin. Funkcijata e  

parna, pa grafikot e simetri~en vo odnos na pravata 0x = .  Za ( )1,1x Î - , 

( ) 0f x > , a za  ( ) ( ), 1 1,x Î -¥- È ¥ , ( ) 0f x < .  Za  0x = , ( ) 0f x = . 

2)   
2

3
21

lim
1x
x
x--

=-¥
-

, 
2

3
21

lim
1x
x
x+-

=+¥
-

. 
2

3
21

lim
1x
x
x-

=+¥
-

, 
2

3
21

lim
1x
x
x+

=-¥
-

, 

2
3

2lim 1
1x
x
x¥

=-
-

. Vertikalna asimptoti se 1x =-  i 1x = .  Horizontalna 

asimptota:  1y =- . Dadenata funkcija nema kosi asimptoti.   

3) Funkcijata ne e diferencijabilna vo to~kata 0x = :  

2
3

2

0
1(0) lim

x

x
xf
x-- D 

D
-D¢ = =-¥D  i  

2
3

2

0
1(0) lim

x

x
xf
x++ D 

D
-D¢ = =+¥D .  

Prviot izvod na funkcijata za 0x ¹  e 
( )2 23

2( )
3(1 ) 1

f x
x x x

¢ =
- ⋅ -

. ( ) 0f x¢ ¹  za 

sekoe x . Monotonosta na funkcijata }e ja prika`eme na slednata tabela: 

 

x  -¥  1-   0  1   +¥  

( )f x¢   -  - +  +  

( )f x  -1  -¥ ,  

+¥  

 0  +¥ ,-¥   -1 

 

Od tabelata mo`eme da zaklu~ime deka vo to~kata ( )0,0  funkcijata ima lokalen 

minimum. 

4) Vtoriot izvod na funkcijata e:  ( )
( )2 2 2 23

2 2 3
2 (1 ) 9 1

9 (1 )
x x x

f x
x x

⋅ - -¢¢ =
-

, { }1,0,1x Ï - . 

( ) 0f x¢¢ =  za 1
3x =-  i 1

3x = . Konveksnosta na funkcijata }e ja prika`eme na 

slednata tabela:  
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x  

 

-¥  

  

-1

 1
3-   

0 

 1
3

  

1 

  

+¥  

( )f x¢¢   -  +  -  -  +  -  

 

Spored toa, funkcijata e konveksna na intervalite ( )11, 3- -  i  ( )1,13  a konkavna 

na intervalite ( ), 1-¥- , ( )1,03- , ( )10,3  i ( )1,+¥ . Prevojni to~ki se 1
3x =-  i 

1
3x = . 

5) 

 

 

 4.137  3 32 2( ) 1f x x x= - - . 

 Re{enie. 1) Definiciona oblast na funkcujata e R . Funkcijata e parna. 

(0) 1f =-  i ( ) 0,f x x¹ " ÎR . 

2) Funkcijata nema vertikalni asimptoti.   

Od 
( ) ( )

3 32 2
2 33 2 2 2 43

1lim 1 lim 0
1 1x x

x x
x x x x¥ ¥

-- - = =
- + - +

 sleduva deka 

funkcijata 0y =  e horizontalna asimptota. Funkcijata nema kosi asimptoti. 

3) Prviot izvod e ( )
( )

( )

23 34 2

233 2

12
3 1

x x
f x

x x

- -¢ =
⋅ -

. Funkcijata ne e diferencijabilna vo  
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1x =- , 0x =  i  1x = . Prviot izvod se anulira za 1
2

x =-  i 1
2

x = . Na  

intervalite ( )1 ,0
2

-  i ( )1 ,
2
¥  funkcijata raste, dodeka monotono opa|a na 

intervalite ( )1,
2

-¥-   i ( )10,
2

. Zna~i, to~kite 1
2

x =-  i 1
2

x =  se to~ki na 

lokalen minimum. Funkcijata ima lokalen maksimum vo to~kata za 0x = , iako vo 

ovaa to~ka funkcijata ne e diferencijabilna.  

4) Vtoriot izvod e  ( )

( )

2

3 54 3 2

32 1
9 1

xf x
x x

æ ö÷ç + ÷ç¢¢ = - ÷ç ÷ç ÷ç ÷-è ø
. Funkcijata e konveksna za 

( ) ( )1,0 0,1x Î - È , a konkavna  za ( ) ( ), 1 1,x Î -¥- È ¥ . Prevojni to~ki se: 1x =  i 

1x =- . 

5)  

 

 4. 138 ( ) ( )
2 2
3 3( ) 1 1f x x x= + - - . 

 Re{enie. 1) Definicionata oblast na funkcijata e R . Bidej}i 

( ) ( ) ( )2 22 2
3 33 3( ) 1 1 ( 1) ( 1) ( )f x x x x x f x- = - + - - - =- + - - =- , sleduva deka funkcijata 

e neparna, zatoa e dovolno da ja ispitame funkcijata na ( )0,+¥ . Nula na 

funkcijata e 0x = . Ako 0x > , toga{ ( ) 0f x > . Zaradi neparnosta na funkcijata, 

zaklu~uvame deka ( ) 0f x <  za ( ),0x Î -¥ . 

2) Od ( ) ( )( )2 2
3 3lim 1 1 0

x
x x

¥
+ - - =  zaklu~uvame deka  0y =  e horizontalna 

asimptota na funkcijata .  
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3) Funkcijata ne e diferencijabilna vo to~kata 1x =  (zana~i i vo 1x =- ), 

bidej}i  leviot i desniot izvod vo taa to~ka se razlikuvaat: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2 33 3 3 33 3

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 2 4
lim lim
x x

x x x x
x x- -D  D 

+D + - +D - - + + - +D - D -= =+¥D D
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2
3 3 3 3

0

1 1 1 1 1 1 1 1
lim
x

x x
x+D 

+D + - +D - - + + - =-¥D . 

Za { }\ 1 1x ,Î -R , prviot izvod na funkcijata e: 
( ) ( )

1 1
3 3

2 1 1( ) 3 1 1
f x

x x

æ ö÷ç ÷¢ ç= - ÷ç ÷÷ççè ø+ -
. 

( ) 0f x¢ ¹ , " { }\ 1 1x ,Î -R .  Funkcijata monotono raste na intervalot ( )1,1- , a 

opa|a na intervalite ( ), 1-¥-  i ( )1,+¥ . Zna~i vo to~kata ( )31, 4- -  funkcijata 

ima minimum, a vo to~kata ( )31, 4  funkcijata ima maksimum. 

4) Vtoriot izvod na funkcijata e 

( ) ( )
4 4
3 3

2 1 1( )
9

1 1
f x

x x

æ ö÷¢¢ ç=- - ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç + -è ø

. Za 0x = , ( ) 0f x¢¢ = . 

Vtoriot izvod e pozitiven na intervalite ( )0,1  i ( )1,¥ , zna~i tamu funkcijata e 

konveksna. Funkcijata e konkavna na intervalite ( ), 1-¥-  i ( )1,0- . 

5)  

 

4.139   ( )1( ) ln2
xf x e x= - . 

 Re{enie. 1) Definicionata oblast e mno`estvoto { }1: , 0x x e xÎ - > =R  

( ) ( )1,0 ,e= -¥ È +¥ . Nuli na funkcijata se 0x =  i 1
1x e= - . 
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2) ( )1lim ln2x
x e x-¥

- =-¥ ;  ( ) ( ) ( ) 2

0 0 0
2

1
1 1ln1lim ln lim lim 02 2 2x x x

e e xx xx e x
x x

- - -  

- -
- = = =

-
; 

( )
1

1lim ln2
x e

x e x+


- =-¥ ;  ( )1lim ln2x
x e x¥

- =¥ . Vertikalna asimptota e 1x e= . 

Funkcijata nema horizontalni asimptoti.  

Od ,  
( )

1

1ln( ) 1lim lim 2 2x x

ef x x
k x+¥ +¥

-
= = = ,  

( )
2

1ln( ) 1lim lim 2 2x x

ef x x
k x-¥ +¥

-
= = = ,   

( ) ( )( )1 1
1 1lim ( ) lim ln 12 2x x

xn f x k x e x e+¥ +¥
= - = - - =- , ( )2 2

1lim ( ) 2x
n f x k x e-¥

= - =- ,  

zaklu~uvame deka kosa asimptota e 1 1
2 2y x e= - .  

3) Prviot izvod na funkcijata e ( ) ( )( )1 1 1ln2 1f x e x ex
¢ = - + - . Funkcijata monotono 

raste na intervalite ( ),0-¥  i ( )1,e +¥ .  

4) Vtoriot izvod e ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 1 1
2 21 1 1 2 1

e ex exf x ex x ex x ex x ex
æ ö æ ö- - -÷ ÷ç ç¢¢ = - = =÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç-è ø è ø- - -

.  

Funkcijata e konveksna na ntervalot ( ),0-¥  i konkavna na ( )1,e +¥ . 

 

5)  
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 4.140  ( )1( ) arctg 1f x x= + . 

 Re{enie. 1) Definicionata oblast na funkcijata e mno`estvoto { }\ 0R . 

Nula na funkcijata e 1x =- . 

2) ( )1lim arctg 1 4x x-¥
p+ = ; ( )0

1lim arctg 1 2x x-
p+ =- ; ( )

0
1lim arctg 1 2x x+

p+ = ;  

( )1lim arctg 1 4x x¥
p+ = . 

 Zna~i, funkcijata nema vertikalna asimptota. Horizontalna asimptota e 

pravata 4y p= .  

3) Funkcijata e diferencijabilna vo sekoja to~ka od definicionata oblast i 

prviot izvod e  

( )2 2 2
1 1 1( )

2 2 111 1
f x

x x x
x

-¢ = ⋅ =-
+ ++ +

. Bidej}i  ( ) 0f x¢ <  za sekoe x  

od definicionata oblast, sleduva deka funkcijata monotono opa|a na 

intervalite ( ),0-¥  i ( )0,¥ . 

4) Vtoriot izvod na funkcijata e 
( )22

4 2( )
2 2 1
xf x

x x
+¢¢ =

+ +
.  Funkcijata e konkavna 

na intervalot  ( )1, 2-¥- , a konveksna na intervalite ( )1,02-  i ( )0,¥ . To~kata 

1
2x =-  e prevojna to~ka. 

5)  
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V. Задачи од писмени испити 

 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)  април, 2003 

 

1. а) Neka [0,1]AÍ  e takvo {to ( )n" Î  ( )nx A$ Î  t.{. 1
n
nx n
-> . Presmetaj 

supA . (so obrazlo`enie) 

      б) Пресметај supA  и infA  (со образложение), ако ( )
( 1)

2 2 3( 1) 2 2

n n nnA nn

+ì üï ï+ï ï= - Îí ý+ï ïï ïî þ
  

2.   а) Neka ( )nx  e niza od realni broevi taka {to postoi cÎ  t.{.  

2 1 3 2 1| | | | . . . | |nx x x x x x c- + - + + - <     za sekoj n Î .         (1) 

Doka`i deka nizata ( )nx  konvergira. 

       b) Dali nizata 
1 ( 1)n

nx n
- -

=                         

            i) konvergira;         ii) go ispolnuva uslovot  (1) ? 

3. Ispitaj ramnomerna neprekinatost na funkciite:  

 a) ( ) sinf x x x= +  na na  ;     b) 1( ) cosxf x e x=  na (0,1) . 

4.  Испитај ja диференцијабилноста  на  funkciite:  

                         a) 2( ) | 9 20|f x x x= - +                                 b) 

1sgn , | | 14 2
( )

arctg , | | 1

xx x
f x

x x

p -ìï + >ïïï=íïï <ïïî

. 

5. Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkcijata: 
1

( ) | | xf x x e-= . 

Pismen ispit po matemati~ka analiza I (prv del) 21.12.2001 god. 

1. a) Presmetaj (so obrazlo`enie) supA  i infA  ako  

{ }( 1)
2 5 2 1( 1) 2 3

n n n
n

A n
- ⋅ += Î- +

 .  

b) Doka`i deka za sekоj n Î  va`i neravenstvoto 

3 3 3
1 1 1 51 . . . 42 3 n

+ + + + < . 

2. a) Ispitaj ja konvergencijata na nizata 1 2 . . .sin1 sin2 sin
n
n+ + + . 
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b) Neka AÍ  i supM A= . Doka`i deka postoi niza ( )nx  t.{. nx AÎ  za sekoj 

n Î  i lim nn
x M

¥
= . 

3. Ispitaj neprekinatost na funkciite:  

    a) 
1sin , 0( )

0 , 0
xxf x
x

ìï ¹ï=í =ïïî
     b) ( ) [ ]sinf x x x= p  

4. Presmetaj ja levata i desnata grani~na vrednost na  

funkcijata ( )f x  vo to~kata 0x ako:  

 a) 2 2
1( ) xf x

x e -=
+

 , 0 2x =     b) ( ) arcsin( 1)f x x= + , 0 0x = . 

5. Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkcijata: 23( ) ( 1)f x x x= ⋅ + . 

 

Писмен испит по математичка анализа I (prv del)  јануари 2004 

1.(15) а) Пресметај supA  и infA  каде [ ]{ }2

2
1 2,2
1

xA x
x

-= Î -
+

. 

    б) Нека ( )na  е низа од реални броеви дефинирана со 5 4
3 2n
na n
+= - . Најди природен 

број k  така што за секој n Î  и n k³  важи ( )1664 1666,999 999na Î . 

2. (15) Нека :f    и :g    се пресликувања дефинирани со ( ) 5f m m=  и 

( ) 3g m m= ,  { }21, 20, 13, 9, 8, 5,0,1,3,7,15A= - - - - - - и { }1,2,3,8,10,12,17B= . 

      а) Најди ги ( )1f A- , ( )g A , ( )1g B- , gf ; 

      б) Дали постојат 1f -  и 1g- ? Ако постојат, најди ги правилата со кои пресликувањата 

се определени. 

3. (20) а) Испитај ја конвергенцијата на низата 1 2 ... n
n
a a a

b n
+ + +

= , каде ( )na  е 

конвергентна низа од реални броеви. Ако ( )nb  конвергира најди 
0

lim nn
b


. 

    б) Нека за низите од реални броеви ( )na  и ( )nb  важи n na b£ , за секојn Î . Докажи 

дека limsup limsupn n
n n

a b
¥ ¥

£ . 

4. (20) Испитај ја непрекинатоста и диференцијабилноста на функциите 
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а) ( )

sin , 0
1 ,0 1
0, 1

x x
f x x x

x

<ìïïï= - £ £íï >ïïî

;  б) ( )

, 42
arctg , 4 4

, 42

x
f x x x

x

pìï- <-ïïï= - £ <íïpï ³ïïî

; в) ( )

2 , 0
1 , 02

x

x

x
f x

x

<ìïï=í ³ïïî
 

и скицирај ги нивните графици. 

5.(15) Со примена на теоремите за средна вредност докажи дека равенката 2sinx x= p  

има единствено решение на 1 5,2 2
é ù
ê úë û . 

6.(15) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата ( )
3 2 2f x x x= ⋅ - . 

 

Pismen ispit po matemati~ka analiza I (prv del)   24.01.2002 god. 

1. a) Presmetaj (so obrazlo`enie) supA  i infA  kade 

{ }2 2
,

4
mnA m n
m n

= Î Î
+

  . Dali A  ima najgolem i najmal element? Vo 

slu~aj na potvrden odgovor najdi gi. 

b) Doka`i deka 4 1 4 1 4 1 5a b c+ + + + + <  za sekoi  

realni broevi , ,a b c  takvi {to 1a b c+ + =  i 4 1,4 1,4 1 0a b c+ + + > . 

2. a) Za nizata ( )nx  va`i: 

postoi R +Î  t.{. 2 1 3 2 1| | | | . . . | |n nx x x x x x R-- + - + + - <   za sekoj n Î .  (1) 

Doka`i deka nizata ( )nx  konvergira.  

b) Dali za nizata 
1 ( 1)

5
n

nx n
- -

=  va`i (1)? Dali ( )nx  konvergira? 

3. a) Presmetaj (bez lopitalovo pravilo)           

                20

cos(3 2 ) 2cos(3 ) cos3
lim
x

x x
x

+ - + +
. 

b) Ispitaj neprekinatost na   na funkcijata 
1 , 0

( )
0 , 0

xxf x
x

ìé ùï ¹ïê ú= ë ûíï =ïî
. 

4. a) Najdi prv izvod na funkcijata 

3

1
1, 0

( )
1 , 0x

x x
f x

e x

ì + ³ïï=íï + <ïî
. Dali prviot izvod e 

neprekinata funkcija na  ? 

b) Presmetaj so pomo{ na maklorenovata formula 

2

2
40

coslim
x

x
x e
x

-


- . 
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5. Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkcijata 1( ) | 3 | xf x x e -= - . 

 Pismen ispit po matemati~ka analiza I (vtor del)                       6.02.20020god. 

1. (15) Dadeni se mno`estvata { }3
3 1

A n
n

= Î
-

  i 
2( 1)

1 |
n

B n
n

ì üï ï-ï ï= + Îí ýï ïï ïî þ
 . 

Odredi sup , inf , sup , infA A B B  ( so obrazlo`enie). Dali A  i B  imaat 

najgolem i najmal element? Vo slu~aj na potvrden odgovor najdi gi. 

2. (20) a) Ispitaj konvergencija na nizata 1 1 1. . .ln2 ln3 lnna n= + + + . 

         b) Odredi lim nn
a

¥
 i lim n
n
a

¥
 za nizata ( )11 ( 1) sin 2

n
n

n
na n
p= + - + . 

3. (20) Opredeli go realniot broj a  (ako postoi ) taka {to funkciite ( )f x  i 

( )g x  se neprekinati na R , kade 
| 1|

, 1( ) 1
, 1

x
xf x x

a x

ì +ïï ¹-ï= +íï =-ïïî
  i 

2 1cos , 0( )
, 0
xxg x

a x

ìï ¹ï=í =ïïî
. 

4. (15) Presmetaj ja levata i desnata grani~na vrednost na funkcijata 

1
2 3

1( )
x

f x
x e -

=
+

 vo to~kata 0 3x = . 

5. (15) Najdi prv izvod na funkcijata 
1sin , 0( )

0 , 0
x xxf x

x

ìï ¹ï=í =ïïî
. 

6. (15) Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkcijata 3( ) 1f x x x= ⋅ + . 

Втор колоквиум по математичка анализа I (прв дел)           17.I-2002 год. 

1.  Ispitaj neprekinatost na   на funkciite:    

   a) 
1sin , 0( )

0 , 0
xxf x
x

ìï ¹ï=í =ïïî
          b) ( ) [ ]sinf x x x= p  

2. Докажи дека функцијата | sin |
( )

x
f x x=  е рамномерно непрекината на (0,1)  и на ( 1,0)-  

но не е рамномерно непрекината на ( 1,0) (0,1)- È . 

 

3. a) Пресметај проближно arctg1,05 . 
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b) Presmetaj so pomo{ na maklorenovata formula 

2

2
40

coslim
x

x
x e
x

-


- . 

4. a) Определи ги реалните броеви a  и b  така што функцијата 
2

1 ,
| |( )

,

x c
xf x
a bx x c

ìï >ïï=íï + £ïïî
 има 

непрекинат извод. 

     б) Испитај диференцијабилност на функцијата  2( ) | 5 6 |f x x x= - +  на  . 

 

5. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 2( ) |1 |(3 2 1)f x x x x= - - - . 

Писмен испит по метематчка анализа I (прв дел) 7.02.2003 год. 

1. (15) Нека { }2 2 ,
9 4
mnA m n

m n
= Î Î

+
Ù ô . Определи ги со образложение) supA  и  

infA . Дали A  има најголем и најмал елемент? 

2. (15) Докажи дека за секој природен број n  важи 1 11 ... 2
2

n nn< + + + < . 

3. (20) Нека низата ( )na  конвергира и нака 1 2 ... n
n
a a a

b n
+ + +

= , n Îô . Докажи дека 

lim limn nn n
b a

¥ ¥
= . 

4. (15) Испитај ја непрекинатоста на функциите:  

 а) ( ) [ ]; , 0f x ax b x a b= + ¹    б) 
2ln , 0

( ) 1, 0
x x x

f x x
ì ¹ïï=í =ïïî

. 

5. (20) Испитај ја диференцијабилноста на функциите:  

 a) 2 5( ) 2 4f x x x= - -     б) ( ) |cos |f x x= . 

6. (15) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 
1

( ) | 1| xf x x e-= - . 

 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)      24.I-2003 год. 

4. (15) Presmetaj (so obrazlo`enie) supA  i infA  ako  

( 1)
2 5 2 1( 1)

2 3

n n n

n
A n

-ì üï ïï ï⋅ +ï ï= - Îí ýï ï+ï ïï ïî þ
 .  

2. (10+15)  a) Ispitaj ja konvergencijata na nizata: 1 2 . . .sin1 sin2 sin
n
n+ + + . 
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    b) Neka AÍ  i supM A= . Doka`i deka postoi niza ( )nx  t.{. nx AÎ  za 

sekoj n Î  i lim nn
x M

¥
= . 

3. (5+5+10) Пресметај ги левиот и десниот лимес на:   

а) функцијата ctg( ) xf x e=  во точката 0 0x = ;    

б)  
1arctg , 0( )

0, 0
xxf x

x

ìï ¹ï=í =ïïî
 во точката 0 0x = ;     

в) 

1 1
1, { 1,0,1}1 1( ) 1

0, { 1,0,1}

x x x
f x xx

x

ìï -ï +ï Ï -ïïï -=í -ïïïï Î -ïïî

  во точките 1 1x =- , 2 0x =  и 3 1x =  

4. (20) Opredeli go realniot broj a  (ako postoi ) taka {to funkciite ( )f x  i ( )g x  

se neprekinati na  , kade 
| 1|

, 1( ) 1
, 1

x
xf x x

a x

ì +ïï ¹-ï= +íï =-ïïî
  i 

2 1cos , 0( )
, 0
xxg x

a x

ìï ¹ï=í =ïïî
. 

5. (20) Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkcijata: 23( ) ( 1)f x x x= ⋅ + . 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел) 

1.   а) Пресметај supA  и infA  (со образложение) ако { }0 101
xA xx= £ £+ . Дали A  

има најдолем и најмал елемент? Во потврден случај најди ги. 

      б) Нека ( )na  е низа од реални броеви дефинирана со 5 4
3 2n
na n
+= - . Најди природен 

број k  така што за секој n Î  и n k³  важи ( )1664 1666,999 999na Î . 

2.  а) Дали низата ( )na определена со формулата 
пати 26

26 26 ... 26n
n

a = + + + , n Î  

конвергира? Во случај на потврден одговор најди ја нејзината граница. 

     б) Определи ги lim nn
a

¥
 и lim n
n
a

¥
 ако 

2

2
2sin 33n

n na
n

p=
+

, n Î . Дали низата ( )na  

конвергира? 

3. Дадени се функциите ( ) [ ]f x x x=  ( [ ]x  е најголемиот цел број кој не е поголем од x ) и 

2,| | 2
( ) 4,| | 2

x x
g x x

ì <ïï=í ³ïïî
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 а) Испитај непрекинатост на f  и g  на множеството реални броеви. 

 б) Скицирај ги графиците на f  и g  во интервалот [ 6,6]- . 

4. а) Нека функцијата f  има извод на ( , )a b . Ако f  е неограничена на ( , )a b , тоагаш и f ¢  

е неограничена на ( , )a b . Докажи! 

    б) Ако функцијата f  има ограничен извод на ( , )a b , тогаш таа е рамномерно 

непрекината на ( , )a b . Докажи! 

5. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 
1

| 1|( ) xf x xe
-

-= . 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел) јуни 2003    2 рок 

1. а) (15) Дадена е низата 21n
nx
n

=
-

. Најди супремум и инфимум на множеството  

{ | }nx n Î . Најди најголем и најмал елемент на ова множество. Испитај конвергенција 

на низата ( )nx .  

     б) (10) Нека YXf →:  е пресликување и YBA ⊆, , XC ⊆ . Докажи  

)()()( 111 BfAfBAf −−− ∩=∩  и 1 ( )f f C C- Ê . Дали ако f  е инјекција важи 

равенставо? 

 2. (15) Пресметај  nn
a

∞→
lim  каде 

=







 −+=
n

k
n n

ka
1

2 11 . 

3. (20) Дадена е функцијата 
2 3,| | 3

( ) [ ],| | 3
x x

f x x x
ì- - £ïï=í >ïïî

. 

 а) испитај непрекинатост на f  на  . 

 б) Скицирај го графикот на f . 

4. (20) Испитај диференцијабилност на функциите   

а) 
2 1,| | 2

( ) 1, 2
1, 2

x x
f x x x

x x

ìï + £ïïï= + >íïï - <-ïïî

         б) 2( ) | 6 |f x x x= - -  

5. (20) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 
1

|2 3|( ) 3 xf x xe
-

-=  

Прв колоквиум по математичка анализа I (прв дел)  2003/2004    I група 

1. а) Neka [0,1]AÍ  e takvo {to ( )n" Î  ( )nx A$ Î  t.{. 1
n
nx n
-> . Presmetaj supA . 

(so obrazlo`enie) 
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     б) Dadeno e mno`estvoto K  od  pozitivni kone~ni decimalni broevi so 

voobi~aenoto podreduvawe, Najdi primer na organi~eno mno`estvo koe nema 

supremum voK . 

2. Нека :f    и :g    се пресликувања дефинирани со ( ) 3f m m=  и ( )g m m= , 

 { }21, 20, 13, 9, 8, 5,0,1,3,7,15A= - - - - - - и { }1,2,3,8,10,12,17B= . 

      а) Најди ги ( )1f A- , ( )g A , ( )1g B- , gf ; 

      б) Дали постојат 1f -  и 1g- ? Ако постојат, најди ги правилата со кои пресликувањата 

се определени. 

3. а) Пресметај lim nn
a

¥
 кадe ( )21

1 1n
n

ka
n

¥

=
= + -å . 

    б) Нека ( )na  е низа од реални броеви дефинирана со 
2

2
5 4
3 2n
na
n

+=
-

. Најди природен 

број 0n  така што за секој n Î  и 0n n³  важи ( )5 1 5 1,3 1000 3 1000na Î - + . 

4. а) Пресметај ги liminf nn
x

¥
 и limsup n

n
x

¥
 каде ( ) ( )21 1 sin 3

n
n

n
nx n
p= - + . 

    б) Нека за низите од реални броеви ( )na  и ( )nb  важи n na b£ , за секојn Î . Докажи 

дека  

limsup limsupn n
n n

a b
¥ ¥

£ . 

Прв колоквиум по математичка анализа I (прв дел)  2003/2004    II група 

1. а) Neka [1,2]AÍ  e takvo {to ( )n" Î  ( )nx A$ Î  t.{. 1
n
nx n
+< . Presmetaj infA . 

(so obrazlo`enie) 

     б) Dadeno e mno`estvoto K  od  pozitivni kone~ni decimalni broevi so 

voobi~aenoto podreduvawe, Najdi primer na organi~eno mno`estvo koe nema 

infimum voK . 

2. Нека :f    и :g    се пресликувања дефинирани со ( ) 5f m m=  и ( ) 2g m m= , 

 { }21, 20, 13, 9, 8, 5,0,1,3,7,15A= - - - - - - и { }1,2,3,8,10,12,17B= . 

     а) Најди ги ( )1f A- , ( )g A , ( )1g B- ,gf ; 

     б) Дали постојат 1f -  и 1g- ? Ако постојат, најди ги правилата со кои пресликувањата 

се определени. 

3. а) Пресметај lim nn
a

¥
 кадe ( )21

1 1n
n

ka
n

¥

=
= + -å . 
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   б) Нека ( )na  е низа од реални броеви дефинирана со 
2

2
3 4
4 2n
na
n

+=
-

. Најди природен 

број 0n  така што за секој n Î  и 0n n³  важи ( )3 1 3 1,4 100 4 100na Î - + . 

4. а) Пресметај ги liminf nn
x

¥
 и limsup n

n
x

¥
 каде ( ) ( )( )1 31 1 cos 3

n
n n

n
nx n

- p= - + . 

    б) Нека за низите од реални броеви ( )na  и ( )nb  важи n na b£ , за секојn Î . Докажи 

дека  

limsup limsupn n
n n

a b
¥ ¥

£ . 

 

 

Втор колоквиум по математичка анализа I (прв дел) 2003/2004 

1.(20) Ispitaj neprekinatost na funkciite:  

     a) 
1sin , 0( )

0, 0
xxf x
x

ìï ¹ï=í =ïïî
;   b) ( ) [ ]sinf x x x= p  

2. (20)    a) Докажи дека збир на рамномерно непрекинати функции е рамномерно 

непрекината функција 

б) Ispitaj ја rаmnomernaта neprekinatost na funkcijata ( ) sinf x x x= +  na 

na  ;      

v) Proizvod na ramnomerno neprekinati funkcii ne mora da bide 

ramnomerno neprekinata funkcija. (razgledaj primer ( ) sinf x x x= ). 

3.  (20) Испитај ја диференцијабилноста  на  funkciite:  

 a) 2( ) | 9 20|f x x x= - +                                 b) 
1sgn , | | 14 2( )

ctg , | | 1

xx x
f x

ar x x

p -ìï + >ï=íï <ïî
. 

4. (15) Со помош на теоремите за средна вредност докажи дека равенката cosx x=  има 

точно едно решение на 0, 2
pé ùê úë û . 

5. (10) Presmetaj so pomo{ na maklorenovata formula 

2

2
40

coslim
x

x
x e
x

-


- . 

6. (15) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 2( ) |1 |(3 2 1)f x x x x= - - - . 
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Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)              20.III-2003 

1. a) (15) Нека :f X Y  и ,AB XÍ  и ,C D YÍ . Докажи дека 

1 1 1( ) ( ) ( )f C D f C f D- - -È = È . Докажи ( ) ( ) ( )f A B f A f BÇ Í Ç . Дали важи равенство ако 

f  е инјекција или сурјекција (одговорот да се објасни)? 

     б) (10) Нека 1 2 1 2, ,... , , , ,...,n na a a b b b  се позитивни реални броеви такви што 

1 2 1 2... ... 1n na a a b b b+ + + = + + + = . Докажи дека важи неравенството 1y = . 

2. (20) Пресметај  nn
a

∞→
lim  каде 

=







 −+=
n

k
n n

ka
1

2 11 . 

3. a) Испитај ја непрекинатоста на функцијата 
1 , 0

( )
4, 0
x xxf x
x

ì é ùï ¹ï ê úë û=íï =ïî
.  

    б) Дали може да се определи реален број a , така што функцијата 
1
, 0( )

0, 0

a xe xf x
x

+ìï ¹ï=í =ïïî
. 

4. Ispitaj jа диференцијабилноста на функциите: 

 а) 1( ) cos 2f x x= +   б) 2( ) | 4 3|f x x x= + - . 

5. (15) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата ( ) |2 1| xf x x e= - . 

 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)              20.III-2003 

1. a) (15) Нека :f X Y  и ,AB XÍ  и ,C D YÍ . Докажи дека 

1 1 1( ) ( ) ( )f C D f C f D- - -È = È . Докажи ( ) ( ) ( )f A B f A f BÇ Í Ç . Дали важи равенство ако 

f  е инјекција или сурјекција (одговорот да се објасни)? 

     б) (10) Нека 1 2 1 2, ,... , , , ,...,n na a a b b b  се позитивни реални броеви такви што 

1 2 1 2... ... 1n na a a b b b+ + + = + + + = . Докажи дека важи неравенството 1y = . 

2. (20) Пресметај  nn
a

∞→
lim  каде 

=







 −+=
n

k
n n

ka
1

2 11 . 

3. a) Испитај ја непрекинатоста на функцијата 
1 , 0

( )
4, 0
x xxf x
x

ì é ùï ¹ï ê úë û=íï =ïî
.  

    б) Дали може да се определи реален број a , така што функцијата 
1
, 0( )

0, 0

a xe xf x
x

+ìï ¹ï=í =ïïî
. 



V. Zada~i od pismeni ispiti 

 341

4. Ispitaj jа диференцијабилноста на функциите: 

 а) 1( ) cos 2f x x= +   б) 2( ) | 4 3|f x x x= + - . 

5. (15) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата ( ) |2 1| xf x x e= - . 

 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)  ноември 2003 

1. (10) а) Пресметај supA  и infA  ако [ ]{ }2

2 1,2
2

xA x
x

= Î -
+

. Дали множеството A  има 

најголем и најмал елемент? 

    (10) б) Со помош на принципот на математичка индукција докажи дека   
2

2 4 1

1

22
1 2 2 2 1 2

1 11 1 1 1
n

n n
nx xx x x x

+
+

+ + + + = ++ -+ + + -
 ,   

{ }\ 1,1x Î - . 

2. (15) Doka`i deka ako :f E F , ,A E B FÌ Ì , toga{ va`i: 

а) 1( ) ( ( ))f A B f A f B-Ç = Ç ; б) 1( ) ( )f A B A f B-Ç =Æ Ç =Æ . 

3. (15) Ispitaj ja konvergencijata na nizata zadadena so rekurentnata formula 

1 1a = ;
2

1
1

2
n

n
n

a
a a+

+
= . Ako nizata konvergira najdi ja nejzinata granica. 

4. (20) Испитај ја рамномерната непрекинатост на следниве функции 

 а) ( ) 1cosxf x e x= , ( )0,1x Î ;  б) ( ) sinf x x x= , [ )0,x Î ¥ . 

5. (15) Дали може да се определи реалниот број a  така што функијата е непрекината на 

  

 а) ( )
( )1 1, 0
, 0

nx xf x x
a x

ì + -ïï ¹=íï =ïî
 ,   за n Î ;  б) ( )

2 1cos , 0
, 0

xxf x
a x

ìï ¹ï=íï =ïî
? 

6. (15) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата ( ) ( )23 2 4f x x x x= + - - . 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)  ноември 2003 

1. (10) а) Пресметај supA  и infA  ако [ ]{ }2

2 1,2
2

xA x
x

= Î -
+

. Дали множеството A  има 

најголем и најмал елемент? 

    (10) б) Со помош на принципот на математичка индукција докажи дека   
2

2 4 1

1

22
1 2 2 2 1 2

1 11 1 1 1
n

n n
nx xx x x x

+
+

+ + + + = ++ -+ + + -
 ,  { }\ 1,1x Î - . 
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2. (15) Doka`i deka ako :f E F , ,A E B FÌ Ì , toga{ va`i: 

а) 1( ) ( ( ))f A B f A f B-Ç = Ç ; б) 1( ) ( )f A B A f B-Ç =Æ Ç =Æ . 

3. (15) Ispitaj ja konvergencijata na nizata zadadena so rekurentnata formula 

1 1a = ;
2

1
1

2
n

n
n

a
a a+

+
= . Ako nizata konvergira najdi ja nejzinata granica. 

4. (20) Испитај ја рамномерната непрекинатост на следниве функции 

 а) ( ) 1cosxf x e x= , ( )0,1x Î ;  б) ( ) sinf x x x= , [ )0,x Î ¥ . 

5. (15) Дали може да се определи реалниот број a  така што функијата е непрекината на 

  

 а) ( )

( )1 1, 0
, 0

nx xf x x
a x

ì + -ïï ¹=íï =ïî
 ,   за n Î ;  б) ( )

2 1cos , 0
, 0

xxf x
a x

ìï ¹ï=íï =ïî
? 

6. (15) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата ( ) ( )23 2 4f x x x x= + - - . 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)           19.XI-2002 год. 

1.  Пресметај supA  и infA  (со образложение) ако 
( 3) 1

2 3( 1)
1

n n n
nA n
n

+ +ì üï ïæ öï ï+ï ï÷ç= - Îí ý÷ç ÷çè øï ï+ï ïï ïî þ
 . 

2. а) Пресметај 2lim
(1 )(1 ) . . . (1 )

n

nn
a

a a a¥ + + +
, ако 0a³ . 

    б) Испитај ја конвергенцијата на низата ( )na  дадена со рекурентната формула: 

1 [0, )a Î p  и 1 sinn n na a a-= - . Во случај низата да конвергира, пресметај lim nn
a

¥
. 

3. Испитај ја непрекинатоста на функцијата 
1 , 0

( )
0 , 0

x xxf x
x

ì é ùï ¹ï ê ú= ë ûíï =ïî
 на  . 

4. Испитај ја непрекинатоста, диференцијабилноста и непрекинатоста на првиот извод на 

функциите 2( ) |1 5 2 |f x x x= - -   и  
1sin , 0( )

0 , 0

nx xxg x
x

ìï ¹ï=í =ïïî
. 

5. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 2( ) |1 |(3 2 1)f x x x x= - - - . 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел) 25.10.2002 год. 

5. a) Presmetaj (so obrazlo`enie) supA  i infA  kade 

{ }2 2
,

4
mnA m n
m n

= Î Î
+

  . Dali A  ima najgolem i najmal element? Vo 

slu~aj na potvrden odgovor najdi gi. 
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b) Doka`i deka 4 1 4 1 4 1 5a b c+ + + + + <  za sekoi realni broevi , ,a b c  

takvi {to 1a b c+ + =  i 4 1,4 1,4 1 0a b c+ + + > . 

2.  a) Ispitaj konvergencija na nizata 1 1 1. . .ln2 ln3 lnna n= + + + . 

b) Odredi lim nn
a

¥
 i lim n
n
a

¥
 za nizata ( )11 ( 1) sin 2

n
n

n
na n
p= + - + . 

3. Opredeli go realniot broj a  (ako postoi ) taka {to funkciite ( )f x  i ( )g x  se 

neprekinati na �, kade 
| 1|

, 1( ) 1
, 1

x
xf x x

a x

ì +ïï ¹-ï= +íï =-ïïî
  i 

2 1cos , 0( )
, 0
xxg x

a x

ìï ¹ï=í =ïïî
. 

4. a) Najdi prv izvod na funkcijata 

3

1
1, 0

( )
1 , 0x

x x
f x

e x-

ì + ³ïï=íï + <ïî
. Dali prviot izvod e 

neprekinata funkcija na  ? 

    b) Presmetaj so pomo{ na maklorenovata formula 

2

2
40

coslim
x

x
e
x

-


- . 

5.  Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkcijata 
1

( ) | | xf x x e= . 

Pismen ispit po Matemati~ka analiza I (prv del)   5.IX-2001 god. 

1. a) Neka f  e funkcija t.{. za sekoj , ( , )x y a bÎ  i (0,1)lÎ  va`i neravenstvoto 

( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x y f x f yl + -l £l + -l . 

Doka`i deka za sekoj �n Î  va`i 1 1 1 1( . . . ) ( ) . . . ( )n n n nf x x f x f xl + +l £l + +l , 

kade 1 2, , . . . , ( , )nx x x a bÎ , 1, . . . , 0nl l ³  i 
1

1
n

i
i=

l =å . 

     b) Neka (0, )AÍ ¥  e takvo {to ( )n" Î  ( )nx A$ Î  t.{. 1
nx n£ . Presmetaj infA . 

(so obrazlo`enie) 

2. a) Neka ( )nx  e niza od realni broevi taka {to postoi �cÎ  t.{.  

2 1 3 2 1| | | | . . . | |nx x x x x x c- + - + + - <     za sekoj �n Î .         (1) 

Doka`i deka nizata ( )nx  konvergira. 

    b) Dali nizata 
1 ( 1)n

nx n
- -

=                         

            i) konvergira;         ii) go ispolnuva uslovot  (1) ? 

3. Doka`i deka: 
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a) zbirot na dve ramnomerno neprekinati funkcii na    

e ramnomerno neprekinata funkcija na  ; 

b) proizvodot na dve ramnomerno neprekinati funkcii  

na interval [ , ]a b  e ramnomerno neprekinata funkcija na [ , ]a b . 

4. a) Ako funkcijata f  ima ograni~en izvod na interval P   

toga{ f  e ramnomerno neprekinata na P . 

b) Doka`i deka va`i neravenstvoto lnx y x yx
x y y
- -< < ,  

kade ,x y Î  i 0 x y< < . 

5. Ispitaj go tekot i nacrtaj go grafikot na funkcijata:  

1
2 | 3|( ) | 3 4 | xf x x x e -= - - . 

 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)        4.IX-2002 год. 

1. Пресметај lim nn
a

¥
 каде:   а) ( )

( 1)
13

n

n
na n

-

= -            

б) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1ln 1 ln 1 . . . ln 1
2 3na n

= - + - + + -  

2. Пресметај ги левите и десните граници на дадените функции во дадените точки. Дали 

постои 
0

lim ( )
x x
f x


? 

а) ctg( ) xf x e=  во 0 0x =  ;   б) ( ) arcsin( 1)f x x= +  во 0 0x =  ;  

в) 1
2 2

1( )
x

f x
x e -

=
+

 во 0 2x = . 

3. Докажи дека функцијата | sin |
( )

x
f x x=  е рамномерно непрекината на (0,1)  и на ( 1,0)-  

но не е рамномерно непрекината на ( 1,0) (0,1)- È . 

4. Испитај диференцијабилност (со доказ) на функцијата  2( ) | 5 6 |f x x x= - +  на �. 

5. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 
1
| |( ) | 3 | xf x x e

-
= + . 

Писмен испит по математичка анализа I (прв дел)   септември 2003 

1. (15) Со помош на математичка индукција докажи дека за секој n Î  важи 

неравенството 1 1 1 1...1 2 2 2n n n+ + + ³+ + .
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2. (15) Нека :f X Y  е пресликување и , ,AB Y C XÍ Í . Докажи  

 а) 1 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B- - -È = È   

б) 1( )ff A A- Í . Дали ако f  е сурјекција важи равенство? 

3. (15) Испитај конвергенција на низата дадена со рекурентната формула 

1 120
1 1320 , 421n n

n
x x x

x+
æ ö÷ç= + =÷ç ÷çè ø

. Ако низата конвергира најди ја нејзината граница. 

4. (20)  Испитај ја непрекинатоста, диференцијабилноста и непрекинатоста на првиот 

извод на функциите 2( ) |1 4 5 |f x x x= - -   и  
1sin , 0( )

0 , 0

nx xxg x
x

ìï ¹ï=í =ïïî
, n Î . 

5.  (15) Presmetaj so pomo{ na maklorenovata formula 

2

2
40

coslim
x

x
x e
x

-


- . 

 

6. (20) Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 2( ) |1 |(3 2 1)f x x x x= - - - . 
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