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ПРЕДГОВОР 

 

Досега се напишани повеќе збирки со решени или нерешени задачи од 

областите кои ги опфаќа предметот математика 1 на техничките факултети или 

математичка анализа на ПМФ – Скопје. Но оваа збирка е прва збирка со решени 

задачи која е наменета за студентите од Технолошко-металуршкиот факултет во 

Скопје, и како таква, фокусот е точно врз оние задачи и теми кои се изучуваат на тој 

факултет. Досега, истите студенти морале неизбежно да користат повеќе извори, 

бидејќи или не биле сите неопходни теми опфатени, или нивото на задачите не било 

прилагодено за нив.  

Долгогодишниот начин на работа и искуство ги мотивираше авторите да ја 

изготват оваа збирка задачи. Содржината на збирката е структурирана во две големи 

тематски целини и еден додаток: Функции, граници на функции, изводи и нивна 

примена, и Интеграли, неопределен и определен, и примена. Додатокот се состои од 

список на задачи кои биле дадени во испитните сесии последниве десетина години. 

Во првиот дел авторите ги опфатиле следниве теми: Скицирање графици со 

помош на елементарни функции, дефинициона област на функција, граница на 

функција, некои специјални граници, изводи, Лопиталово правило, тангента и 

нормала на крива, анализа на графици од дробно-рационални функции и примена на 

екстреми. Во вториот дел се опфатени следниве теми: Непределен интеграл, методи 

на решавање на неопределен интеграл – метод на замена и парцијална интеграција, 

интеграли со тригонометриска смена, интеграли од квадратен трином, интеграли од 

рационални функции, интеграли од ирационални функции, интеграли од 

тригонометриски функции, определен интеграл, примена на определен интеграл за 

одредување плоштина на рамнински лик и должина на лак на крива. 

На почетокот на секое поглaвје се дадени дефинициите на поимите кои се 

користат. За комплетна дефиниција на поимите авторите препорачуваат читателот да 

се упати на книгата од д-р Никита Шекутковски: Математичка анализа 1. 

Низи, функции, лимеси, изводи, интеграли (II издание). [1] 

Збирката, иако е првенствено наменета за студентите на прв циклус на 

Технолошко-металуршкиот факултет како основна литература за предметот 



математика 1, неа можат успешно да ја користат и студентите на сите други 

технички факултети во Република Македонија. 
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  Посредната конструкција на графикот на функцијата )(xfy =  се состои во 

наоѓање врска меѓу дадената функција и функција чиј график е познат.  

 Нека ни се познати графиците на функците )(xfy =  
и )(xgy = . 

 График на )(xfy −=  

 Графикот на функцијата )(xfy −=  го добиваме ако и го смениме знакот на 

втората координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата )(xfy −=  
е симетричен со графикот на функцијата )(xfy = во однос 

на x -оската.  

График на )( xfy −=  

Графикот на функцијата )( xfy −=  го добиваме ако и го смениме знакот на 

првата координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата )( xfy −= е симетричен со графикот на функцијата )(xfy =  
во однос 

на y -оската. 

График на R,)( ∈+= ccxfy  

 Графикот на функцијата R,)( ∈+= ccxfy  го добиваме ако ја зголемиме 

за c  втората координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата R,)( ∈+= ccxfy  
го добиваме со поместување за c  во правец на y -

оската на графикот на функцијата )(xfy = . Притоа, ако 0>c поместувањето е во 

позитивна насока на y -оската, а ако 0<c  поместувањето е во негативна насока на 

y -оската. 

График на R),( ∈+= ccxfy  

 Графикот на функцијата R),( ∈+= ccxfy  го добиваме ако ја зголемиме 

за c  првата координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата R),( ∈+= ccxfy  
го добиваме со поместување за c  во правец на x -

оската на графикот на функцијата )(xfy = . Притоа, ако 0>c поместувањето е во 
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негативна насока на x -оската, а ако 0<c  поместувањето е во позитивна насока на 

x -оската. 

График на 0),( >= cxcfy  

Графикот на функцијата 0),( >= cxcfy  го добиваме ако ја помножиме со 

c  втората координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата 0),( >= cxcfy  
го добиваме со растегнување или стегање на графикот 

на фунцијата )(xfy =  во правец на y -оската во зависност од тоа дали 1>c  или 

10 << c .  

График на 0),( >= ccxfy  

Графикот на функцијата 0),( >= ccxfy  го добиваме ако ја помножиме со 

c  првата координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата 0),( >= ccxfy  
го добиваме со растегнување или стегање на графикот 

на фунцијата )(xfy =  во правец на x -оската во зависност од тоа дали 1>c  или 

10 << c .  

График на функцијата )()( xgxfy +=  

Графикот на функцијата )()( xgxfy += го добиваме ако ги собереме 

вторите координати на графиците на функциите )(xfy =  
и )(xgy = . 

График на инверзна функција )(1 xfy −=
 

f  
и 

1−f се взаемно инверзни ако е исполнето: 

( )
( ) .наобластатадефиниционодxсекојза,)(

наобластатадефиниционодxсекојза,)(

11

1

−−

−

=

=

fxxff

fxxff

  

Пример. 
xexf =)(
 
и xxf ln)(1 =−

 
се взаемно инверзни функции. 

Графикот на функцијата )(1 xfy −=  го добиваме како осносиметричен на 

графикот на функцијата )(xfy =  во однос на правата xy =  
(на подмножество од 

дефиниционата област каде што постои  
1−f ). 

График на функцијата )(xfy =  

Графикот на функцијата )(xfy =
 
го добиваме ако точките од графикот на 

функцијата )(xfy =  
со негативна втора координата ги пресликаме симетрично во 

однос на x -оската. 

  

Нацртај ги графиците на следните функции: 

 Задача 1. а) 
2)( xxf −= ; б)

xxf 5)( −=  ;  

       в) xxf cos)( −= ;  г) xxf ln)( −= ; 

       д) 
3)( xxf −= ; ѓ) xxf tg)( −= .      

Решение.    
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x

y

f ( )x =

f( )x =

x

x
2

2
-

   

x

y

f ( )x =

f( )x =

5

5
x

x-

 
                  а)       б)  

 

x

y

f ( )x =

f( )x = cosx

x

-
�

�
cos

 

x

y

f( )x =

f( )x = lnx

x-

�

�
ln

 
   в)                   г) 

x

y

f ( )x =

f( )x =

x

x3

3-

     

x

y
f( )x x=-tg
�

f(x)=tgx
�

 
 д) ѓ) 
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Задача 2. а) 
xxf −−= 3)( ;  б) )sin()( xxf −= ; 

       в) 13)( += xxf ;      г) 2)( 4 += xxf . 

Решение.  

 

x

y

f ( )x =

f ( )=x 3
xf (x) 3=

-
��

�3
x-

-

x

 

x

y

f ( )x =sin

f( )x = ( )

�

-xsin
�

x

 
                  

  а)                       б) 

x

y

f ( )=x 3
x

f (x) 3=
�

x

+1
�

y

f ( )=x x
4

f(x) x=

�

x
+2

4
�

 
                         в)             г) 

 

 

Задача 3. а) ( )21)( += xxf ;           б) ( )2sin)( −= xxf ; 

      в) 
2

)(
2x

xf = ;         г) 
22)( xxf = . 

Решение. 
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y

f( )=x x2
f(x) x= �

x

+1
2
�)(

x

y

f( )x =

f ( )x =

4
x

sinx

�

�

sin( -π_ )

_
4

π

 
а)              б) 

y

f( )=x x2
f (x) x= �

x

2

�
_
2

 

y

f( )=x x2f (x) x= �

x

2
�2

 
                в)               г)  

 

 

 Задача 4. а) xxf 2sin)( = ; б) 
2

sin)(
x

xf = . 

Решение.  
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x

y

f ( )x =

f ( )x =

x

sinx
�

�
sin

π_
2
π

2

x

y

f ( )x =

f( )x =

x

sinx
�

�

sin

π
_

2

2

 
            а)      б) 

  

 

Задача 5. а) 
x

x
xf

1
)(

2 +
= ;      б) 24)( 2 +−= xxxf . 

Решение.        

x

y

f ( )x =

f ( )
x

=

x

x
�

�

_1

2
+1____x

=f (

�

x) x

  

x

y

f( )x =

f( ) x=

x
�

2

2
x

=f(x) x

�

-( )
2
-2

� ( -2)
2

  

              а)      б) ( ) 22)(
2 −−= xxf

 
 

 

 Задача 6. а) xxf sin)( = ; б) xxf sin)( = ; 

                                в) 
3)( xxf = ; г) 32)( 2 −−= xxxf . 

  

 Решение.  
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x

y

f ( )x =

f ( ) x=

�

x

sin|x|

�

sin

x

y

f ( )x =

f ( ) x=

�

x

sin

|

x

|

�

sin

 

а) 




>

<−
=

0,sin

0,sin
)(

xx

xx
xf          б) 





>

<−
=

0sin,sin

0sin,sin
)(

xx

xx
xf  

               

x

f( ) x=

f ( )x

3

�=

x

y

�

||x3

     

x

f ( ) x=

f( )x

2

=

x

y

�

||

x2- -3

�

3-x2-x2

 
             г)     д) 

 

 

 Задача 7. Нацртај ги графиците на инверзните функции на функците: 

 а)
1)( += xexf    б) 

1
)(

+
=
x

x
xf

 
 

:f R ).,0( +∞→   
:f ( ) )1,0(,0 →+∞ . 

 Решение.  
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x

y

f ( )x=

f ( )y = x

-1

�

�y

y=x

      

x

f ( )x=

f( )y= x

-1

�

� y

y=x

y

 
   a)      б) 

Задача 8. Посредно нацртај го грификот на функцијата 






 +=
6

3sin4
π

xy ! 

Решение.  

Чекор 1. Го скицираме графикот на елементарната функција xy sin1 = . 

x

xf ( )x =

y

sin

 
 

Чекор 2.   Го скицираме графикот на функцијата xy 3sin2 = на тој начин 

што првата координата на графикот xy sin1 =  ќе ја помножиме со 3. Така 

добиениот график на функцијата xy 3sin2 =  има основен период 
3

2π
, односно е 

збиен во правец на y  -оската во однос на графикот на функцијата xy sin1 = . 
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x

xf ( )x =

y

sin3

 
Чекор 3. Го скицираме графикот на функцијата 
















 +=






 +=
18

3sin
6

3sin3

ππ
xxy  на тој начин што ќе го поместиме графикот на 

функцијата xy 3sin2 = за 
18

π
 налево.  

x

xf ( )x =

y

sin 3( )π_
6

+

 
  

Чекор 4. Графикот на функцијата 






 +==
6

3sin44

π
xyy  го добиваме кога втората 

координата на графикот на функцијата 






 +=
6

3sin3

π
xy

 

ќе ја помножиме со 4. Така 

добиениот график ги има истите нули како и графикот на функцијата 








 +=
6

3sin3

π
xy , а има амплитуда четири пати поголема од амплитудата на 

функцијата 






 +=
6

3sin3

π
xy . 
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x

xf ( )x =

y

sin 3( )π_
6

+4

 
 

СКИЦИРАЊЕ ГРАФИЦИ НА ФУНКЦИИ 
ЗАДАДЕНИ СО ПАРАМЕТАРСКИ КООРДИНАТИ 

 

 Задача 1. Скицирај ги графиците на следните функции, 

а) tax 3cos= , tay 3sin=  б) ( )ttax sin−= , ( )tay cos1−=  

 Решение. 

 а) taytax 33 sincos ==  

 Функциите tax 3cos= и tay 3sin=
 

имаат заедничка периода πω 2= . 

Затоа за [ ]π2,0∈t , ќе бидат испишани сите точки од кривата tax 3cos= , 

tay sin3= . Ако ( )yx,  е точка од графикот на кривата tax 3cos= , tay 3sin=  

добиена за некоја вредност на параметарот t , тогаш бидејќи 

( )π+− ta 3cos ( ) ,cos3 xta −=−= ( ) ytata ==+− 33 sinsin π   

и 

( ) xtata ==− 33 coscos , ( ) ytata −=−=− 33 sinsin   

 

и точките ( )yx −,  и ( )yx,−  се исто така точки од графикот на кривата. Значи 

кривата е симетрична во однос на x  и y  оските. Затоа доволно е да се нацрта 

нејзиниот график на интервалот 





2

,0
π

, а потоа да се преслика симетрично во однос 

на x  и y  оските.  

 

t  0  6
π  

4
π  

3
π  

2
π  

x  a  a
8

33
 a

4

2
 a

8

1
 0  

y  0  a
8

1
 a

4

2
 a

8

33
 a  
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За 1=a

-1 -0.5 0.5 1
x

-1

-0.5

0.5

1

y

 

 

 

 б) За да го нацртаме графикот на функцијата ( )ttax sin−= , ( )tay cos1−=  

најпрво определуваме неколку точки од графикот. 

 

t  0  2
π  π  

2
3π  π2  

x  0  






 −1
2

π
a  πa  







 +1
2

3π
a  πa2  

y  0  a  a2  a  0  

      

 

 
 

 

СКИЦИРАЊЕ ГРАФИЦИ НА ФУНКЦИИ ЗАДАДЕНИ СО ПОЛАРНИ 

КООРДИНАТИ 

 

 Задача 1. Скицирај ги графиците на функциите: 
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  а) 
ϕ
π

ρ
a

=    б) a=ρ   

  в) ϕρ 2sina=   г) ( )ϕρ sin1−= a  

 Решение. 

 а) Формираме табела вредности за променливите ϕ  и 
ϕ
π

ρ
a

=  . 

 

ϕ  0  3
π  

2
π  

4
3π  π  

2
3π  π2  π3  π4  

ρ   ∞  3  2  3
4  1 3

2  
2

1  
3

1  
4

1  

  

 Со нанесувањето и поврзувањето определените точки, во поларниот 

координатен систем за 1=a  се добива 

 

1
x

1

y

 
  

 б) Графикот на функцијата a=ρ  претставува централна кружница со 

радиус a . 

 

1=a

-1 1
x

-1

1

y

 

 

 в) Се црта најпрво графикот на функцијата ϕρ 2sina=  во декартови 

координати, а потоа за дадени вредности на ϕ  се нанесуваат вреностите за ρ  и за 

што подобра скица со што помалку точки се внимава на зависноста прикажана на 

првиот график. 
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1=a

-0.5 0.5
x

-0.5

0.5

y

 

 График на xay 2sin=  

 

 г) Се црта најпрво графикот на функцијата ( )ϕρ sin1−= a  во декартови 

координати, а потоа се нанесуваат точките во поларниот координатен систем. За 

брзо нанесување и избор на точките се има предвид зависноста на ρ  и ϕ  од 

претходниот график. 

1=a

-1 1
x

-2

-1

y
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Графици на дробно-рационални функции 

 
ГРАФИЦИ НА ДРОБНО РАЦИОНАЛНИ ФУНКЦИИ 

  

Асимптоти 

 1) Нека функцијата )(xfy =  е дефинирана во околина на точката a. Ако 

е исполнет барем еден од условите  

−∞=
−→

)(lim xf
ax

, −∞=
+→

)(lim xf
ax

, +∞=
−→

)(lim xf
ax

 или +∞=
+→

)(lim xf
ax

, тогаш 

правата ax =  е вертикална асимптота на функцијата )(xfy = . 

 2) Нека функцијата )(xfy =  е дефинирана во ),( +∞= aD  (или 

),( aD −∞= ). Ако е исполнет условот bxf
x

=
+∞→

)(lim (или bxf
x

=
−∞→

)(lim ), тогаш  

правата bx =  е  хоризонтална асимптота на функцијата )(xfy = . 

3) Нека ±∞=
−∞→

)(lim xf
x

 или ±∞=
+∞→

)(lim xf
x

. Тогаш може но не мора да 

постои права од облик nkxy +=  која не е паралелна со ниту една од 

координатните оски и неограничено се доближува до графикот на функцијата  

)(xfy =  кога −∞→x  или +∞→x . Таа права е коса асимптота. Ако nkxy +=  

е коса асимптота  на функцијата  )(xfy = , тогаш 

x

xf
k

x

)(
lim

±∞→
= , ))((lim kxxfn

x
−=

±∞→
. 

Монотоност 

Нека функцијата )(xfy =  е диференцијабилна на интервалот ),( ba . 

Тогаш  

1) )(xf монотоно расте на ),( ba  ако 0)( >′ xf  за секое ),( bax∈ ; 

2) )(xf монотоно опаѓа  на ),( ba  ако 0)( <′ xf  за секое ),( bax∈ . 

 

Конвексност, конкавност и превојни точки 

Дефиниција.  Бројот A  е граница на функцијата ( )xfy =  кога x  тежи кон 

0x  (во точката 0x )  ако за секој позитивен број ε , постои позитивен број δ , 

таков што за сите 0xx ≠  за кои δ<− 0xx  да следува ( ) ε<− Axf .  

 Означуваме ( ) Axf
xx

=
→ 0

lim  или ( ) Axf →  кога 0xx → . 

 Дефиниција. Функцијата ( )xfy =  е непрекината во точката Xx ∈0  

ако ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. Функцијата ( )xfy =  е непрекината на X , ако е 

непрекината за секое Xx ∈0 . 



 

Графици на дробно-рационални функции 

Нека функцијата )(xfy =  е непрекината и постои )(xf ′′  за секое 

],[ bax∈ .  

1)  Ако за секој ],[ bax∈ , 0)( >′′ xf , тогаш графикот на )(xfy =  е 

конвексен ( )∪  на интервалот ],[ ba . 

2)  Ако за секој ],[ bax∈ , 0)( <′′ xf , тогаш графикот на )(xfy =  е 

конкавен ( )∩  на интервалот ],[ ba . 

Точката ],[0 bax ∈  таква што 0)( 0 =′′ xf , за која 0)( >′′ xf за 0xx >  и 

0)( 0 <′′ xf  за 0xx <  (или 0)( >′′ xf за 0xx <  и 0)( 0 <′′ xf  за 0xx > )  ја 

нарекуваме превојна точка. 

При испитувањето на текот и на конструкцијата на графикот на 

функцијата )(xfy =  одредуваме: 

1) дефиниционата област; 

2) пресечните точки на функцијата со кооординатните оски; 

3) симетричните својства на функцијата (парност, непарност и 

периодичност); 

4) асимптотите на функцијата (ако постојат); 

5) екстремните вредности, нивната природа и интервалите на 

монотоност; 

6) интервалите на конвексност и конкавност, превојни точки;  

7) скицирање на графикот. 

Во задачите 1-7 испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата. 

Задача 1. 
21

1

x
y

−
= . 

Решение. (Прв начин) 1) Функцијата е дефинирана за секое R∈x  за 

кое 01 2 ≠− x , односно  1±≠x . Според тоа, 

{ } ),1()1,1()1,(1,1\ ∞∪−∪−−∞=−= RfD .  

2) Ако 0=x  , тогаш 1=y . Следува дека пресечна точка на функцијата 

со y-оската е точката )1,0(A . Бидејќи 0≠y  за секое  fDx∈ , пресечни точки 

на функцијата со x-оската нема. Бидејќи 0
1

1
2
>

− x
 за )1,1(−∈x , а 0

1

1
2
<

− x
 за 

),1()1,( ∞∪−−∞∈x  следува дека 0>y  за )1,1(−∈x  и 0<y  за 

),1()1,( ∞∪−−∞∈x . 

3) Бидејќи )(
1

1

)(1

1
)(

22
xf

xx
xf =

−
=

−−
=− , функцијата е парна. 

Следува дека графикот на функцијата е симетричен во однос на y-оската. 

Според тоа, доволно е да се испитува графикот кога 0>x . Функцијата не е 

периодична.  
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4) Точките 1−=x и 1=x  се точки на прекин. Од симетричноста 

доволно е да го испитуваме однесувањето на функцијата само во околина на 

1=x . 

+∞=
−

==
+−

=
−

=
>

→→→→ −−− )2(

1
lim

)1)(1(

1
lim

1

1
lim)(lim

0

01
2

11 hhxxx
xf

h

hxxx
 (во лимесот е 

направена смена 0,1 >−= hhx  и 0→h ); 

−∞=
+−

=
+−

=
−

=
>

→→→→ +++ )2)((

1
lim

)1)(1(

1
lim

1

1
lim)(lim

0

01
2

11 hhxxx
xf

h

hxxx
(во лимесот е 

направена смена 0,1 >+= hhx  и 0→h ). Следува дека 1=x  и 1−=x  се 

вертикални асимптоти.  

Од 0
1

1
lim)(lim

2
=

−
=

±∞→±∞→ x
xf

xx
 добиваме дека 0=y  е хоризонтална 

асимптота.  

5) Од 
( )222
1

2

1

1
)(

x

x

x
xf

−
=

′








−

=′ , добиваме дека 00)( =⇔=′ xxf . 

Значи во точката )1,0(A  може да има екстрем. За 0<x , 0)( <′ xf , односно 

)( xf  опаѓа за )1,( −−∞  и )0,1(−  а за 0>x , 0)( >′ xf , односно )( xf  монотоно 

расте на )1,0( и ),1( ∞  Следува дека, точката )1,0(A  е минимум на функцијата. 

6) 
( )32

2

2
1

)13(2

1

1
)(

x

x

x
xf

−

+
=

″








−

=′′ . Јасно е дека 013 2 >+x  за секое R∈x , 

што значи 0)( ≠′′ xf  за секое fDx∈ . Следува дека функцијата нема превојни 

точки.  

Од )1,1(010)( 2 −∈⇔>−⇔>′′ xxxf  и 

),1()1,(010)( 2 +∞∪−−∞∈⇔<−⇔<′′ xxxf , добиваме дека функцијата е 

конвексна ( )∪ на )1,1(− , односно конкавна ( )∩  за )1,( −−∞  и ),1( +∞ .  

7)  График на функцијата: 

 



 

Графици на дробно-рационални функции 

y

x

x=1x=-1

A

    
Забелешка. На секој од трите интервали ),1(),1,1(),1,( ∞−−−∞ , 

функцијата изгледа како конец (секоја непрекината функција изгледа така на 

својата дефинициона област).      

  

(Втор начин) Дадената функција ќе ја скицираме со помош на 

елементарни графици: 







−

+
+

=
−

=
xxx

y
1

1

1

1

2

1

1

1
2

. 

 Чекор 1.
 x
y

1
1 =  - елементарен график (цртеж 1).  

 Чекор 2. 
x

y
+

=
1

1
2 - со поместување на графикот на 

1y  налево за 1 

(цртеж 2).   

 Чекор 3. 
x

y
−

=
1

1
3 - симетричен со графикот на  функцијата 2y  во 

однос на            y-оската  (цртеж 3). 

 Чекор 4. 
xx

y
−

+
+

=
1

1

1

1
4 - со собирање на вторите координати на 

графиците на функциите 2y  и 3y  (цртеж 4). 

 Чекор 5. 







−

+
+

=
xx

y
1

1

1

1

2

1
5 - со множење на втората координата на 

графикот на функцијата 
4y  со 

2

1
, односно  со стегање во правец на y -оската 

(цртеж 5). 



 

Графици на дробно-рационални функции 

x

y

         

x

y

       
        цртеж  1         цртеж 2 

x

y

x

y

 
         цртеж  3      цртеж  4  

x

y

 
          цртеж  5  



 

Графици на дробно-рационални функции 

 

Задача 2. 
32

1

−
+

=
x

x
y . 

Решение. (Прв начин) 1) Функцијата е дефинирана за секое R∈x  за 

кое 032 ≠−x , односно  
2

3
≠x . Според тоа, ),

2

3
()

2

3
,(

2

3
\ ∞∪−∞=







= RfD . 

2) Ако 0=x , тогаш 
3

1
−=y . Следува дека пресечна точка на 

функцијата со            y-оската е точката )
3

1
,0( −A . Ако 0=y , тогаш 1=x . 

Значи пресечна точка на функцијата со x-оската е )0,1(−B .  0
32

1
>

−
+

x

x
 за 

),
2

3
()1,( +∞∪−−∞∈x  и 0

32

1
<

−
+

x

x
 за )

2

3
,1(−∈x . Значи 0>y  за 

),
2

3
()1,( +∞∪−−∞∈x  и 0<y  за )

2

3
,1(−∈x . 

3) Бидејќи )(
32

1
)( xf

x

x
xf ±≠

−−
+−

=− , функцијата не е ни парна, ни 

непарна. Функцијата не е периодична.  

4) Точката 
2

3
=x  е точка на прекин. Го испитуваме однесувањето на 

функцијата во околина на 
2

3
=x . 

Од −∞=
−
+

=
−−

→→ 32

1
lim)(lim

2

3

2

3 x

x
xf

xx

 и +∞=
−
+

=
++

→→ 32

1
lim)(lim

2

3

2

3 x

x
xf

xx

следува дека 

2

3
=x  е вертикална асимптота.  

Од 
2

1

32

1
lim)(lim =

−
+

=
±∞→±∞→ x

x
xf

xx
 добиваме дека 

2

1
=y  е хоризонтална 

асимптота.  

5) Бидејќи 
2)32(

5
)(

−
−

=′
x

xf , заклучуваме дека функцијата монотоно 

опаѓа на целата своја дефинициона област.  



 

Графици на дробно-рационални функции 

6) Од 
3)32(

20
)(

−
=′′

x
xf , добиваме дека

2

3
0320)( >⇔>−⇔>′′ xxxf  и 

2

3
0320)( <⇔<−⇔<′′ xxxf . Следува дека функцијата е конвексна ( )∪ на 

)
2

3
,(−∞  и конкавна ( )∩  на ),

2

3
( +∞ . Нема превојни точки.  

7)  График на функцијата: 
y

x
AB

x=
3_

2

y=
2
_1

 
  

(Втор начин)  Со помош на елементарни графици. 

2

3

1

4

5

2

1

32

1

−
+=

−
+

=
x

x

x
y .  

Чекор 1. 
x

y
1

1 =  - елементарен график (цртеж 1).  

Чекор 2. 

2

3

1
2

−
=

x

y - со поместување на графикот на 
1y  надесно за 

2

3
(цртеж 2).   

Чекор 3. 

2

3

1

4

5
3

−
⋅=

x

y - со множење на втората координата на 

функцијата 
2y  со 

4

5
, односно  со растегнување во правец на y -оската (цртеж 

3).  



 

Графици на дробно-рационални функции 

Чекор 4. 

2

3

1

4

5

2

1
4

−
⋅+=

x

y  -  со зголемување на втората координата на 

графикот на функцијата 3y  за 
2

1
 (цртеж 4).  

x

y

 

x

y

 
        цртеж 1      цртеж 2  

x

y

x

y

 
       цртеж 3       цртеж 4 

 

Задача 3.  
22

4

x
y

+
= . 

 Решение. 1) Функцијата е дефинирана за секое R∈x , 

односно ),( ∞−∞=fD . 



 

Графици на дробно-рационални функции 

 2) Бидејќи 0>y  за секое fDx∈ ,  пресечна точка на функцијата со x-

оската нема. За 0=x , добиваме 2=y , односно пресечна точка на функцијата 

со y-оската е )2,0(A .   

3) Бидејќи )(
2

4

)(2

4
)(

22
xf

xx
xf =

+
=

−+
=− , функцијата е парна. Тоа 

значи дека нејзиниот график е симетричен во однос на y-оската. Според тоа, 

доволно е да се испитува графикот кога 0>x .  Функцијата не е периодична. 

4) Вертикална асимптота нема.  

Од 0
2

4
lim)(lim

2
=

+
=

±∞→±∞→ x
xf

xx
 добиваме дека 0=y  е хоризонтална 

асимптота.  

5) Од 
( )222
2

8

2

4
)(

x

x

x
xf

+

−
=

′








+

=′ , добиваме дека 00)( =⇔=′ xxf . 

Значи во точката )2,0(A  може да има екстрем.  За 0<x , 0)( >′ xf , односно 

)( xf  расте на )0,(−∞ , a за 0>x , 0)( <′ xf , односно )( xf  монотоно опаѓа на 

),0( ∞ . Следува дека, точката )2,0(A  е максимум на функцијата. 

6)  Од 
( )32

2

2

)23(8
)(

x

x
xf

+

−
=′′  добиваме дека 

3

2

3

2
0)( =∨−=⇔=′′ xxxf . 

Бидејќи 0)( >′′ xf  за ),
3

2
()

3

2
,( +∞∪−−∞∈x  и 0)( <′′ xf  за )

3

2
,

3

2
(−∈x  

добиваме дека функцијата е конвексна ( )∪  на )
3

2
,( −−∞   и ),

3

2
( +∞  и 

конкавна ( )∩  на )
3

2
,

3

2
(− . Превојни точки се )  

2

3
,

3

2
 ( −B и )  

2

3
,

3

2
 (C .  

7) График на функцијата: 



 

Графици на дробно-рационални функции 

y

x

A

B C

 

Задача 4. 
x

x
y

21+
= .  

Решение. 1) Функцијата е дефинирана за секое {0}\R∈x , 

односно ),0()0,( ∞∪−∞=fD . 

2) Нема пресечни точки со координатните оски. За 0>x , 0>y  и за 

0<x , 0<y . 

3) Бидејќи )(
1

)(

)(1
)(

22

xf
x

x

x

x
xf −=

+
−=

−
−+

=− , функцијата е непарна. 

Значи графикот е централно симетричен во однос на координатниот почеток. 

Функцијата не е периодична.  

4) Точката 0=x  е точка на прекин. Го испитуваме однесувањето на 

функцијата во околина на 0=x .  

Од −∞=
+

=
−− →→ x

x
xf

xx

2

00

1
lim)(lim , +∞=

+
=

++ →→ x

x
xf

xx

2

00

1
lim)(lim , следува дека 

0=x  е вертикална асимптота.  

Бидејќи ±∞=
+

=
±∞→±∞→ x

x
xf

xx

21
lim)(lim , хоризонтална асимптота не 

постои.  

Од 1
1

lim
)(

lim
2

2

=
+

==
±∞→±∞→ x

x

x

xf
k

xx
, 

( ) 0
1

lim
1

lim)(lim
2

==







−

+
=−=

±∞→±∞→±∞→ x
x

x

x
kxxfn

xxx
 следува дека xy =  е коса 

асимптота. Од 
x

x
x

x 11 2

=−
+

 гледаме дека за 0>x  графикот е над 

асимптотата, а за 0<x  графикот е под асимптотата. 



 

Графици на дробно-рационални функции 

5)  Од
22

2 )1)(1(1
)(

x

xx

x

x
xf

+−
=

−
=′ ,  добиваме 110)( =∨−=⇔=′ xxxf . 

Од ),1()1,(0)( ∞∪−−∞∈⇔>′ xxf и )1,0()0,1(0)( ∪−∈⇔<′ xxf  следува дека 

)(xf  монотоно расте на )1,( −−∞  и ),1( ∞ , а  монотоно опаѓа на )0,1(−  и )1,0( . 

6) Од 
3

2
)(

x
xf =′′ , добиваме дека функцијата )(xf нема превојна точка. 

Од 00)( >⇔>′′ xxf и 00)( <⇔<′′ xxf следува дека )(xf е конвексна ( )∪  на 

),0( +∞ и конкавна  ( )∩  на )0,(−∞ . 

 7) График на функцијата: 

x

y

y = x

x= 0

 

 Задача 5. 
x

xx
y

122 −+
= . 

 Решение. 1) Функцијата е дефинирана за секое {0}\R∈x , 

односно ),0()0,( ∞∪−∞=fD . 

 2) 21210120 2 +−=∨−−=⇔=−+⇔= xxxxy . Значи, пресечни 

точки на функцијата )(xf  со x-оската се )0,21( −−A  и )0,21( +−B . 

Пресечни точки со y-оската нема. 0>y  за ),21()0,21( +∞+−∪−−∈x  и 

0<y  за )21,0()21,( +−∪−−−∞∈x . 

 3)  Бидејќи )(
12

)(

1)(2)(
)(

22

xf
x

xx

x

xx
xf ±≠

−−
=

−
−−+−

=− , функцијата 

не е ни парна ни непарна. Функцијата не е периодична. 

 4) Точката 0=x  е точка на прекин. Го испитуваме однесувањето на 

функцијата во околина на 0=x . 



 

Графици на дробно-рационални функции 

Од ∞=
−+

−→ x

xx

x

12
lim

2

0

 и −∞=
−+

+→ x

xx

x

12
lim

2

0
, следува дека 0=x  е вертикална 

асимптота.  

Бидејќи ±∞=
−+

=
±∞→±∞→ x

xx
xf

xx

12
lim)(lim

2

, хоризонтална асимптота не 

постои.  

Од 1
12

lim
)(

lim
2

2

=
−+

==
±∞→±∞→ x

xx

x

xf
k

xx
 и 

=







−

−+
=−=

±∞→±∞→
x

x

xx
kxxfn

xx

12
lim])([lim

2

2
1

2lim =






 −=
±∞→ xx

 следува 

дека 2+= xy  е коса асимптота. Бидејќи 
x

x
x

xx 1
)2(

122

−=+−
−+

, за 0>x  

графикот е под асимптотата, а за 0<x  графикот е над асимптотата. 

5) 
2

2 1
)(

x

x
xf

+
=′ . Според тоа, 0)( >′ xf  за секое fDx∈ , односно 

функцијата )(xf монотоно расте на целата дефинициона област и нема 

екстреми.   

6) 
3

2
)(

x
xf −=′′ . Бидејќи 0)( ≠′′ xf  за секое fDx∈  функцијата 

)(xf нема превојни точки.  Од 0)( >′′ xf  за 0<x  и 0)( <′′ xf  за 0>x  следува 

дека )(xf е конвексна ( )∪  на )0,(−∞ и конкавна  ( )∩  на ),0( +∞ . 

7)  График на функцијата: 

x

y

y= x

x = 0

+ 2

 

 Задача 6. 
232

3

+−
=

xx

x
y .  



 

Графици на дробно-рационални функции 

 Решение. 1) Бидејќи )2)(1(232 −−=+− xxxx , функцијата е 

дефинирана за секое { }2,1\R∈x , односно ),2()2,1()1,( +∞∪∪−∞=fD .  

 2) 00 =⇔= yx , односно единствена пресечна точка со координатните 

оски е координатниот почеток. 0>y  за ),2()1,0( +∞∪∈x  и 0<y  за 

)2,1()0,( ∪−∞∈x . 

 3) Бидејќи )(
23

)(
2

3

xf
xx

x
xf ±≠

++
−

=−  функцијата )(xf  не е ни парна 

ни непарна. Функцијата не е периодична. 

 4)  Точките 1=x и 2=x  се точки на прекин.  

Од +∞=
−−−→ )2)(1(

lim
3

1 xx

x

x
, −∞=

−−+→ )2)(1(
lim

3

1 xx

x

x
, −∞=

−−−→ )2)(1(
lim

3

2 xx

x

x
 и 

+∞=
−−+→ )2)(1(

lim
3

2 xx

x

x
 , следува дека правите 1=x  и 2=x  се вертикални 

асимптоти.  

Бидејќи ±∞=
+−

=
±∞→±∞→ 23

lim)(lim
2

3

xx

x
xf

xx
, хоризонтална асимптота не 

постои.  

           Од 

,1
23

lim
)(

lim
23

3

=
+−

==
±∞→±∞→ xxx

x

x

xf
k

xx

( ) =







−

+−
=−=

±∞→±∞→
x

xxx

x
kxxfn

xx 23
lim)(lim

23

3

3
23

67
lim3

23

67
3lim

22
=

+−
−

+=






 −
+−

−
++=

±∞→±∞→ xx

x
x

xx

x
x

xx
 , следува дека 3+= xy  

е коса асимптота. 

5) 
( )

( )
( )( )
( )22

21

2

22

22

2323

66
)(

+−

−−
=

+−

+−
=′

xx

xxxxx

xx

xxx
xf  , каде што 331 −=x  и 

332 +=x . Од тука следува дека функцијата )(xf  е монотоно расте за 1xx < , 

односно на интервалите )1,(−∞ и ),1( 1x ; монотоно опаѓа за 21 xxx << , 

односно на интервалите )2,( 1x и ),2( 2x ; и монотоно расте за 2xx > , односно 

на интервалот ),( 2 +∞x . Значи, во точката 1x  функцијата )(xf има локален 

максимум, а во точката 2x  функцијата )(xf има локален минимум. 

6) 
( )
( ) ( )33

2

21

121872
)(

−−

+−
=′′

xx

xxx
xf . Бидејќи 012187 2 >+− xx  за секое fDx∈ , 

заклучуваме дека 0)( >′′ xf  за ),2()1,0( +∞∪∈x и 0)( <′′ xf  за 



 

Графици на дробно-рационални функции 

)2,1()0,( ∪−∞∈x . Значи, )(xf е конвексна ( )∪  на )1,0( и ),2( +∞ , а конкавна  

( )∩  на )0,(−∞  и )2,1( . Координатниот почеток е единствена превојна точка. 

7) График на функцијата:  

x

y

y = x

x = 2

+3

� x =1

 

 Задача 7. 
2

23

2

372

x

xxx
y

−++
= . 

Решение. 1) Функцијата е дефинирана за секое {0}\R∈x , 

односно ),0()0,( ∞∪−∞=fD . 

2) Пресечни точки со y-оската нема. 

3) Бидејќи )()( xfxf ±≠− , функцијата не е ни парна ни непарна. 

Функцијата не е периодична.  

4) Точката 0=x  е точка на прекин.  

Од 

−∞=
+

−=
−

−−+−+−
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